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SUR LA DECOMPOSITION EN FRACTIONS SIMPLES D'UNE FONCTION
RATIONNELLE HOMOGENE;

Par M. CYPARISSOS STEPHANOS.

Lorsqu’on considére la décomposition en fractions simples d’'une
fonction rationnelle

P Y i

® ‘
f2 by
(ou ¢ et f désignent deux formes binaires p=03" et f=al",
dont la seconde a son discriminant D différent de zéro), on est
conduit & remarquer que la somme des fractions du premier
degré, dans le résultat de la décomposition en question, est
égal a
1ot
D7fF’
t=1t>"" représentant un covariant simultané des deux formes

¢ et f, et que, de méme, la somme des fractions restantes est
égale a ’ o
1 a?r’n

by D/’ : ppet
am

b ’ ’ 3 o ',
ot o= a}"” représente également un covariant simultané des
deuzx formes ¢ et f.

En allant plus loin, on reconnait que la forme « coincide avec
la jacobienne (f, s), de f et d’une autre forme s = si***, laquelle
constitue encore un covariant simultané des deux formes e et f.

Les formes s et ¢ satisfont ainsi & la relation

Do = (f, $)1+ f¢

et sont, par conséquent, telles que I'intégrale

ij%(z, diy — w3 dmy)

soit égale & '
~—I——s—|—f£;rdx xy d.
m_!_l.? f(/l s — &y dzy).

Il nous a semblé intéressant d’examiner les propriétés des formes
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s et ¢ ainsi définies. Cette étude nous a conduit a divers résultats,
dont nous nous proposons d’exposer quelques-uns dans le petit
travail qui suit (*).

A coté de propriétés se rattachant directement & la décomposi-
tion en fractions simples, la présente Note contient aussi quelques
autres résultats qui ne me paraissent pas dénués de tout intérét.
Parmi ceux-ci, je citerai avant tout les résultats du n® 24, relatifs
a la forme A = A2"7?, dont I’évanouissement identique constitue
la condition nécessaire et suffisante pour que la forme f= a}*!
admette deux racines doubles distinctes ou bien une racine qua-
druple.

Dans une prochaine occasion, nous espérons revenir sur quel-
ques autres propriétés des formes s et t, relatives & la maniére
dont on peut représenter ces formes au moyen d’opérations ( Ueber-
schiebungen) portant une seule fois sur chacune des formes
®, f etle covariant A = A}™"* de f, défini par les relations

(A,f)m =0, (A, f)m+l =0 (2)

Gy . I‘ ’ % ] A}

A
i Con : Tloapde A
Formules et remarques préliminaires.

1. Rappelons tout d’abord certaines formules ou figurent les
racines de f= a’;*' et qui nous seront bien utiles par la suite.

v

(*) La plupart des résultats de cette Note (n°* 1-22) nous étaient déja connus
lors de la rédaction de notre Mémoire Sur les faisceaux de formes binaires
ayant une méme jacobienne (préscnté a 'Académic des Scicnces dans la séance
du 12 décembre 1881, et inséré dans le t. XXVIL du Recueil des Mémoires des Sa-
vants étrangers, 1883). Le § 4 de la premicre Partie du Mémoire en question est
consacré a Pétude de faits étroitement liés avec ceux exposés dans la présente Note.

(*)P.S.—Dansune Note Sur Uintegration d’une fonctionrationnelle homogene,
insérée dans les Comptes rendus du 3 décembre 1883 (t. NCVIL, p. 1290), nous
avons indiqué Ia solution d’une question plus générale dont voici I'énoncé :

Etant donnees deux Jformes binaires

o= ,‘?‘lz‘l‘+m—1 et f: a}’“
ou

mi+m-22Z(m—41)(n-47),
determiner Uexpression generale des formes S et T, d'ordres respectifs m, et

\\
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Les facteurs linéaires de f seront désignés par icin  avuy -uof.

(z21)y (X23); <o oy (XTm)y (BFms1)s) ()

étant posé, pour abréger,
5wt veoq au'l e
(zz) = w; T2 T T3t

Nous aurons ainsi

] tharge Hio s (b6 10
[ =att = (zxz1)(22;) .. (TXm+1) )
<
De 14 on déduit X
(y.n) - - (SN
(1) (m+vayal =f ¥ L o
@ L D g e Oy g e e
' 2 (m,)(avx,) [ [ LERINT 1 S S5
' B S R UL SRV S
Maintenant, si ’on pose by
‘x\ \\\\\
IL = (2212 %3) « o A2 21 (X Zit1) -+ (Bmny)s | G
on aura C e
(3) (m+)ayal, = 1,(yz.),
< ERVIRY
m(m + I) alt = (vr.) .S ' -
) ~ n, <m>2‘ Gy U3

D T I I

. T ot oy otien
De la formule (4) on déduit

m(m—+1 - - .
m(m +1) > )(aa’)za;'f La® ! =,a} 2( .z') ot alttl=qa'm+l,
Z.%
t
m, — (n—1)(m +1) — 2, satisfaisant @ la‘relation (

Do = (f, S) + f*T

(ot D designe le discriminant de f, supposé différent dé zero). o

La détermination de ces formes S et T est ramenée également a la considéra-
tion de la forme A.

Quant aux formes s et ¢, considérées dans la présente Note, elles ont pour éx-
pressions

. 8= (4 0 hmrr €= (8 T
ctant posé

! i Y
czs.zym—z__at(am rt a ?Z’)J Om-—x (.Z‘)’),

s i
T n n -
.,'._.c} 2:[((1?)61} (?m?; 1-;71,4—1(“‘?)” 2m 1 1 . v
a ((tﬂlglll (l’v’")ﬁr\?"l 1

(@ —Jstan
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Nous aurons ainsi, par suite de (3), Cesund evot g L
a;!

(%)

Si ’on pose maintenant

f —_ (x‘z'l )P"l
L lenib et euoV]
on aura, conformément aux formules précédentes,

(m )2 (aa’tal=t gt = 1"“2. )
2

Yo TG R0y b

m m

(6) (m—-i—l)(lydz,“(}’zt)]h,, ’

o x de b no sl o
(7)

m— 1

atan™" = (yz)pypi,
iy (1)

Soit remarqué, en passant, que )a derniére de ces formules ex-
prime cette propriété bien connue.qu’étant donné un groupe e’
m—+1 éléments f= a’}™* (points d’une droite, etc.), les deux
points y (qui sont cenires) harmoniques du second degré d’un
quelconque xz, de ces éléments par rapport aw groupe f=o,
cowncident l'un avec le point x,, Uautre avec le point (qui est
centre) harmonique du premier degré de x, par rapport au

f

roupe des m points restants m—_J __de f.
group P Px (xz,)

2. Les notations précede‘ﬁ‘tes étant adoptées, la formule ordi-

naire, pour la décomposition de
) (0 1 et st

h At
F i g+l (y -
' ‘{i al’ y \ (o 1 "\(\)m
en fractions simples, devient
m
(8) ? ’lt]r, ( X N — 1= ) (= st) — s
. (2xy)

la forme f étant supposée a racines inégales.

. ; ) “00)
A coté de cette formule, il convient de placer cette autre,

L
tm—l t i 1

(9) T-—vo i ()

¢ol

(¢7 " désignant une forme qllelconque d’ordre m—1), laquelle

n’est au fond, comme on sait, qu’un cas particulier de la formule
précédente (8)

Si dans la formule (8), écrite comme il suit,

N A7
hg] =Z Tl: Py ou p,= (—‘Z'__"/Z"I)’
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on remplace les symboles 7, /i, par y, et — )y, et puis les z,,
z, par les symboles — Ay, /iy, on obtient la formule

3

h}ﬂ _ (h»l]l’r I (}’-7'1)'”7 ‘
L e .

qu1 fournitla relation linéaire par laquelle la forme A7’ est liée aux
puissances m'*™* des m —+ 1-expressions ( yz,). De méme, il est &

remarquer que la formule (g) peut étre écrite ol
(7'-7'1 )m——l _ Yo
mn -~

et fournit ainsi la relation linéaire qui doit exister entre les

puissances (m — 1)*™ des m + 1 facleurs linéaires de f. ‘

3. 1l n’y a pas, & proprement parler, de formule de décomposi-
tion en fractions simples, pour le quotient de deux formes, dans
le cas ol la forme en numérateur serait d’un degré moindre de
plus d’une unité que le degré du dénominateur (celui-ci étant sup-
posé a racines inégales). Pourtant, s’il s’agissait, par exemple, de
I'expression

£ g
;t' = a/n+i ? b
on pourrait appliquer la formule (8) & I'expression =~ Cral j De cette
maniére, on obtient

m—1 "l 1
(10) (@) 5= () o =— 3, S (0 !

ll‘ (.mr, .

Cette derniére formule se préte fort bien aux besoins d’une pre-
miére intégration. En effet, comme on a

(xr,
(xy)

on doit aussi avoir

(11) al[lory —+ const. ] (yz) )( 1 dxy — x, dzy),

(zy )(zz,

t it
S f](xl dxry — s dZ’l):—‘“z 1i; [log(xz,) — log(ay)] + C
('2) m—1
' - f;],l 72,) =+ Cu T i

\ ¢ ’

4. En appliquant la formule (8) a I'expression .
o b+t 4
S _ I3

Gy = )i \
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on obtient ‘ TR BT TITRY
g gt g
(zy)ah~r — U, (az)eyx)  (ay)ayp+

ou bien
anrI Pt — @t p DL f(m) fly) o oy

(13) @) = I o) )’

De 12 on déduit la valeur remarquable suivante pour la jaéo-
bienne (m +1)(f, g)1 *
b g
T(z.}:,)ﬂ (ST B

(li) (m—i—])(ab)az‘lbgz:E

11 résulte de cette formule (14) que ’expression générale des
Jjacobiennes des [aisceaux \f -+ g qui contiennent une forme
donnée

[ =att = (zzy)(xxs) ... (¥ZTp11)

est ¢ P ' il
(15) aim _fz A !

(z'z')” oy i{;!
ou les %, désignent des paramétres arbitraires.

Maintenant la formule (13) montre ceci de plus, qu’étant donnée
une forme telle que (15), c’est-a-dire qui soit la jacobienne d’un
faisceau A f + u g contenant la forme f= a/;**, la condition pbir

que deux points z et y appartiennent 2 une méme forme de ce
faisceau est

f(@) gy)— f(¥)glz) _ f@ fy _
(16) ) = (m—\-l)z A (xx,) ) = o. '

8. On aurait pu arriver également a la formule (14) en considé-
rant la différentielle de expression rationnelle

bzp{-l b.’r’H_i (.’l‘_}’) bm+1
ST AN @y T
Cette différentielle est. en effet, {
b+ b)anbm
‘ a:T+1‘=(m+ )fi—?]?r*—‘( 1dry—xedey) b
(17) ot
( ) NJc A d d
= iy m (71 dry — x5 dry),
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et cela par sdite de la formule St 10e e ono
3 ’ 2@ (e BRSO T INE T T B N
(18) (xz'l) (@ )1(xldx2 wydi 1) _
Voo T ‘\( I DY

qu’il convient de comparer a la formule (11) précédente.

La propriété exprimée par la relation (17) fait voir que la déter-
mination des faisceaux de formes binaires de degré m -1 ayant
une jacobienne donnée o = a}™ fournit la solution de cette ques-
tion : Déterminer les formes f= a,** qui sont telles que U’in-
tégrale

T [T |

o
fﬁ(wl dzry — zy dy), RN ARIGTIEN

ou a est une forme bznazre donnee de degré am, ait une valeur

algébrique de la for me m+1 ( )

et

IIl+‘l

(') Clest exprés que je dis « de la forme —— a"”" », parce qu'il y a aussi d’autres

expressions rationnelles (dont les termes seat des formes d’'un degré supérieur &
m 1) qui conduisent a des différentielles telles que

Ay

3 .
,—.—,(.’L‘,dx,-—-a‘,dx‘), 0 U O

/ étant une forme de degré m -1 admettant des systémes convenables de ra-
cines multiples.

Le probléme de la recherche de ces diverses expressions rationnelles rentre,
comme cas particulier, dans la question de la détermination des formes

F=al = (zz)h (z2y)ks .. (Z)hny, _(Eh, = m +1),

e )
auxquelles correspond une intégrale :

-

m+n—1
fﬁ?:m(xn dz,—z,dz,) =

Y ém+i
(ou ¢ désigne une forme donnée) admettant une valeur algebrique Zz_
(En prenant » =m +1, on a le cas considéré dans le texte.)

Il est & remarquer que les conditions auxquelles doivent satisfaire les n facteurs
linéaires d’unc pareille forme f (suppesés inégaux et de degrés de multiplicité
k,> o) coincident avec celles qui expriment que la forme ¢%" = ¢.1(zz,)k—1
constitue la jacobienne d’un faisceau AaZ*! - ub%*! contenant la formé f: Le
nombre de ces conditions est égal & n —1, comme ccla a déja été remarqué (Ser-
RET, Algébre superieure, t. 1, p. 506). Nous examinerons plus bas (n°* 21 et 22)
ce que deviennent les n conditions en question dans le cas oit Yon a n=m 41
(pour &, = 1) Dans le cas ot f = (zx, )k (zz,)ks, (n = 2), on doit avoir simple-
ment q/,’ 1,—0 v
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En effet, on voit bien que, si pour une valeur.déterminde de
, . i pm+t
f=am I'intégrale précédente devient cgale & iy toute autre
L
forme a”*t - w7, placée dans 'expression de I'intégrale con-

sidérée, au lieu de f, doit également conduire & une valeur algé-
t

b!’lque Nal+t 4 b+ .
' Nan T o b Ny
de la méme intégrale. N W

6. Deux formes binaires a*! ct ™*!, d’un méme degré, sént
appelées conjuguées (d’aprés M. Rosanés), dans le cas ou leur
invariant simultané (ab)™*! est nul.

Les formes b”** qui sont conjuguées aux formes d’un systéme
lindaire a k paramétres . T

lofo—l-)wfg +---+)‘Irflc - - ——
forment aussi un systéme linéaire, & m — k paramélres, . ~ ()
7~k+1f/c+|+---+)~mfm+7\m+1fm+v ) 14

(Les formes fo, fi, « .., fr doivent élre linéairement indépendante;
entre elles ; il doit en étre de méme pour les formes fyy 1y ..., gt )

Deux pareils systémes linéaires, conjugués entre eux, admettent
les mémes covariants (combinants des formes f, qui déterminent
ces systémes). Ainsi, par exemple, les déterminants fonctionnels

E+_""f° %N,
T dxk dxh1ow, 6.2‘%

2 o d"‘_kfk-t—l ()m—kfm 0m—l~fm+—1

0=k """ 9z dzRL T gplpk

de ces deux systémes ne différent entre eux que par un facteur
constant. NN
Lorsqu’on pose 3 MR

u {
aPti= (zx,)(2xs) ... (TTm+1), 1. il

1 y(/\

Al
"invari m+1 Jevi -,
Vinvariant (ab)m+! devient Von oo

ab)mn+1l — by ey oo br .. ) ar g
1Y M1

Il résulte de 12 que, si 'on a !

ag a’;""’~“= o, vy
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la forme (zy)k(zz)" #** est conjuguée & f=a,"'. En particu-
lier, la forme (zy)™*! est conjuguée & f, si l'on a

alll+1 = 0.
Y [

Dans le cas ou les diverses racines 2y, £2, «. ., Zmy4 de f sont
inégales, l'expression générale des formes conjuguées a f est

)\1(.1'.2" )"‘+l -+ )\2(5&‘(&'2 )m""l e e ol )\"H_‘ (.T.’I‘,,H.] )”H'l.

On dit que la forme a'*! est apolaire par rapport a une forme

c” de degré n > m —+1, si I'on a identiquement

(@c)m+ieh-m+t = o,

by

On voit que dans ce cas la forme ¢’ est conjuguée a toute forme
N+ contenant f en facteur. On peut désigner cette rela-
tion de la forme ¢ a la forme a’y"* en disant encore que la
forme ¢} est conjuguée ala forme a’*'. Si les racines de f sont

£

inégales, on doit avoir, pour des valeurs convenables des A;,

el = A (xzy)* -+ g (B2 4. . o+ A (22 ey Y.

7. Nous savons déja (n°® 4) que les jacobiennes des faisceaux de
degré m + 1, qui contiennent une forme donnée f= a}**, consti-
tuent un systéme linéaire & m paramétres. Il résulte de 13 que
les formes A}", conjuguées a toutes ces jacobiennes, doivent
constituer un systéme linéaire & m — 1 paramélres.

Comme ces formes A2™ doivent satisfaire 3 la relation
(Aa)yn(Abyr(ab)=o,

quelle que soit la forme 0", on voit que 'on doit avoir identi-
quement

(Aa)y»Aa, =o.
Il est manifeste que, réciproquement, toute forme A2” satisfaisant
a cetle relation est conjuguée par rapport a toutes les jacobiennes
(fs &)1y quel que soit g = b},

En ayant égard a I'expression générale des jacobiennes (f, g),
en question, donnée au n° 4, on voit que, si toutes les racines z;
de f sont inégales, on devra avoir

(A; Pt)2m =0, ou P= (..Z“.f’l'—':—)’
quelle que soit la racine z;.
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8. Comme toute forme (xy )"(xz), telle que al*a; = o, est con-
juguée a f, on voit que les formes (z))" a}) a. dowent étre conju-

guées & f, quel que soit 3.
Plus généralement, toute forme comprise dans I’expression |

(ha)ymrira, 1

doit étre conjuguée a f, quelle que soit la forme PRGN

D’aprés le numéro précédent, il n’y a parmi les formes A2™ que
m, linéairement indépendantes entre elles, qui donnent lieu & une
expression (N, @)m 1dentiquement nulle. Il suit de la que Vex-
pression (A, @), est toujours capable de représenter m + 1 formes
linéairement mdependantes entre elles, lorsque la foime ™" est
donnée. On voit ainsi que I'expression (A, @), peut représenter,
dans tous les cas, toute forme b*! conjuguée a a .

Il est aisé d’obtenir I'expression de (Aa)™\;a, sous la forme
S, (zz, )™ 11 suffit pour cela de considérer la formule (14) du
n° 4, formule qu’on peut écrire comme 1l suit :

1 an—l

(ab)al b = 2& pl ou p,:—i—-

ne—+ 1 (2x,) ¢

i
En changeant dans cette formule les z,, z, en X, —}, et les ’

b,, by en — x,, x,, on obtient, en effet,

Qa)yr\ltay= — 2()\’])‘ h'"(xx Y+, ! un

m + 1
Il est & remarquer que la formule (13) du n°® 4 peut aussi con-
duire A une représentation de la forme

(acym+1 b7+ (ab)ym+icme ’

(laquelle est manifestement conjuguée a f), par une expression
2 (@)t 2l
En remplacant, en effet, dans la formule en question

m+1

¥ 5] l

- 1
les z,, z, par les symboles ¢, —¢,, puis les symboles &,, b, par
— Z3, &y, et enfin les y,, ¥, par by, — b, on obtient

f(2)8(y)—f(y)g(x) =

(xy)p:(2)pi(§)s

(ac)ym+ipm+s _ — (abym+1eptt = (— ym z (bC)(b[?z )m(cpl)m

(‘r‘rl )m+i .

Bull des Sciences mathem 2° setie, t VIII (Avnl 1884,) 9
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Dans le cas ou la forme g = b'** est conjuguée a f, (ab)mt*
étant égal a zéro, la formule précédente donne la représentation
de g sous la forme d’une somme

> {L;(-Z‘z‘;)"‘+‘,

par 'emploi auxiliaire de la forme ¢7*! qui peut étre quelconque

(différente pourtant de f dans le cas ou m est impair). :
(N
IF.
’ . . . . (P
Décomposition en fractions simples de f
1
9. Jarrive maintenant a la décomposition de I'expression ra-
tionnelle .
ji?—i’ ol (P______!P:zzm’ fza,',,'-”i,'
en fractions simples.
Pour obtenir cette décomposition je procéderai de la maniére
suivante.
Je remarque que
?;"l
f2
{ ‘1 , . .
peut étre considéré comme le carré de I’expression symbolique

%

-7

S
laquelle, d’aprés la formule générale de décomposition (n® 2),
doit étre égale a

g 97, _1
Va T, (z2)

en supposant toujours que les racines de f= o soient inégales.
Nous aurons ainsi Iidentité

-2
il I, (zz;)
'(IDU mt m

Px, Py I N\ 03" 1
= —_— e+ 3y Tt
? ke TN, (@z,)(77,) Z n (zz,)}

) ir il

De cette maniére la somme des fractions du premier degré dans
le développement de -£ en fractions simples sera

f2
[4

L NI L -
(2) _22 nln” (I“-TL)(-T?-IJ) (I>L)’

=l
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D désignant le discriminant de la forme f. Quant a la forme
¢t =t elle constitue un covariant simultané des deux formes ¢
et f, dontles coefficients sont des expressions entiéres du premier
degré par rapport aux coefficients de ¢ et de degré 2m — 1 par
rapport aux coefficients de f.

De méme, la somme des fractions du second degré dans le dé-
veloppement considéré sera

2m

I a?”l. ojl
3) =20 e

l

o= 02" étant un covariant simultané des deux formes ¢ et f, du
premier degré par rapport aux coefficients de ¢ et de degré 2 m par
rapport aux coefficients de f. Remarquons que, d’aprés le n° 4, la
forme o doit étre la jacobienne d’un faisceau Aa'*! + w b2+ ; elle
doit donc étre de la forme (ab)a’ b7.

10. Dans le cas ot D = o, les deux formes ¢ et «, définies par
les relations (2) et (3) précédentes, subsistent encore, quoiqu’elles
ne correspondent plus aux sommes des fractions de premier et de

I3 ’ [
second degré dans le développement de % -
o] f2
En supposant, en effet, que xz; et x; soient les deux racines de
Jf qui deviennent égales dans ce cas, on aura

_ m, m f
t = 2[“1]]‘9!;.11W

f oy ik
m., m R
=—2a[l;Je¥¢ Qry (mr,)(.rf,)’ el

m(m+1)
[Oyl=(—v 2 mOy... MMy oo T My ool My,
, .

et cela en admettant que, dans le cas général, on a

mm+1)

D=(—-I) 2 My, ... Iy

Maintenant, pour que les formes ¢ et o deviennent identique-
ment nulles 4 la fois, il faut et il suffit que la condition D = o soit
accompagnée par une des circonstances snivantes :

1° Que le facteur double (zz;) = (zz;) de fentre aussi en fac-
teur (au moins simple) dans 9;

2° Qu'il y ait encore ‘une troisiéme racine de f qui devienne
égale & ;= xj;
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3° Qu’il y ait, en dehors de x; = zj, un autre couple de racines

de f qui deviennent égales entre elles.

11. Tant que les deux formes ¢ et « = (ab)ay b} ne deviennent
pas identiquement nulles i la fois, elles peuvent étre définies par
la relation

(4) Do} = afti it + (ab)ay b,

On voit par la que, dans le cas ot D So, la forme ¢ ne peut
étre identiquement nulle que si ¢ est la jacobienne d’un faisceau

Mo g = R b,
contenant la forme f. De méme, lorsque DS o, la forme
a=(ab)ap by ) .

ne peut étre identiquement nulle que si la forme o est divisible
par f=a'*'.

Dans le cas ot D = o, I’évanouissement identique de I'une des
formes ¢, o entraine ’évanouissement identique de 'autre (*).

12. Par suite de 'identité

N SRR S O7C7) PRI RN .. ) OV
(wa)(way)  (2y) [(m,-)(?’r') ' Coyy (1D 1]’

il se trouve que I'expression

¢
m, n ¢ H
@ 1

LT, (ww,) (@)

1 ¢ ~
b7=

peut étre écrite comme il Suit
(%) Lt N 1 (yz)
D f e N1, (i) (zy) (@)

Pour obtenir la valeur du coefficient de

1 (ym) R
; (xy)(@ax;) '

(') Lorsque D = o, la condition nécessaire et suffisante pour que ¢ puisse étre
mise sous la forme f¢ -+ (f, &), est que ¢ admette comme racine k"' toute ra-
cine (k -+ 1)" de f; mais alorsil y a une AP infinité dc déterminations pour les
formes ¢ et ( f, g),. Cela corrcspond encore au probléme de la décomposition de

[ . .
-= en fractions simples.

S
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dans cette expression, je remarque que, d’aprés la formule de dé-
composition (8) du n® 2, on doit avoir
n m. m m \
m Pxy — ¢rPe _ "Pl;(Prs !
‘?1.21 ,(xz,;) J(r) (xx,)fl, ' o

m,m m,_m (Ou »’>‘)’ 1

(D,‘(P‘l Q',?r, ’
= (@z)p(@) " (@x,)p(@)

Maintenant, si l'on fait £ = x, dans cette relation, on obtient

mn 2m—1 m 1 ]

m Nadl (op)or,
5 El I, (z.2,) =" P(wt)P(z'l) "

ou bien
m “?:; _ m(m ~+1) (0a)o; gt (1), o
P 7 H/(“"M‘/) 2 l]‘
par suite de la formule (7) dun° 1.
On voit par la que le coefficient de
P q
L
r (y=:.) \
L, (.Z‘y)(z‘.z',)’ b
. i ) Vo
ans l'expression , sera
dans 'exp 5 o
(va)o?M gt Y
m(m —+ 1) i L. _—
On aura de la sorte
1 (0a)2 2"!» 2 "l—*l (yxl)
L .
D f (m+ (zy )(@z,)

13. Envisageons maintenant la valeur de 'intégrale

fj%(wdx): %f}(xdx)+ IIS/J%(xdac),

ol nous avons posé, pour abréger,
(xdz) = 21 dxy— 25 dx,.

L’application de la formule (11) du n® 3 & I'expression

2m—2 m 1

%f}(xdx) = m(m+ 1)2[(?@2??{? X (z}('})/f;zz)( )]

(') Cette formule parait n’étre qu’un cas particulier d’'une autre plus generale,
laquelle serait

— D (g 0, = p ¥ T, (o)

LI, (zz,)'(zz,)? (20,

mais dont je a1 eu VPoccasion de verfier Pexactitude que pour les cas de
m=u, 2,3
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donne : . N |
2 2IN—=2 "l—'l (A oot srifes asa

(6) %f}(wdx}:m(m—l—l)EmﬁT——— log (#z>;) + const.

D’une maniére analogue, en appliquant la formule (18) du
n° 5 a I'expression

" Madr)
D ﬂ(z‘dx)—Z[ l'f (xwi)2]7 o i‘l
on obtient Vo -
I [« ed"  (xy) s
' (2 wdr)=— )
5. i (ede) 07 (@) (yes)

H i [N
Dans cette derniére formule, c’est ui joue le role de la
) Y qu )

constante d’intégration. Toutefois il est aisé de mettre I'expres-

sion
am

— Ve (@) cod
n; (zz:)(yz:) o

sous une forme ou les z et les y figurent séparément.

Pour cela, il suffit de remarquer que, par suite de l'identité
symbolique

[

(.Yz')‘?x,: (yz)ox — (22:) Py,

on a
2‘?51" Uz) N eeen ! 2%@3."‘ ! .Y
? (zz:)(yz:) (zz;)DF (yznm}’ Lo
On obtient ainsi la formule remarquable suivante : "
i
1 [ _ N\'eepn
(7) fo2(xdx:)_ (zan)TiT - const.

La valeur de cette intégrale, si I'on fait abstraction de la con-
stante, se présente, comme on voit, sous la forme

1 f !
(m-+1)D f’ P
ou ) oo
2m—1
— g+l — (DxﬁP,;‘ ____.Z__ {
(8) s=sp (m—t—l)DZ )

est une forme du (m -+ 1)**™® ordre laquelle constitue un covariant
simultané des deux formes 9 et f, du premier degré par rapport
aux coefficients de ¢ et de degré 2m —1 par rapport aux
coefficients de f. -
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Le faisceau M f -+ ps = hay ™' + ps7*! admet précisément pour
jacobienne la forme a. Quant a la relation qui doit exister entre
deux points z et y appartenant & une méme forme de ce fais-
ceau, elle est

f(@)s(y) —f(y)s(z)
(zy)

ol
am -
=(m—+1)D ﬂ%—'—i‘?— t’%&%%zo. »ou

14. Dans le cas o la forme s.devient identiquement nulle, il en
est naturellement de méme pour la jacobienne a = (f, 5),. "

Maintenant le cas ou la forme « devient i4dentiquement nulle
a besoin d’étre examiné de plus prés, puisqu’alors il peut se
faire ou bien que la forme s soit identiquement nulle ou bien
quelle soit proportionnelle & f (égale, par exemple, 4 Af, pour
Aso). l

Examinons d’abord le cas ot D = o. Si les racines de f qui de-
viennent égales entre elles dans ce cas sont z; et x;, nous aurons,

pour la forme s, i

f . . Wi

s=(m-+ 1[0l 03" ! (:c.xi)’ L
étant posé ) Wi
mim-+1y

[M]=(—1) ?* M0y Mgl . gy,

"

L’évanouissement de « est accompagné, dans ce cas, par une
des circonstances indiquées au n° 10.

Si la premiére de ces circonstances a lieu, c’est-a-dire si la
forme ¢ devient nulle pour z = #;, on voit que ¢, ¢2"* sera di-
visible par (2x;). La forme s sera alors égale a \f, \ étant un
coefficient qui ne devient nul que si la forme ¢ admet (zz;) pour
facteur double ou bien si, en méme temps que 'on a ¢(z;) =o,
une des deux autres circonstances se présente.

La forme s devient aussi identiquement nulle si la deuxiéme ou
la troisi¢me des circonstances mentionnées a lieu, c'est-a-dire si
la forme f admet une racine triple ou bien deux racines doubles.

Je passe maintenant au cas ou, D étant différent de o, on.
D¢ = ft, par suite de o = 0. On a alors

2MD<PxCP§f"" = ((L‘.’L‘i)t;'.l;‘ 0 il e

et : IR
2 m—1 m-1 . .

s=(menny P z(”““‘)fEff_'z_.

(xx,-)[]l 2m o, .ty
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m—1
Mais comme, d’aprés le n°2, on a —%—: 0, on voit bien que
il

la forme s est, dans ce cas, identiquement nulle.

Il est & remarquer que la forme s est aussi identiquement
nulle toutes les fois que o est divisible par f, et cela quel que
soit D.

1.
Propriétés relatives a la forme s.
13. La forme s, définie dans ce qui précéde par la relation

! (Y
) s:s,’lf"“:(nl—{-l)Dz&?é—ll Cz’%’ ‘\::
devient, comme nous venons de remarquer (n°14), identiquement
nulle toutes les fois que ¢ est divisible par f, quel que soit du
reste D. C’est 1a un fait bien important et dont découlent des
propriétés bien remarquables de cette forme.

Comme la forme s ne contient les coefficients de ¢ qu’au pre-
mier degré, on voit qu'elle ne doit pas étre altérée lorsqu’on
remplace ¢ par ¢+ fh, h désignant une forme quelconque
d’ordre m — 1. Parmi ces formes ¢ + fh se distingue la forme

J . . . .
¢ — 5/t laquelle constitue la jacobienne d’un faisceau contenant

la forme f.

Tout cela fait voir que la forme s est déterminée, & un facteur
constant prés, toutes les f6is qu’on donne la forme f= aZ*! et le
faisceau Aaj*' + wb?*! qui doit contenir s.

Du reste, pour calculer la forme s, en partant de ces données,
on n’a qu'a supposer

¢ = (ab)a by,

dans I'expression précédente (1) de la forme s.
Ainsi, en remarquant que

_ ~ 1 P .
o9l = (ab)aral ' bY, + S (zz:i)(ab)al "t oot '1’ V )

Al ot
3 Al

I m 1 -1 gm—1
= et M,b,57 + 3 (zx,)(ab)ar, ' b7,
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on obtient e Y
m o M1 pm—
:Dbsﬂn+1+’£_;t_‘ff)2m3¥:. !
Si maintenant la forme s devait étre proportionnelle a la forme
b+, le coefficient de f, dans '’expression précédente, devail étre
nul.

Cela montre que les formes s, contenues dans l’expression

m-1
O 0y ¥
s=(m+1)D E_-_.__'._ L i
(m 1) 11, (z‘x,)’
sont toutes liées a-la forme f=a}*' par la relation inva-
riante

(as)af~tsit
(2) DNV S )
13

En d’autres termes, les formes s considérées doivent étre toutes
conjuguées & la forme

m-—1

(xx m—1g2 ay
(3) DE__‘)—IPJf_____ , '
¢

laquelle counstitue bien un covariant de f.
Il est & remarquer que, sil’on désigne par A=A2""* |e covariant

2m—2 -
A= (nl+1)DZ(m—i}i)2l—
t

de f, la forme (3) sera égale & (Aa)™ " 'AT a2 (').

16. Parmi les formes s il en existe toujours une qui soit com-

posée par un facleur de degré m, p = (2;—2—1—), de la forme f et

(') La forme A a la propriété d’étre conjuguee (voir n° 6) par rapport aux
premiéres polaires a a}* de la forme f. Aussi satisfait-elle aux relations
(Aay"A"%2a, =0, (Aa)"+' AP 3 =o.

L’évanounissement identique de cette forme A constitue la condition nécessaire
et suffisante pour que la forme £ admette goit ua facteur“lénéafx"h:tripic, soit deux
facteur.s linéaires doubles distincts. Il est aussi a noter que, si Pon désigne par H
la hessienne ( £, f), de Jf, on doit avoir

< N RN

D=—1(Haym2,
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par un autre facteur linéaire (zz;). Il est a remarquer que ce fac-
teur (zz;) coincide avec la forme p,p7~!, c’est-a-dire qu’il repré-
sente lc point (qui est centre) harmonique de premier degré de x;
par rapport au groupe des m points p = o.

Cette propriété résulte simplement de ce que la forme s

Qz97, | S !
s-(m—!—I)DZ 117 ()’ ' ’
qui correspond & ¢ = p2, est égale a ‘ c
m—1 i

s—(m+ )Dppxpll PERIE A

1

Ainsi donc Uexpression generale des formes s, dans le cas ot
les facteurs (zxx;) de f sont inégauzx, est -
Shpaptt L, o p=—L ol
iPxPr, (zz;) (zz,) nls
17. De la proposition que nous venons d’établir, on peut aisé-
ment conclure que la relation invariante (2), par laquelle les
formes s sont liées a f, peut étre écrite de la maniére suivante :

. oD oD oD
( So da0+31a+...+3m+1

= 0,
0@ p+1

étant supposé que

m—1 it d m—-1 g
f= E ; a;x" zh, s= E ; st

Pour cela, il suffit, évidemment, de prouver qu'il en est ainsi
pour une quelconque des formes

(%) p(zz), ou p= (g‘cil), (23:) = pap™~t.

Dans ce cas on doit, en effet, avoir

25 o _, 9D _ _ D
kdak - 0z, 2 dl‘t:’

c’est-a-dire
> oD (zl.z‘ ) .
S ——=2D J P e P «Uﬂ[
21 k oay, 2, (x,z‘,)
. A oInag
par suite de ce que

D=(\2‘11'2)2(.1'1.?3)2..-((L'm\l'm_p])z. -
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Comme maintenant Co

¥

Z (zxr)) _ _l_pz,pgnfl —o Py
(wwy,)  m O, T 7 ! a
on voit que la relation (4) est bien satisfaite pour chacune des
formes (5) et, par conséquent, pour toutes les formes s considérées.

La propriété que nous venons de démontrer est intimement liée
a ce fait que, dans le cas ol la forme f admet un facteur double
(zz'), la forme A (du n° 13) devient proportionnelle a (zz')2™~2,
tandis que la forme (3), c’est-a-dire la forme (Aa)™~ 1A} a}, de-
vient proportionnelle a (zz')m+1.

On sait en effet que, dans ce cas, les diverses dérivées

oD oD oD
55‘0, %-1, Y 0@ m+1

du discriminant D sont respectivement proportionnelles a

m -1
/ ! ! U
.Z'i’""“, ( . ) z'1mx2’ ceey _z-_.m+1 (l)’ v !

ot
tandis que, d’aprés ce que nous venons de voir, on a, en générai,

oD
s —altry — +... ) = —m(m +1)(Aa)n-1A}"1 al.
0@ m+1 9

Propriétés relatives a la formet. ¢

18. Je passe maintenant a '’examen des propriétés relatives a
la forme ¢ = ¢3!, laquelle a été définie, dans ce qui précéde (§1I),
par la relation

1t or 97, 1 I
) Df_ZEH,llj (zz)) (zz,)

1 ~t PRTR
ou bien par celle-ci : el
1t (wa)zwgmﬂazt—z f(}’xl)
2 = - == L Y 1 . .
@ pym e X

Nous avons déja vu que dans le cas od D<o, la forme ¢ ne
peut étre identiquement nulle que si la forme ¢ estla jacobienne

(*) Vou Siivon, Higher Algebra, 3¢ edition, n° 113.
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d’un faisceau contenant la forme f. Gréce a cette circonstance,
I'étude des propriétés de cette forme ¢ peut avoir son utilité
dans I’étude des formes o = (ab)a” b2, correspondant & des fai-
sceaux contenant la forme f.

19. La comparaison de la formule (2) avec celle-ci :

C_NET )
S L (yz)(z2) .
(voir le n° 3), montre qu’on a TREENTE
1 Q
3 =t =m(m+1) 73
(3) D™ ( )le ’

f iy

étant posé

- Pt “ibr
Q= (paretrtall .

On doit bien remarquer que les m + 1 expressions Q, sont
liées entre elles par la relation linéaire

em—2 m 1
4) Y& _ N(earelFar !

11} TR =

laquelle est une conséquence de la formule (9) dun° 2. é

20. On aurait pu arriver a la formule (3) de la maniére sui-
vante :
De la relation

Do = (f, 1+ /1

qui peut servir a définir les formes a = (f, &)1 et t, pour le cas
ou D2 o (voir n° 11), on déduit la relation importante

) am(am—1)D(¢, /)= m(m—1)f(f, &
- (me ) (2m— 1) 6, S+ (m = D) (m— 2) (f, -

En faisant maintenant # = x, dans cette relation, on obtient

a2m
m —+ I

DQ, ="t (aad'af ta'i

formule qui ne différe point de la formule (3), par suite de ce
qu'on a (voir le n° 1)
(m —+1)?

m—1 _rm—1 2
(aa’)?a.x, ay, '=—1},
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91. Dans le cas ot la forme ¢ est la jacobienne d'un faisceau

3f+ pg contenant la forme f, la forme (¢, f), a la propriété
d’étre divisible par f. La relation

(?=<f)g)l

conduit, en effet, &

(6) (90 = f(f,g)3!

2(2m

conformément a la formule (5) précédente.
On voit par la que, dans le cas considéré, on doit avoir b

(7) Qi = (¢a)el" "ag " =o,

pour toutes les racines z; de /. Dans les cas ou D 2o, on pourrait
aussi déduire ce fait de ce que la forme ¢ doit étre identiquement
nulle lorsque ¢ est la jacobienne d’un faisceau contenant la forme f.

Ainsi donc dans le cas ou DZo (et aussi dans le cas ou la
forme f n’a qu’une seule racine double) les m -+ 1 relations (7)
suffisent bien pour exprimer que la forme fest contenue dans un
faisceau ayant ¢ pour jacobienne. On doit toutefois remarquer que,
dans ce cas, une de ces relations est une conséquence des autres,
et cela d’apres la relation (4) (*).

22. Par suite de la formule (7) du n® 1, la relation (7) précé-

dente peut étre écrite comme il suit : :
]

(8) (:op)q)i”" B l1=0, o0 p= —f—.

(1) Dans le cas ou D == o et ‘
f = (xx, )Y (xzy)ke ... (22,)kn, (k,>o0),

il 0’y a que n des relations (7) qui soicnt différentes entre elles.

On pourrait cependant, plus généralement, se demander, pour ce méme cas,
quelle est la nature des conditions qui découlent de la supposition que la forme.
(@, f), est divisible par f.

La réponse a cette question est la suivante: :

Si z, est une racine simple ou double de f (c’est-a-dire si k; =1 ou 2), la divi-
sibilité de (9, f), par (zz,)* nimplique quune seule condition (laquelle est
9% = o dans le cas ou £, = 2). Mais, si Povdre de multiplicité k; de z; est plus
grand que 2, la divisibilité de (o, f), par (zz,)k n’implique que deuzx conditions,
consistant en ce que z, doit étre unc racine double de ¢. De cette maniére on
voit que si le nombre des racines simples et doubles de f est n’ et que le nombre
des racines restantes' de f est n”, 2n"+ n' sera le nombre de conditions qu'im-
plique la divisibilité de (o, f), par / (étant toujours supposé que D soit nul).
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Cette relation exprime que la valeur de # pour laquelle on a
Pzpr = o doit satisfaire aussi a la relation ¢, 03" = o (). -

Il résulte donc des relations (7) ce fait, que les jacobiennes
¢ = (f, g)1 des faisceaux contenant une forme donnée f= aj*!

sont toutes conjuguées aux m -1 formes

2
m -1

m—1

(9) A= (2@l a} = (zz;)2m= " pa-

Dans le cas ot D2 o ces m + 1 formes sont toutes différentes
entre elles et ne sont liées que par une seule relation linéaire .

=0,

(10) _ 3_: _ Z(xwi)‘“";‘-;a.'.’i“‘a%
13 L3

laquelle est une conséquence de la relation (4): -

On voit par 13 que, dans le cas considéré (D2 o), l’expressio}z

générale des formes A2" qui sont conjuguées aux jacobiennes

¢ =(f, &)1 des faisceaux contenant une forme f==ay,*! (n°T)est

(11) A = Sy (zx)tm—2all  ag.

23. Lorsqu’on a un systéme linéaire & m — 1 paramétres com-
pos¢ de formes d’ordre 2m, le déterminant fonctionnel de ce
systéme (voir n° 6) est une forme d’ordre m (m + 1) qui admet
comme facteur linéaire (& + 1) tout facteur linéaire (m —+ £k )ire
d'une des formes du syst¢tme. Or nous savons que parmi les
formes A2™, lesquelles forment précisément un systéme linéaire
am — 1 paramétres, il y en a m + 1 qui admettent respectivement
comme facteurs (2m —1)?'s les m + 1 facteurs linéaires de f:
les m +1 formes en question sont les formes (g). Cela montre
que le déterminant fonctionnel du systéme des formes A" et,
par conséquent, aussi le déterminant fonctionnel du systéme
conjugué, constitué par les jacobiennes des faiscecaux conte-
nant la forme f, coincide avec la m™® puissance de la forme f.

C’est 13 une proposition qui constitue une généralisation assez
curieuse de ce qui arrive pour le cas bien connu de f = a?.

Dans le cas ou f=a}, les formes biquadratiques o= (f, g),
sont en nombre doublement infini, tandis que les formes A% du

(') Cette propriété aurait pu aussi ¢étre déduite de Uexpression générale des ja-
cobienncs des faisccaux contenant une forme £ = af'*! donnée (voir n° 4).
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systéme conjugué constituent un faisceau ayant f? pour jaco-
bienne. Dans ce cas, il y a ceci de remarquable que les formes A%
coincident avec les jacobiennes « des faisceaux Aa? —+ ub3 pourles-
sl :
quels on a (ab)® =o. De la il résulte que toutes ces formes A}
sont équianharmoniques et conjuguées les unes aux autres.
Dans le cas ot f= a;, les formes A sont en nombre double-
ment infini, et sonl caractérisées par la propriété que leur cova-
riant ¢ = (A, A.); coincide avec la forme f= a;.

94%. La forme A. — La relation linéaire
O R
m - -
. ’ . y i LR}
qui existe entre les m + 1 expressions UaRY

Qi = (pay el "ax™,
fait voir que la forme .

Q= (sa)gzmtayt
i

-

est conjuguée a la forme de degré 3m — 3 suivante

(wxi)am—a
1}

(12) A3 =D vy

b

i
quelle que soit ¢2™

xr \
Cette forme A3™® constitue un covariant entier (de degré
2m — 3) de la forme f, jouissant des propriétés bien remarqua-

bles. Ainsi non seulement elle satisfait a la relation
(13) (Aa)n=1A2m—2q2 = o,

laquelle n’est qu’une autre forme de la relation (10), mais elle est

aussi conjugude aux formes f et H = (f, f),. Il est, en effet, aisé
de voir que 'on a

(14) (Aa)7n+iAi,'ll—4 =0 (1)
et
(15) (AH)2m-2Am~1 — o,

(') A coté des relations (13) et (14) il convient de placer cette autre
(m 412 (Aa)ymAi" 3 q, = AR™2,

ou figure la forme A considérée au n° 15.



144 PREMIERE PARTIE.

1l est & remarquer que cette derniére relation est une consé-
quence des relations (13) et (14).

Dans le cas ot D s 0, 'équation (13) peut aussi étre considérée
comme une conséquence des relations (14) et (15), et cela grace
a la relation (5). Maintenant, si I'on voulait déduire des deux
systtmes de conditions (14) et (15) l'expression de la forme
A3m=3 les valeurs des coefficients de cette forme qu’on aurait
ainsi obtenues contiendraient D en facteur. Cela tient 4 ce que dans
le cas ot D = o les équations (1) et (15) peuvent aussi étre sa-
tisfaites par une simple infinité de formes de degré 3m — 3
(formes qui appartiennent a un faisceau).

Tant que D s o la forme A ne saurait étre identiquement nulle.
Maintenant, lorsque D = o et qu’on suppose (z,z;) = o, la forme A
est égale a ce que devient la forme

D 1 [(.7‘.7‘,)”"'" _ gfpxj)am-a]

(Loxy )2 (2o2y) | q*(xy) q93(z,)

S

= (zz,)(zz,)’

q(x)

lorsqu'on suppose que les x;, x; soient venus a coincider. En
d’autres termes, la forme A est, dans ce cas, proportionnelle a

D(q)’ (zx’)am—qull—2 9z (xl == xj)’

D (g) désignant le discriminant de la forme ¢7~1.

On reconnait par la que la forme A ne peut devenir identique-
ment nulle que lorsque / admet (au moins) deux couples de ra-
cines égales ou bien une racine quadruple. Ainsi donc la condi-
tion nécessaire et suffisante pour que la forme f admette deux
racines doubles distinctes, ou bien une racine quadruple, est
exprimée par l'évanouissement identique de la forme

a A}m=3 =D (w2, )3m=3
I
Dans le cas ou m = 2, la forme A} coincide avec f= a2. Dans
le cas ol m =3, la forme A} constitue le covariant sextique
T=(ad)*(aa")aza )} de f=al.

Paris, aoat 1883.



