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2i4 PREMIÈRE PARTIE.

SUR LE TERME COMPLÉMENTAIRE DE LA FORMULE DE M. TCHEBYCHEF

DONNANT L'EXPRESSION APPROCHÉE D'UNE INTÉGRALE DÉFINIE PAR

D'AUTRES PRISES ENTRE LES MÊMES LIMITES;

PAR M. G. POSSÉ,
Professeur à l'Université de Saint-Pétersbourg.

Dans les Communications de la Société mathématique de
Kharkof (janvier i883), M. Tchebychef adonné une formule
pour exprimer l'intégrale

/* ̂
w 6 dx,

u et v étant des fonctions quelconques de #, continues entre les
limites d'intégration, 6 une fonction de x restant positive entre
les mêmes limites, sous forme de série, dont le terme général est

b
I

Ja

àm désignant le dénominateur de la réduite du rang (m -f- i), ob-
tenue par le développement en fraction continue de l'intégrale

(i) £ ^ZTJ'
Arrêtant la série au terme

ƒ utyn-i§ dx j vtyn
*J a *J a

C *
I V \

et dénotant par R« le terme complémentaire, M. Tchebychef donne
sans démonstration les deux propriétés qui suivent de Rw.

i° La valeur absolue de Rn ne surpasse jamais la quantité

cb

AB,

dx11
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A, B étant les plus grandes valeurs absolues des dérivées d'ordre n

JLîf, __^, entre les limites d'intégration;
dx* dx" ° '

2° Si les dérivées d'ordre n des fonctions u et v ne changent
pas,de signe entre les limites d'intégration, le signe de Rw est
celui du produit

dnu dnv
"döc""' da*'

Dans le cas particulier de /2 = i, 9 = i, la seconde propriété
se réduit au théorème de M. Tchebychef, démontré par M. Ror-
kine dans les Comptes rendus des séances de VAcadémie des
Sciences, t. XGVI, n° 5; l'expression exacte du terme complé-
mentaire pour ce même cas particulier a été donnée par M. An-
dréief dansles Communications de la Société mathématique de
Kharkof (mars i883), et se déduit aussi simplement de l'identité
donnée par M. Rorkine {loc. cit.).

Dans la Note suivante, nous donnerons la valeur exacte du
terme complémentaire Rw pour le cas le plus général, et la démon-
stration des propriétés mentionnées plus haut.

Pour abréger l'écriture, nous désignerons toujours par fx, vx,
A#, . . . les diverses fonctions de x, que nous aurons à considé-
rer, en omettant les parenthèses; en outre, comme toutes les inté-
grales dans les formules suivantes seront prises entre les mêmes
limites a et 6, nous omettrons la désignation de ces limites en
écrivant

j fx dx au lieu de r
j fx dx.

Soient x{, x2, . . . , xn+i des quantités indépendantes quelcon-
ques, comprises entre les limites a et b etfx, (px deux fonctions
continues entre les mêmes limites. Introduisons les notations sui-
vantes :
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^i x, A2#, • • • ? ty/i-iX étant les fonctions entières, définies comme
il a été dit plus haut.

A,J_J(Ç) est le déterminant obtenu de à,l_i(/)9 si l'on y rem-
place la fonction ƒ# par cp#,

(3) ^«-2 #2

(4)

étant une fonction restant positive entre les limites a et b\

(5)

(«-+-1)ƒ («-+-1)

désignant l'intégrale multiple d'ordre (/?-+-1),

toutes les intégrations étant effectuées entre les limites a et bf

(6) !„__!= ƒ" A;_t

Nous allons déduire une formule de réduction de l'intégrale
l,i-\ {fi 'f), formule qui nous conduira immédiatement à la formule
de M. Tchebychef avec le terme complémentaire. Pour cela, dé-
composons les déterminants k,,__{ (ƒ), An_{ (<p) d'après les éléments
de la première ligne; nous aurons

^n-l(f) = tyn-l&l Ai -4- tyn-iXn A , + . . .-f- ty^Xn+x A ^ ,

A;, B/ étant les déterminants mineurs, indépendants de ^;.
Effectuant le produit de

on aura

(7) ^ A„_!(<p) = ^ ^J_1 ̂  A, B, -f-
(i) (i, k)

La première somme contient (n + i) termes, dont chacun s'ob-
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tient du premier par un échange des lettres X\, #2, ..., xn\ la se-
conde s'étend sur toutes les combinaisons des valeurs 1, 2, . . . ,
(ft-f-i)de i et k, inégales entre elles, et contient évidemment
11(11 -f-1) termes dont chacun s'obtient du premier par un échange
des lettres X\, x2j . . . , xn.

n + l

Multipliant les deux membres de l'égalité (7) par Tj9#/tf#/ et
1

intégrant (/i + i) fois entre les limites a et b, nous aurons, d'après
ce qui a été dit, la formule qui suit :

(8)

/

(

Nous allons maintenant transformer le second membre de la
formule (8). En mettant pour Aj, B{, B2 leurs valeurs, savoir :

Ai =

B , =

B 2 =

on voit immédiatement que le premier terme du second membre
de la formule (8) se réduit à

(n -t-1) J<g-ix^xdx j *„_,(ƒ) A„_

conformément aux notations (2) et (5).
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Pour réduire le second terme du second membre de (8), rap-
pelons d'abord que, d'après la propriété fondamentale des fonc-
tions <bmx: on a

(9) • / tymx o)x 6# dx =^o,

iùx désignant une fonction entière quelconque de degré égal ou
inférieur km — i. Cela posé, remarquant que A, est indépendant
de xx et B2 de x2, écrivons le second terme de la formule (8) de
la manière suivante :

ƒ (/! — 1) / /» * /»

I ! ^n^1xB2^Xi dxL I tyn-

Or,

B 2 =-(—

px et dx étant des fonctions entières de x de degré (n — 2),
on voit, en vertu de l'équation (9), que la quantité (10) se ré-
duit à

/ fxtyn-ix§xdx. j yx<\in-ixüx dx. j

-2. / fxtyn-iXÜX dx. I yxtyn-

Par conséquent, la formule (8) nous donne

( In-iif, cp) =(/H-l) f^l^X^xdx.ln-^f, <p)
( l I ) '.

r —/i(n + i)I»-2 Ifxtyn-xbxdx. Ivxtyn-i

En faisant ici une hypothèse particulière sur les fonctions ƒ#,
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savoir

"on aura, remarquant que dans ce cas I/z_1 (ƒ, (f) se reduit à zéro,
et I«_o(/, <p) à I«_^ la formule

en vertu de laquelle la formule (11) se réduit à la forme

!„_,(ƒ, cp) !„_,(ƒ, y) _

Posant successivement rc = 2, 3, . . . , n, ajoutant les résultats et
remarquant que

l / /> \ II (f&2 Y ^ 1 ) ( 9 "̂ 2 (QXi^bXi §X% dXi dX2

2l° iltxdx
•f'

ƒ
(fxiïxdx I yxiïxdx

fxyxbxdx—- -r-̂ - y

on obtient

r
f fxvxbxdx

n~n i fx^n-XX^X dx I yxtyn-i

= 2^— J

convenant de poser ^oa? = 1.
C'est précisément la formule de M. Tchebychef avec le terme

complémen taire

" R - J ^ ( / ^ ?) ,
7

Avant d'aller plus loin, nous allons simplifier l'expression de
Rn. Considérant les déterminants A,*,, (ƒ), A^_, (cp), et remarquant
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que la fonction entière tyn~\ oc peut se mettre sous la forme

^n-ZX -r- . . . -h a«-2>

Gn_i, aOj aK . . . a,j_2 étant des constantes. Nous pouvons remplacer
les premières lignes de ces déterminants par

en vertu des propriétés connues des déterminants; en général, la
ligne

pourra être remplacée par

Gm étant le coefficient de arw dans tymx. En faisant la même ré-
duction des éléments dans le déterminant ^„_t et divisant les
deux membres de la fraction ( i4) par (C,,_|. C,t_2 •.. Ci)1 ,
on aura

ou

D„_, (/) D„_, ( <p ) J J

J
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Passant à la démonstration des propriétés de Rw, nous allons
d'abord établir 5 l'égard des déterminants de la forme ï}n_i(f) la
proposition très simple qui suit :

Si X\, x2,..., xn+l désignent des quantités indépendantes et fx
une fonction quelconque, continue pour toutes les valeurs de x,
comprises entre la plus petite et la plus grande des quantités
XK, on aura

V i O ) =

f Xt

. -2 . . . n

ou

f^x étant la dérivée n[l'mc defx, et Ç un nombre moyen entre 5a
plus grande et la plus petite des quantités

Cette proposition est évidente pour n = i, car

i i
= A * —Ai = (̂ 2 —

Donc, pour nous assurer de l'exactitude de la proposition
énoncée, il suffit de prouver que, étant supposée vraie pour une
certaine valeur de n, elle le sera aussi pour la valeur de n immé-
diatement supérieure.^Suivant cette voie, transformons Dn_i(fy
comme il suit :

At As
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x2—x% xz x\ ... xn+l xx

X 2 — X i JJ 3 >*i . . .

fx2 —fxi fxz —fxi

I

X%-\- Xi . . .

Xn~2 -4- Xi Xn~~% H- . . . X1l~%

fx2 —fxj

i

xn+i -f- Xi

-f- 57j "̂

ou, retranchant des éléments de chaque ligne les éléments corres-
pondants des lignes précédentes, multipliés par les mêmes fac-
teurs, et désignant par Yx la fonction

X X\

nous aurons
l I

X2 Xz

. . . I

«--2 ~.n-2 ~n-2
•̂ 2 ^3 • • • J'n+l

Fx2 Fx3 . . . Fxn+t

Supposant la proposition énoncée vraie pour le déterminant
d'ordre n qui figure dans la formule précédente, on aura

(17) D«-i(/) =

-/) étant un nombre moyen entre les quantités x^ x3, . . . ,
D'ailleurs,

Fx = (fx —fxi )(x — Xi )-i.
Donc, appliquant la formule de Leibnitz, on aura
F («-i »a? = (a? — Xi )-if(n-i ) x

-K—I)»-*I .2 . . . (71 - l)(a? - Xi)-"{fx —

= T ,O . , („.^i"fx-(œi-œ)fx--..

I . 2 . . . 71

étant un nombre moyen entre .r, et .r.
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Par conséquent, désignant par \ un nombre intermédiaire entre

et xK, on aura

1 .2 . . . (Al I) 1 . 2 . . . Al

et la formule (17) donnera

1 . 2 . . . Ai'

ce qui démontre la formule (16).
Cette formule nous permet de mettre l'expression de R„, donnée

par la formule (i5), sous la forme

/

(w -

(18)

n

£, ^ étant des nombres variables, restant entre les limites d'inté-
gration. La seconde des deux propriétés de Rw, mentionnées au
commencement de la note, est évidente d'après la forme même
sous laquelle se présente Rn dans la formule (18).

Pour avoir la première, remarquons que, d'après la formule (18),
on voit que la valeur absolue de R'̂  ne surpasse jamais la quan-
tité

n-4-1

(19) Q2 AB = ! -AB.

A, B étant les plus grandes valeurs absolues def(n)x, <pfw) x entre
les limites d'intégration. D'un autre côté, si l'on pose dans la
formule ( i3) fx = yx = ^nx, tous les termes du second membre,
à l'exception de R„, se réduisent à zéro-, d'après la propriété fon-
damentale des fonctions i/mx, R^ se réduit à
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à cause de

et la formule (i3) donnera

= Q«(i .a ... n. Gny ;

par conséquent, la quantité (19) prend la forme

f

ce qui démontre la première propriété de R/,.


