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214 PREMIERE PARTIE.

SUR LE TERME COMPLEMENTAIRE DE LA FORMULE DE M, TCHEBYCHEF
DONNANT L’EXPRESSION APPROCHEE D'UNE INTEGRALE DEFINIE PAR
D’AUTRES PRISES ENTRE LES MEMES LIMITES;

Piar M. C. POSSE,
Professeur a 'Université de Saint-Pétersbhourg.

Dans les Communications de la Société mathématique de
Kharkof (janvier 1883), M. Tchebychef a donné une formule

pour exprimer l'intégrale
b

f uvb dz,
a

u et ¢ étant des fonctions quelconques de x, continues entre les
limites d’intégration, § une fonction de x restant positive entre
les mémes limites, sous forme de série, dont le terme général est

b b
f uq;,,,()da:f 0Um da
@ - a
f 42,0 do

¥ désignant le dénominateur de la réduite du rang (m + 1), ob-
tenue par le développement en fraction continue de I'intégrale

b
(1) [ R

Arrétant la série au terme

b

et dénotant par R, le terme complémentaire, M. Tchebychef donne
sans démonstration les del.Jx propriétés qui suivent de R,,.
1° La valeur absolue de R, ne surpasse jamais la quantité

b
f 020 d
S AR,
(@)

)
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A, B étant les plus grandes valeurs absolues des dérivées d’ordre n
dru dny
dzn’ dzn

2° Si les dérivées d’ordre n des fonctions w et ¢ ne changent
pas.de signe entre les limites d’intégration, le signe de R, est
celui du produit

» entre les limites d’intégration;

dru dry
dzn dzn’

Dans le cas particulier de n =1, § =1, la seconde propriété
se réduit au théoréme de M. Tchebychef, démontré par M. Kor-
kine dans les Comptes rendus des séances de U’Académie des
Sciences, t. XCGVI, n° 5; I'expression exacte du terme complé-
mentaire pour ce méme cas particulier a été donnée par M. An-
dréief dansles Communications de la Société mathématique de
Kharkof (mars 1883), et se déduit aussi simplement de I'identité
donnée par M. Korkine (loc. cit.).

Dans la Note suivante, nous donnerons la valcur exacte du
terme complémentaire R, pour le cas le plus général, et la démon-
stration des propriétés mentionnées plus haut.

Pour abréger I’écriture, nous désignerons toujours par fx, oz,
dz, ... les diverses fonctions de z, que nous aurons a considé-
rer, en omettant les parenthéses; en outre, comme toutes les inté-
grales dans les formules suivantes seront prises entre les mémes
limites @ et b, nous omettrons la désignation de ces limites en

écrivant
b
ffx dx au lieu de f fx dx.
a

Soient z, s, ..., Zpyy des quantités indépendantes quelcon-
ques, comprises entre les limites a et b et fx, o deux fonctions
continues entre les mémes limites. Introduisons les notations sui-
vantes :

Yoy Yna@s oo bpgXpn
Yn—ay ‘¥n—2-’l'2 ce q)n-2xn+i
A I IETETPRE S e e ..
(2) ",i(f) Y12y b9 ver Yizpn |
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Uiz, Yo, ..., 4,z étant les fonctions entiéres, définies comme
il a été dit plus haut.

A (%) est le déterminant obtenu de A,_y(f), si I'on y rem-
place la fonction fz par ¢z,

\'Hn—l Zy %—1 Za . e qJIL—i Zn
(3) Apey = ‘«1’/;—2‘1'1 ‘Pn—az‘z .. d{n—ﬂxn
I I oo I
n
(%) I I Oz, dr; =0x,0x2,, ..., b2,dzydz,, ..., do,,

1

8z étant une fonction restant positive entre les limites a et b;

vu+1

(n+1)
(5) In—i(f; ‘?)= / An1(f) An—i(‘?)nexi dx;,
1

(n+1)
le signe f désignant l'intégrale multiple d’ordre (n + 1),

toutes les intégrations étant effectuées entre les limites « et b,

(n) "
(6) Loy = f s [ o de
1

Nous allons déduire une formule de réduction de l'intégrale
L._i(f, @), formule qui nous conduira immédiatement a la formule
de M. Tchebychef avec le terme complémentaire. Pour cela, dé-

, . P} N 1z
composons les déterminants A,_,(f), An_s(9) d’aprés les éléments
de la premiére ligne; nous aurons

Ap g (f)=tbnaxs Ay + Vg2 Ag+. o o+ bn1 Tyt Apa,
Ap1(9) =bn 2t By + $oo12: By —. o .4+ byt Znr By

A;, B; étant les déterminants mineurs, indépendants de z;.
Effectuant le produit de

Bt (f) An— (‘?)7

on aura

(7) Ap—1(f) Ap—a(9) = 2 i wAB; + 2 Yn—12; Yno1 25 A; By }

(i) (1, k)

La premiérc somme contient (n 1) termes, dont chacun s'ob-
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tient du premier par un échange des lettres x, Zs, ..., Zn; la se-
conde s'étend sur toutes les combinaisons des valeurs 1, 2, ...,
(n4-1)de ¢ et k, inégales entre elles, et contient évidemment
n(n + 1) termes dont chacun s’obtient du premier par un échange

des letires z,, Zay .., Zp.
n+1

Multipliant les deux membres de I'égalité (7) par ]] bz;dx; et
1

intégrant (n + 1) fois entre les limites @ et b, nous aurons, d’aprés
ce qui a été dit, la formule qui suit :
n+-1
(n+1)
Lath 9=+ [ 4w [ b0 da
(8) « ' !

n+1
(n+1)
+n(n+1)f ¢n_1x,qa,,~1x2A,B2H6xi dz;.
1

Nous allons maintenant transformer le second membre de la
formule (8). En mettant pour A,, B,, B, leurs valeurs, savoir :

‘Pu—z-@z %—z Z3 e l;/n—z Zn+1

Yns3xs Ynsrs ... YpgZpy

A1: ............ D Y

f.’l,‘z f.Z‘s eee f«l‘u+1

%4-% q»st ‘lln—z-z‘n+1

%4% ‘«Pn—s Ty RN ¢,._3wn+1
Biy= | ...... ...... e e ,
1 1 I
Q&> oxy s OLp+1
‘l’n——a 2y ‘l/n—z Zs3 e qln—z-’l‘u+1
q/n—awl \'411—3@'3 cae l!/u—:'.wn+1
By=— | evrer  enn.. U X
1 1 “oe I
) Q@1 © Ty . @ Tnt1

on voit immédiatement que le premier terme du second membre
de la formule (8) se réduit a

() "
(n0) [ 100 de [ sus(f) dns(e) [ 0o
1

:(n—*—l)‘/q’;‘i-l‘”exdxl"—‘l(f’ %)

conformément aux notations (2) et (5).
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Pour réduire le second terme du second membre de (8), rap-
pelons d’abord que, d’aprés la propriété fondamentale des fonc-
tions ¢z, on a ‘

(9) S¥nwwziads =0,

wx désignant une fonction entiére quelconque de degré égal ou
inférieur & m — 1. Cela posé, remarquant que A, est indépendant
de z, et By de x,, écrivons le second terme de la formule (8) de
la maniére suivante :

n+1

(n—1) .
n(n—i—I)f (/‘q/n_lege.z', dxlft}a,,_ingiOxgdxz)Hﬁwidxi.
3

Or,

Yooy Ynoxy, . . Yno®pn
A= (—1)p+ifa,| Yrs%s bnsZy oo Yns@aer | o,
.. 1 ..... : .. . . I ..
bnooxs Ynsxe ... YnoZpny
By = — (_ I)"‘*“(P.Z'i l;‘n—axa qhz—axb .o q’n—:s Z n+1 + oy.
. I ..... l I

pz et cx étant des fonctions entiéres de z de degré (n—2),
on voit, en vertu de I'équation (9), que la quantité (10) se ré-
duit a

n—1

,  p-y
n(n+1)ffx¢u~,xOxdx.f?xqa,l_ixﬂxdx.f A% g, Hexidx,-
1
= n(n—I—I)I,,_z.ffz'q/,,_ixQxdx.‘/qxxp,,_lxexdx.
Par conséquent, la formule (8) nous donne
‘ Tns(f, ©) =(n—|—1)fqu,2,_1x0xdx.l,,_2(f, %) :

(i) «

-—n(n-&—l)lu_gffxq;n_, Ox dx.quq;n_,zﬁx dr.

En faisant ici une hypothése particuliére sur les fonctions fz,
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@z, savoir
f'z' =Qxr = q’n-ixy

"on aura, remarquant que dans ce cas I,_,(f, ¢) se réduit a zéro,

et I,_o(fs ¢) al,_4, la formule

In—1 = n]n—2fq>‘,2;_1z‘0$ d.’l:‘,

en vertu de laquelle la formule (11) se réduit & la forme

Leslh 9) _ luath ) — J 242098 [ gt intods
= » ’
(n+1)I— nl, t/q,,?z_igzr(ixdx

(12)

Posant successivement n = 2, 3, ..., n, ajoutant les résultats et
remarquant que

2k 2f0xdx

ffxezdx [cpx():vdx

=ffxcpx0xdz-_ ,
fﬂxdz
on obtient
ffzgszez'dx
(13) <« :nil/fw¢n_1xGz'dz'fcpxtpn_l.z'ﬂxdx . Les(f, @) ’
n=t f‘%zz—l-%@xdx (n+1)L

convenant de poser Yy =1.
C’est précisément la formule de M. Tchebychef avec le terme
complémentaire

(I’) Rn"" In~i(.f1 ‘?) .

+ T (n+-DT

Avant d’aller plus loin, nous allons simplifier Pexpression de
R... Considérant les déterminantsA,_,(f), 4, _;(%), et remarquant
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que la fonction entiére ¢, , z peut se mettre sous la forme
Yn1x = Cpgzn—1 + agYpn—2x + aAYn3% = ...+ Qpg,

Cp_1y @y @y ... a,_o étant des constantes. Nous pouvons remplacer
les premiéres lignes de ces déterminants par

Cn—l @’1‘—1 Cn—i .Z'g_1 “ee Cn,—l .Z‘::}
en vertu des propriétés connues des déterminants; en général, la
ligne

q‘mz'i l<!’/n‘17.2 e q’/nxn-u

pourra étre remplacée par

m mn m
Cunzl® Cpzxy ... Cuanig,

Cy étant le coefficient de 2™ dans ¢, 2. En faisant la méme ré-
duction des éléments dans le déterminant A,_, et divisant les
deux membres de la fraction (14) par (C,_y. Cya... C))Y,
on aura

n+1

(n+1)
f "’ Dn—i(f) Dn—l(‘f’) 1—[ ex‘id"l'z
1

(15) Rn = n
(n)
(n—i—[)f Dy I I 0r; dz;
1
ou
1 1 coe I
x4 2] eee Tpyq
2 2 2
x A ee TR
Dn—l(f)= ! ’
n—1 n—1 n—-1
Zy 2 Z 4o
Sy Jz2 . S ®n+t
I 1 I
) Zq cea Ip
D, = 2 2 ) ,
n—1 xy T T )
n—1 n—1 n-—-1
z'y zy e Xy

= (l‘z—-*d?‘l). . .(.Z‘,L——.Z‘j)(-l'a "—Z'g)'. . .(.T,l—ﬂn_;).
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Passant & la démonstration des propriétés de R,, nous allons
d’abord établir a I'égard des déterminants de la forme D,_,(f) la
proposition trés simple qui suit ;

Si zy,2a,..., Zny, désignent des quantités indépendantes et fz
une fonction quelconque, continue pour toutes les valeurs de x,
comprises entre la plus petite et la plus grande des quantités
Zyy Xay ..y Tpyry ON AUTA

I I R |
Zq T T n+q
2 2 2
(IG) Dn—l(f)= 1 2 n+1 ‘
A L )
f-’l’l f»Tz ,f-z'n+1
_ (e — ). (@ — @) (23 — X3). - (Znrr — 1) f(E)
- 1.9...10 .
ou ¢
\ Do/ ()
D, — NS
n=1(f) 1.2...0

S ™z étant la dérivée ni™ de fx, et § un nombre moyen entre ia
plus grande et la plus petite des quantités

T1y L3y e oy Tn+1-

Cette proposition est évidente pour n =1, car

.

i = fo;—f2, = (22 — 1) f1E.

1 1

D= o,

Donc, pour nous assurer de l'exactitude de la proposition
énoncée, il suffit de prouver que, étant supposée vraie pour une
certaine valeur de n, elle le sera aussi pour la valeur de 7 immé-
diatement supérieure.’Suivant cette voie, transformons D._i(f)
comme il suit :

t 1 o I
zy Ty Zp4q
x? .Z'2 1'2
D/z——l (f) —_ 1 2 n+1
n—1 n-1 n—1
Zy Ty Lty
Jro fay S Tnr
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Xy — X4 . Xy — Iy vee XTpyr—
2 % 2 2 2 2
&Zy — Ty Xy — Xy cee Ty — Ty
n—1 -1 n—1 -1 n-1 -1
ry ' — ] xy ' —af cer Xy — @

Jwe — fory Sws— fary cer Sfapy1—foy

= (.’L‘z-—-xi)((t3—$l. ..(Tn-{-( —1’1)

I e I
Xy + 2 Zn+1 -+ T
x ’
n—-2 n—3 n—2 -2 n-3 n—2
zy P xyxy 4.2y e ZpGi FXTTpLy .+ T
for—fay Snes —fy
Ly — T4 Zp+1— &1

ou, retranchant des éléments de chaque ligne les éléments corres-
pondants des lignes précédentes, multipliés par les mémes fac-
teurs, et désignant par Fx la fonction

Sz —fry .
X — X
nous aurons
1 1 cee 1
Ze T3 e Tpyq
Dn_,,(_f)=(x2--z‘1)...(x,,+,——x’,) cee coe e e .

zyr 27 L. anid
F.’L‘2 Fl‘g oo FZ'",+1

Supposant la proposition énoncée vraie pour le déterminant
d’ordre n qui figure dans la formule précédente, on aura '
_ (xe—x1). . (Xpr1—xy) (23— s). . -(T::+¢—T11)F(”“’;7)
(17) Dt (f) = 1.2...(n—1) ’
7, étant un nombre moyen entre les quantités xa, 23, ..., Zpyy.
D'’ailleurs,

Fo=(fr—fz)(x— @)1
Donc, appliquant la formule de Leibnitz, on aura

Fn-1) g = (2 — &)1 fn-D g
—(n—1)(@—z))2f 2
+(n—1)(n—2)(x—x )3 fln3)p ..
+ (=1t (n—1)(x —z)"(fr —fz,) ,
—1.9.. (n_l)f.z', —fr — (22— )y —. .. — (21— )i fr—izg
() — )" )

1.2...(n—1)fn)¢

I1.2...1

¢ étant un nombre moven entre x, et x.
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Par conséquent, désignant par § un nombre intermédiaire entre
7 et x,, on aura

F(n=1) (q) f(n)g
1.2...(n—1) 1.2...n’
et la formule (17) donnera

Dys (f) = (g —21) oo (g —xy) (25 —22) - . -(-’l‘nH“‘xi)f(")E,

1.2...7n
_ Dyftn
T Ya2...n’

ce qui démontre la formule (16).

Cette formule nous permet de mettre 'expression de R,, donnée
par la formule (i5), sous la forme

n+1

(n+1)
y[ D} fmg gt T 0 da:
1

(’l) n
(r.2...n)2(n+l)‘/ D,%_lnﬁx,- dzx,
1

(18) R, =

&, £, étant des nombres variables, restant entre les limites d’inté-
gration. La seconde des deux propriétés de R,, mentionnées au
commencement de la note, est évidente d’aprés la forme méme
sous laquelle se présente R, dans la formule (18).

Pour avoir la premiére, remarquons que, d’apreés la formule (18),

on voit que la valeur absolue de R}, ne surpasse jamais la quan-
tuté

n+1
(n+1)
f D:Ilﬁzidz;
! - AB.
(n)
(1.2...n)2(n+1) D}, H(‘)x,—dz‘;
1

(19)  QAB=

A, B étant les plus grandes valeurs absolues de f(® &, ¢/m x entre
les limites d’intégration. D’un autre coté, si I'on pose dans la
formule (13) fo = 92 = {,, z, tous les termes dusecond membre,
a l'exception de R, se réduisent a zéro; d’aprés la propriété fon-
damentale des fonctions ¢, z, R, se réduit a

Q2(r.2...n2C,)?
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A cause de
Sz =0y =drz=1.2...nCp,

et la formule (13) donnera
fd,/,ﬂ, 20z dr = Q2(1.2...n.C,)2;

par conséquent, la quantité (19) prend la forme

[\{/,2,.7:0.2: dr fq,” x(‘).z‘dz
: AB =

\ dz-n

ce qui démontre la premiére propriété de R,.




