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SUR LA DEFINITION GEOMETRIQUE DES POINTS IMAGINAIRES;
Pir M. Cyramissos STEPHANOS. >

On sait que les éléments imaginaires ont été introduits en Géo-
métrie, par Poncelet et Chasles, pour les mémes raisons que I'in-
troduction des quantités imaginaires s’est imposée a I’analyse. Ces
illustres géomeLtres se sont contentés toutefois d’examiner celles des
propriétés de deux éléments imaginaires conjugués qui se rap-
portent d’'une maniére symétrique a ces deux éléments. De cette
maniére la question de la séparation de deux éléments imagi-
naires conjugués, question qui consiste a caraclériser ces deux
éléments par des propriétés réelles distinctes, restait intacte jus-
qu’'a ce que von Staudt en edt fait connaitre la solution dans
ses Beitrige sur Geometrie der Lage (').

Depuis, plusieurs travaux remarquables ont été consacrés a la
théorie de Staudt (2). Il est pourtant fort & regretter que cette
théorie ne soit pas encore suffisamment connue.

Il semble que, pour présenter cette théorie d’'une maniére appro-
priée aux habitudes les plus communes parmi ceux qui s’intéressent
a la Géométrie, on ne saurait mieux faire que de I'établir en s’ai-
dant de considérations analytiques. C'est ce que nous avons thché
de faire dans ce qui suit pour donner la définition géométrique des
points 1maginaires.

Je partirai de la définition analytique d’un point imaginaire,

(') Nurnberg, 1856, 1837, 1860 (en trois livraisons).
(*) Notamment celui de M. Liiroth : Das Imagindre in der Geometrie und das
Rechnen mit Wiirfen (Math. Annalen, t. VIII, p. 145-214).
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comme un point fictif dont les coordonnées sont imaginaires. Je
supposerai, naturellement, que les formules relatives au change-
ment des coordonnées, valables pour les points réels, le sont aussi
pour les points imaginaires. Cela étant, je chercherai les proprié-
tés réelles qui se rattachent a un point imaginaire et qui peuvent
servir a le caractériser complétement.

Mais, avant d’aborder cette question méme, je vais passer en
revue certains faits qui rendront notre tiche plus aisée.

I.

1. Une droite doit étre considérée, indépendamment de toute
notion métrique, comme une ligne fermée pouvant étre parcourue
en entier par un point suivant deux sens différents.

On peut aller d’un point d’une droite a4 un autre point en sui-
vant deux chemins continus différents, en se mouvant dans un
sens ou dans I'autre, et décrivant ainsi 'une ou l'autre des deux
portions de la droite aboutissant a ces deux points. Ainsi I'on ne
peut définir un sens sur une droite qu’en donnant trois points A,
B, C, qui indiquent trois positions successives d’'un point qui se
mouvrait toujours dans le méme sens et parcourrait celle des
deux portions de la droite aboutissant aux points A et C dans la-
quelle se trouve le point B.

2. Dans tout systéme réel de coordonnées établies sur une droite
et servant 3 attribuer d'une maniére uniforme les diverses valeurs
d’un paramétre A aux divers points de cette droite, il y a a distin-
guer trois points réels P,, Py, P_ correspondant respectivement
aux valeurs o0, 1,00 du paramétre A, points qui jouent un rdle
principal.

Le paramétre A correspondant ainsi & un point réel P de
cette- droite est, comme on sait, égal au rapport anharmonique
(P_PoP,P). Ce paramétre est positif ou négatif suivani que le
sens PyPP_ coincide avec le sens P,P,P_ ou bien avec le sens
P_P,P,.

On voit ainsi qu’étant donné un systéme de coordonnées sur
une droite, ayant pour points principaux Py, P,, P_, on peut appe-
ler sens positif de la droite le sens Py P, P_ et sens négatif le sens
contraire P_ P, P,. En d’autres termes, on peut désigner par - et —
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les deux sens PyP,P_ et P_P,P, respectivement. Réciproque-
ment on peut attacher aux deux signes + et — les deux direc-
tions PoP,P_ et P_P, P, respectivement. Ce dernier principe est
d’'une grande importance pour l'interprétation géométrique des
tmaginaires, comme nous le verrons bientot.

3. Etant données sur une méme droite deux séries homogra-
phiques de points, on sait que, lorsqu’un point de la premiére se
meut dans un sens déterminé s,, le point correspondant de la se-
conde se meut aussi dans un sens déterminé s,, qui peut coincider
avec le sens + s, ou bien avec le sens — s,. Pourtant, dans le cas
ou la correspondance homographique entre les deux séries est sin-
guliére, il n’en est plus ainsi. Dans ce cas, intermédiaire entre les
deux précédents, a un point arbitraire de la premiére série corres-
pond un point fixe de la seconde, tandis qu’a un certain point
de la premiére correspond un point arbitraire de la seconde. De
cette maniére il n’y a plus moyen de lier entre eux par I’homogra-
phie considérée deux sens s, et s, attachés respectivement aux deux
séries.

La relation qui existe entre les coordonnées p et ¢ de deux”

peints correspondants dans deux séries homographiques est de la
forme
_ k‘P -+ lg .
7= kzP -+ lz

Pour que celte correspondance homographique soit singuliére il
faut que le déterminant

A= kyly—kyly

de la substitution précédente soit nul.

On voit par la que, dans le cas ou la correspondance homogra-
phique n’est point singuliére, les deux sens s, ct s, attachés par
I’homographie sur les deux séries correspondantes doivent étre
identiques ou opposés suivant le signe de A. 1l est du reste aisé de
voir, en ayant égard au cas ou la substitution précédente se réduit
a ¢ = p, que c’est le premier ou le second cas qui a lieu suivant
que A est positif ou négatif.

Ainsi donc :

Si lon a sur une droite une homographie réelle entre deux
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points p et q, définie par la relation :

. /qp—%-_é
- /fgp+12,

les deux sens s, et s, de cette droite qui se correspondent, par
cette homographie, seront identiques ou opposés suivant que le
déterminant

A=kl —kly,
est positif ou négatif. .

4. Lorsqu’on a sur une droite deux systémes différents de coor-
données, il convient de savoir comparer entre eux les sens positifs
attachés a ces deux systémes. La proposition précédente permet
de trancher cette question lorsqu’on connait la substitution

_k1p.+li ’
Q) l*kﬂwrzg’

par laquelle on passe du premier systéme de coordonnées (%) au
second ().
Soient Py, P,, P_ les points principaux du premier systéme de

coordonnées; Q,, Qy, Q_ ceux du second.
11 est aisé de voir que :

Le sens positif PoP,P_, attaché au premier systéme de coor-
données, coincide avec le sens positif Q,Q,Q_, ou bien avec le
sens négatif Q_Q,Qq, attaché au second systéme de coordon-
nées, suivant que le déterminant

A= kllg—kgl‘

de la substitution (1) par laquelle on passe de ’un a Uautre de
ces deux systémes, est positif ou négatif.

Considérons en effet la correspondance homographique qui
existe entre deux points P et Q liés entre eux par I'égalité des rap-
ports anharmoniques .

(Q.QQ1Q) = (P_PoPyP).

On voit que dans cette homographie aux points Py, P, P_ corres-
pondent respectivement les points Q,, Q,, Q_. Si maintenanl p
ct ¢ sont les paramétres w de deux points correspondants P et Q,
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on aura ’

P =(Q»Q0le)9
q=(Q,QQ1Q)=(P_PyP,P).

De la on voit que ¢ est égal au paramétre A du point P dont le pa-
ramétre . est égal a p. La correspondance entre P et Q sera donc
définie dans le second systéme de coordonnées (), par la relation
_kp+l
Y A

Maintenant on peut remarquer que, d’aprés le numéro précé-
dent, le sens P, P, P_ attaché a la premiére série est identique ou
opposé au sens Q,Q, Q_ attaché a la seconde, suivant que le dé-

terminant
A=kily — k)

est positif ou négatif. Clest bien cela qu’il nous fallait démon-
trer (').

IL.

5. Deux points imaginaires conjugués sont toujours situés sur
une droite réelle sur laquelle ils définissent une involution qua-
dratique ayant ces deux points pour points doubles. Cette involu-
tion suffit évidemment pour déterminer le couple des points ima-
ginaires conjugués dont il est ainsi le représentant géométrique
réel.

Si

Ay + 241 + Ay = 0
est 'équation qui fournit les paramétres = des deux points imagi-
naires conjugués (pris par rapport a un systéme de coordonnées
réelles établi sur la droite réelle qui porte ces points), la corres-
pondance involutive dont il s’agit sera

Aoxy + a4 + Ay -+ ay = 0.

(') Aux propositions précédentes (n° 3 et 4) se trouve intimement lié ce fait
connu : qu'étant donnés trois points A, B, C d’une droite, correspondani aux va-
leurs a, b, ¢ du paramétre A, le sens ABC est identique ou opposé au sens P P, Py
suivant que la quantité

(b—a)(c—a)(c—b)
est positive ou négative.
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Une pareille involution a cette propriété caractéristique que si
I'on considére deux points & et ) qui se correspondent dans cette
involution, lorsque le point z se meut dans un sens déterminé, le
point y se meut aussi dans le méme sens.

C’est précisément ce fait qui a été utilisé par Staudt pour la sé-
paration des deux points doubles d’une pareille involution, puis-
qu'il a défini un point imaginaire comme représenté par une
involution quadratique (entre les points d’une droite réelle)
sans points doubles réels, involution supposée décrite dans un
sens déterminé.

Celarevient a dire que, étant donnés deux points imaginaires con-
jugués, représentés par une involution quadratique sans points
doubles réels, on peut séparer ces deux points entre eux en leur
attachant respectivement, et cela d’'une maniére bien tranchée, les
deux sens différents suivant lesquels la droite réelle qui les porte
peut étre décrite.

C’est 4 la démonstration de ce que, de cetle maniére, on arrive &
séparer entre eux deux points imaginaires conjugués que je passe
maintenant. Mais, & c6té de cette démonstration, nous aurons a
observer certains faits qui permettent de constater la liaison intime
qui existe entre le fait de la concordance de deux sens qui se cor-
respondent dans une involution quadratique a points doubles ima-
ginaires et de ce que 'adjonction de sens différents a deux points
imaginaires conjugués répond bien & une propriété effective de
ces points, liaison qui justifie I'énoncé sous lequel Staudt a pré-
senté la définition des points imaginaires.

6. Soient deux points imaginaires conjugués V' et P, et sup-
posons que ces points aient, dans un systéme de coordonnées
(Po, Py, P_) établi sur la droite réelle qui joint ces points, pour
paramétres \ :

- NM=a+bi et N=a—bi

Je dis que, si b est positif, on peut distinguer entre eur les
points P et P’ en attachant au premier point le sens P,P,P_ et
au second le sens opposé P_P, P,, et cela par la considération
de ce que le coefficient de ¢ dans le parameétre ) du premier point
est positif, tandis qu’il est négatif dans le parameétre du second
point (conformément au principe du n® 2).

Bull. des Sciences mathém., »¢ série, t. VIT. (Juillet 1883.) 15
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Pour prouver que cette maniére d’attacher des sens différents a
deux points imaginaires conjugués n’est pointarbitraire, mais cor-
respond a une propriété effective de ces points, je vais montrer
que les sens ainsi attachés a deux points imaginaires conju-
gués sont indépendants du choizx des coordonnées.

Soit

92
@ = AZ] + 2812173 + A3 =0

I'équation ayant pour valeurs les deux paramétres N'= z 1z, et
N'= &', : ,. Le premier membre de cette équation doil naturelle-
ment conserver un méme signe pour tout systéme de valeurs
réelles de z, et z,: ce signe sera celui des coefficients a, et a,. Je
désignerai par ¢ I'unité réelle précédée par ce signe.

En supposant maintenant qu’au point P’ correspond, d’aprés ce
qui précéde, le sens positif PoP,P_ et au point P” le sens opposé,
on devra avoir

z a . €
‘)\':—}-:———l—l—l—vb,
a. 0
<

w’ a . € =
(k,’=~,}':_“—l—l’—"/D,

D = Qpds — a%,
pour que le coefficient de Z dans la valeur de ¥ soit positif.
Rapportons maintenant les deux points P' et P & un second sys-

téme’de coordonnées <p. = %) Soit
= 2

- kgp.—klg
ou bien
% xy = kyy, + li}’z,
-T2=/f2}’1+12.}’2,

la substitution qui permet de passer du premier systéme de coor-
données au second. Le déterminant de cette substitution sera

A:k‘lg—kgli- !

L’équation quadratique ¢ = o, transformée par cette substitu-
tion, deviendra

d = Aoy? -+ 2A1y1y2 —+ Ag_}/g = o,
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étanl posé
A= (lo/{? -+ 2d1k1k2 -+ agk;.
A‘ = aok1 ll -+ a1k1 12 -+ a1k211 -+ agli'glg,
A,

I

ayl? +oalyly + ayl}.

Quant aux deux racines X' et )" de I’équation ¢ = o, elles sont
transformées respectivement par la méme substitution en

\ w=tl o A il
P VLY

(3) i '}’" A1 cd _—
" __1________ ==

(*“ r=—%, g, VP

€

A,
que lorsque A devient négatif qu’il arrive que les signes des coeffi-
cients de ¢ dans ces valeurs de p'et 1" ne soient pas les mémes que
les signes des coefficients correspondants dans les valeurs de X', \'.
Or, en ayant égard au résultat du n° 4, d’aprés lequel c’est seule-
ment lorsque A devient négatif que le sens positif Q,Q, Q_, relatif
au systéme de coordonnées 1, cesse d’étre le méme que le sens po-
sitif PyP,P_, relatif au systéme X, pour devenir identique avec
I'opposé de celui-ci, on voit que les sens que nous avons attachés
respectivement a deux points imaginaires d’une droite, quoique
définis nécessairement par une propriété de leurs coordonnées,
restent les mémes de quelque maniére que I'on change le systéme
de coordonnées. Ainsi se trouve démontrée la proposition trés im-
portante énoncée au commencement du présent numéro.

Comme maintenant — est toujours positif, on voit que ce n’est

7. On peut aussi interpréter d’'une autre maniére les formules
du numéro précédent, relatives ala transformation par une substi-
tution linéaire des paramétres de deux points imaginaires conju-
gués. On peut en effet supposer que cette substitution représente,
non plus un changement de coordonnées, mais une correspon-
dance homographique entre deux points dont les paramétres
(dans un méme systéme ou dans des systémes différents de coor-
données) sont A et p. On arrive ainsi au résultat important sui-
vant :

Si lon considére deux séries homographiques de points
(pousant étre situés sur deux droites différentes) et que l'on
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envisage le sens sy dans lequel la seconde série est décrite
lorsque la premiére série est décrite dans un sens déterminés,,
a tout point imaginaire de la premiére série attaché au
sens + s, (ou au sens — s,) correspondra dans la seconde un
point imaginaire attaché au sens + s, (ou au sens — s,).

La proposition précédente ne saurait évidemment avoir une si-
gnification bien précise, sans la démonstration préalable de 1'indé-
pendance des sens attachés, d’aprés ce qui précéde, 4 deux points
imaginaires conjugués du choix particulier du systéme de coor-
données. Il est pourtant & remarquer que cette indépendance ne
saurait non plus exister sans que la proposition dont il s’agit edt
lien en méme temps, puisqu’on a la deux faits qui ne consti-
tuent que deux interprétations différentes d’'un méme fait ana-
lytique.

A la proposition précédente on peut rattacher ce fait, que lors-
qu'on a sur une droite deux séries homographiques dont les
deux points communs sont imaginaires, les deux sens s, et s,
correspondants de ces deux séries coincident. Dans le sens ou
les deux séries sont en situation involutive, on obtient précisément
la propriété utilisée par Staudt dans sa définition des points ima-
ginaires (n° 5).

8. Etant données deux séries homographiques de points, consi-
dérons un couple de points imaginaires conjugués de la premiére
et le couple des points correspondants de la seconde. Il est clair
que I'involution ayant pour points doubles les points du second
couple sera la transformée, par ’homographie considérée, del'in-
volution déterminée par le premier couple, c’est-a-dire que deux
points associés de cette seconde involution seront les transformés
(les correspondants), par I’homographie, de deux points associés
de la premiére involution.

D’apreés cela, étant donnée une homographie réelle a points fon-
damentaux (points se correspondant a eux-mémes) imaginaires,
chercher ces points fondamentaux, c’est chercher les involutions a
points doubles imaginaires, qui sont échangeables avec cette ho-
mographie, qui, en d’autres termes, sont transformées en elles-
mémes par cette homographie. 11 n’y a naturellement qu’une seule
involution ayant cette propriété, c’est I'involution ayant pour
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points doubles les points fondamentaux de I'homographie pro-
posée ().

9. Il peut paraitre arbitraire de vouloir employer, pour la repré-
sentation géométrique de deux points imaginaires conjugués, l'in=
volution quadratique ayant ces points pour points doubles, plutét
que toute autre homographie ayant ces mémes points pour points
fondamentaux. Un tel procédé de représentation, en dehors d’autres
inconvénients, présenterait encore celui-ci, que I’homographie
ayant deux points imaginaires conjugués pour points fondamen-
taux serait transformée en son inverse par toute involution qui
échange entre eux ces deux points imaginaires. Cependant, si cette
homographie était cyclique, c’est-a-dire si, répétée un certain
nombre k de fois (k> 2), elle donnait I’homographie identique,
qui fait correspondre chaque point & soi-méme, on pourrait définir
le couple des points imaginaires non plus par cette homographie,
mais par un quelconque des groupes de & points obtenus par 'ap-
plication répétée de cette homographie & un méme point réel. En
prenant les points successifs d'un pareil groupe dans un sens ou
dans l'autre, on aurait la représentation de 'un ou de 'autre des
deux points imaginaires conjugués. Ce procédé a été indiqué par
M. F. Klein (Gottinger Nachrichten, 1852, p. 373), et exposé
géométriquement par M. Liiroth ( Math. Annalen, vol. XI, 1857,
p. 84-110) (2).

(') On sait que dans le cas ol une homographie est involutive, ¢cn dehors de
I'involution ayant pour points doubles les points fondamentaux de I’homographie,
il y a encore une infinité d’autres involutions réelles qui lui sont échangeables.
Toutefois, ces involutions ont leurs points doubles réels et constitucnt des points
associés dans ’homographie involutive proposée.

(*) En dehors des travaux déja cités, on pourra aussi consulter, au sujet de la
définition géométrique des éléments imaginaires. le Mémoire de M. Stolz : Die
geometrische Bedeutung der complexen Elemente in der analytische Geometrie
(Math. Annalen, Vol. 1V, 1871), ainsi que le travail de M. August : Untersu-
chungen iiber das Imagindre in der Geometrie (Programm der Friedrichs-
Realschule in Berlin, 1872). .



