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MELANGES.

ACHEVEMENT DE LA DEMONSTRATION GEOMETRIQUE ELEMENTAIRE
DONNEE PAR STEINER POUR CE THEOREME : « LE CERCLE POSSEDE
LA PLUS GRANDE PARMI TOUTES LES FIGURES PLANES ISOPERI-
METRES; »

Par M. H. EDLER, pe HALLE.

(Présenté a la Société royale de Gottingue par H.-A. Schwarz.)

Traduction par M. 'abbé PANTONNIER,

B

Une grande partie des recherches que Steiner a publiées dans
deux Mémoires insérés dans le XXIVe volume du Journal de Crelle
sous ce titre : « Sur le maximum et le minimum des figures dans le
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plan, sur la sphére et dans ’espace en général », repose sur ce théo-
réme que de toutes les figures planes de méme périmetre le cercle
a la plus grande surface.

On a élevé contre les démonstrations géométriques élémentaires
indirectes que Steiner a données de ce théoréme fondamental 1’ob-
jection formelle qu’elles reposent toutes sans exception sur une
hypothése non démontrée. En effet, chacune de ces démonstrations
repose sur I'une ou 'autre des hypothéses suivantes :

1° De toutes les figures planes de méme périmeétre il y en a une
dont la surface est maximum;

2° De toutes les figures planes de méme surface il y en a une
dont le périmétre est minimum.

Ces hypotheéses restent sans démonstration. De plus les démon-
strations de Steiner restent sujettes 4 la méme critique que Steiner
a dirigée contre la démonstration donnée par Lhuilier pour le
théoréme que, de tous les triangles de méme périmetre, le triangle
équilatéral a la plus grande surface.

Pour ce dernier théoréme, en montrant direclement qu’un
triangle équilatéral a une plus grande surface que tout autre
triangle de méme périmétre, Steiner en a donné une démonstration
remarquable de rigueur et de simplicité, mais il a fait aussi désirer
pour le théoréme fondamental se rapportant au cercle énoncé plus
haut une démonstration géométrique élémentaire directe d’une
simplicité analogue et d’une égale rigueur.

Par une démonstration publiée dans le X* Volume du Journal
pour Uenseignement des Sciences mathématiques et naturelles
(1879, p- 245), j’al essayé de satisfaire aux conditions de rigueur
imposées a une telle démonstration.

Cette démonstration repose essentiellement sur ceci: quil est
toujours possible de transformer par des constructions géométri-
ques un polygone irrégulier terminé par 2" cotés rectilignes en un
polygone régulier d'un méme nombre de cotés, et de méme péri-
métre, mais comprenant une plus grande surface. La surface du
polygone régulier est alors comparée a celle du cercle de méme pé-
rimétre au moyen de considérations géométriques simples.

En continuant a m’occuper de ce sujet, j'ai trouvé que la démon-
stration était susceptible d’étre notablement simplifiée tout en con-
servant l'idée fondamentale, de sorte qu’aprés cette simplification



200 " PREMIERE PARTIE.

elle entre complétement dans l'ordre des idées qui jouent un réle
fondamental dans les recherches de Steiner et qu’elle peut étre
considérée comme une continuation, un complément des consi-
dérations se rapportant au cinquiéme mode de démonstration de
Steiner.

Clest cette démonstration simplifiée que je vais me permettre
d’exposer. ‘

1. Etant donné un polygone irrégulier quelconque terminé par
n cotés rectilignes, on peut construire un polygone régulier de
27~1 ¢Otés au plus de moindre périmétre et dont la surface soit
supérieure ou au moins égale & celle du polygone proposé.

Démonstration. — Qu’on imagine, menées par les n sommets
du polygone donné P,, n droites paralleles entre elles par les-
quelles la surface du polygone est divisée en (n — 1) trapézes pa-
ralléles dont deux sont remplacés par des triangles. Si I'on trans-
forme ces trapézes paralleles d’aprés la méthode de Steiner dans
le cinquiéme mode de démonstration ((Fuvres de Steiner,
t. II, p. 264), en conservant la longueur des cOtés paralléles, leur
distance, par un simple glissement le long des paralleles sur les-
quelles ils se trouvent de maniére a obtenir des trapézes paralléles
ayant un axe de symétrie, de tous ces trapézes symétriques on
forme un nouveau polygone P, (fig. 1).

Le polygone P, ala méme surface que P,, mais un périmétre moin-
dre : il a 2(n —1) cOtés et est divisé par son axe de symétrie en
deux moitiés symétriques, les segments de polygone S, et S.
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De la méme maniére qu'on a fait dériver le polygone P, du po-
lygone P,, faisons dériver du polygone P, un polygone P, en me-
nant par les sommets de P, des paralleles a 'axe de symétrie.

Le polygone P, a méme surface que Py, mais un périmétre
moindre. Il a au plus 4(rn — 2) cbtés, et est séparé par ses deux

Fig. 2.

axes de symétrie en quatre parties symétriques deux a deux
(fig- 2)-

Chacune de ces parties a au plus (n — 2) cétés communs avec
le périmétre de P,. Considérons-en une seulement (fig. 3). Par

une diagonale passant par les deux sommets se trouvant sur les
axes de symétrie on sépare la surface de ce segment de polygone
en deux parties, a savoir un triangle rectangle D, et un segment
polygonal S.. On peut, en conservant son hypoténuse, changer le
triangle rectangle D, en un autre triangle rectangle isoscéle A, qui
aura une surface plus grande que D., ou égale dans le cas ot D,
lui-méme était isoscéle.
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Changeons le segment polygonal en choisissant I’hypoténuse
du triangle D, pour base en menant par les sommets de £, des
paralleles a cette hypoténuse, de maniére & avoir un segment po-
lygonal 2, de méme surface, de méme base, possédant un axe de
symétrie perpendiculaire & celte base. Ce segment polygonal en
dehors de la base a au plus 2(n — 3) cdtés, et son périmetre n’est
pas en tout cas plus grand que celui de S,. Si maintenant de A,
etde Z, on forme le quart d’un polygone Py, comme D, et S, for-
ment le quart du polygone P, on obtient un polygone P; de
23(n — 3) cOtés au plus qui, ayant un périmeétre moindre que Py,
a une plus grande surface ou au moins une surface égale.

Le polygone Py a quatre axcs de symétrie, dont deux consécu-
tifs, forment I'angle = ; il est divisé par ces quatre axes en huit
parties symétriques. Divisons ensuite une de ces huit parties
du polygone par une diagonale en un triangle D; ayant cette dia-

' oal 3 T
gonale pour base et un angle au sommet égal a 7 b en un seg-

ment polygonal S; qui, outre sa base commune avec le triangle D3,
a au plus (n — 3) cotés. Transformons le triangle D; en conser-
vant sa base et I’angle au sommet en un triangle isoscéle Aj.
Transformons de méme le segment polygonal S; en un segment
polygonal 2; de méme base, de méme surface que S; et d'un pé-
rimétre moindre ou au plus égal, possédant un axe de symétrie
perpendiculaire sur sa base, et ayant, outre cette base, au plus
2(n — 4) cOtés. '

De Z; et de A; formons la huitiéme partie d’'un nouveau poly-
gone P, qui, avec un périmetre moindre que P,, a une surface plus
grande ou au moins égale, qui posséde huit axes de symétrie dont
deux consécutifs font entre eux un angle égal a § =. Le nombre
des cotés de ce polygone est au plus 2*(n — 4).

On peut continuer de cette maniére. Le succés (étonnant) de
cette construction consiste en ceci que l'opération, dans un cer-
tain sens, se termine nécessairement. A chaque opération, en effet,
dans I'expression donnant le nombre des c6tés du polygone, 'un
des facteurs est doublé, 'autre diminuant d’une unité au moins et
ne pouvant devenir plus petit que 1.

Aprés n opérations au plusla construction indiquée conduit done
a un polygone régulier P ayant au plus 277! cotés qui avec un
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moindre périmétre a une surface supérieure ou au moins égale a
celle du polygone donné P,.
Le théoréme énoncé est par suite démontré.

2. Tout polygone régulier a une surface moindre que le cercle
de méme périmétre.

Démonstration. — Soit un polygone régulier P de périmétre
U, soit R le rayon du cercle inscrit dans ce polygone.

Soit un cercle K dont le rayon sera R’ qui ait le périmétre U et
soit U’ le périmétre du polygone régulier P, circonscrit au cercle
K et du méme nombre de cotés que P.

De la similitude des polygones P et P’ il résulte

Désignons par P, K, P’ les surfaces de ces trois figures, on a
1 ! ' ’ T Yy
P=-RU, K=-RU P=-RU.
2 2 2

On a d’ailleurs P’ > £, puisque la surface A est une partie de la
surface P'. Par suite, on a ainsi U’ > U, d’ou aussi R’ > R, donc
K > P.

3. Des deux théorémes I et II réunis, il résulte que tout
polygone plan P,, limité par des cotés rectilignes, a une surface
moindre que le cercle de méme périmeétre.

Si l'on veut établir un théoréme analogue pour une figure plane
quelconque, limitée en tout ou en partic par des lignes courbes,
on peut continuer comme il suit.

Changeons, d’aprés une des méthodes données par Steiner, la
figure F, qui d’apres ’hypothése n’est pas un cercle, en une autre
figure F' de méme périmétre, mais de plus grande surface que
la figure F. Construisons ensuite un polygone rectiligne P, dont les
sommets soient sur le périmétre de la figure I’ dont les c6tés soient
par suite des cordes de la ligne limitant I, et dont la surface dif-
fere de la surface de F de moins de Vexcés de la surface F/ sur la
surface F. Le polygone P, a alors sous un moindre périmétre une
plus grande surface que F. Par suite du théorcme précédent, le
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polygone P, a une surface inférieure a celle du cercle de méme
périmétre, et A plus forte raison une surface inférieure a celle du
cercle de méme périmétre que la figure F. Par suite, la figure F
dont la surface est inférieure a celle du polygone P, a une moindre
surface que le cercle de méme périmétre.

Deés lors le théoréme énoncé au commencement est ainsi direc-
tement démontré. A. P.



