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G. D.

MELANGES.

SUR UNE DECOMPOSITION EN CARRES;

Par M. J. TANNERY.

I. Soient
az+By+ys5=o0, dz+fy+ys=0, dr+{y+ys=0

les équations de trows plans perpendiculaires deux a deux; si
Con fait
(f(@,y,3)=(azw+ By +vz)(dx+ 8y +v5) (2 + "y +1y"5)
() =aX(px —py +p'5) +y QT+ qy+q'5)
- + 32(r'z 4+ r'y +rsz)+ hwyz,

on aura identiquement

(2 { (BB (@ B ) (@ B2y
2
| =6(P g +rt) - ap2 gl Pl g" ) - A2,

Si I'on considére en effet les expressions des coefficients p,
Py ..., qui résultent de I'égalité (1), et si I'on désigne par p,,
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Puy +++ ce que deviennent ces quantités quand on y remplace a,
B, ... para2 32, ..., on aura évidemment

(3) K =py+ qa—+ ry + Py~ gy + 'y + Py & gy + 'y + ha,

ou K désigne le premier membre de 'égalité (2); d’ailleurs, on
obtient de suite les égalités suivantes :

pP2=p? q2=q% ry=rt
Py =pt—2pq", py=prt—a2pr,
‘ gy =4q*—2qr", qy=q"—29p,
(4) I v "o ,
ro=r'2—arp’, ry,=r2—arq,
82=h2+2M~—2N,
\ A= hy +2M-+2N;

dans les deux derniéres égalités, 8 désigne le déterminant
=+=af'y,

2M représente 1'ensemble des six doubles produits qui, dans le
carré de ce déterminant, figurent avec le signe -+, et — 2N, I'en-
semble des neuf doubles produits qui, dans ce méme carré,
figurent avec le signe — ; ces quantités N et M sont liées aux coef-
ficients de f(z,y, z) par la relation

(5) N-+3M=rq¢"+pr'+q'p"
des équations (3), (4) et (5) on tire

s 3K—82=3(p2+q2+rt+p? 4+ ¢t + r't + p'2 4 ¢"t + 12)
(63 —6[p(g"+r)+q("+p)+r(p"+ 9]
l “+2h*—2(r'q"+p'r'-q'p").

Jusqu’ici on n’a pas supposé que les plans fussent rectangulaires;
cette supposition entraine les égalités

3p+¢qg'+r'=o,
3g+r"+p=o,
3r+p'+q'=o,

82 = K;

)

les trois premiéres égalités permettent de faire disparaitre du se-
cond membre de I'égalité (6) tous les doubles produits : on par-
vient ainsi soit a 'égalité (2) que j’avais en vue, soit & I'égalité
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équivalente
(2bis) K=15(p*+q2+r)+h2 4 (¢ — PR+ (r"—p )R+ (p'—q')

Ces identités offrent ceci d'intéressant, qu’elles conduisent im-
médiatement & la décomposition en carrés du discriminant de
'équation du troisiéme degré que 1'on rencontre dans la théorie
des plans principaux des surfaces du troisi¢éme degré. Celle dé-
composition a été effectuée, comme on sait, par M. Kummer;
Borchardt, pour 'équation aux inégalités séculaires de degré quel-
conque, a, de méme, décomposé en carrés ’ensemble des fonc-
tions qui, par leur caractére positif, assurent la réalité des racines
d’une telle équation; sa belle analyse épuise, en quelque sorte, la
question au point de vue analytique; toutefois, il semble qu'il y
ait encore quelque intérét a relier la formule de décomposition de
M. Kummer & des considérations géométriques qui se présentent
naturellement dans la théorie des surfaces du second degré.

Soit

o(,y,3) =axt+a'y?+a's? + 2bys + 2030 +2b"xy =o0
'équation d’un céne du second degré, et soit
P(z,y,5)=Ax? +A'y? + A"z2+2Bys + 2Baxr +~ 2By

la forme adjointe de la fonction ¢(z,y, ) : on reconnait de suite
que 'équation du troisiéme degré qui représente ’ensemble des
trois plans principaux du cone considéré s’obtient en éliminant «,
B,y entre les trois opérations

ar+By ++vs =o,
a0l + B0, +y9;=o,
ad’, + @lb; + 1P, =o.

On peut représenter le résultat de 1’élimination par

f('z‘ﬂ.y"z) = 07
en posant
p=0b'B—bB, ...,
p=B(ad—a)—b(A'—A)— (bB"—{"B),
p'=B(a—a)—b(A—A")—(0'B—bB),
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D’ailleurs, si, étant donnée une fonction quelconque F des coeffi-
cients a, a', @', b, V', b, on désigne par F; ce que devient cette
fonction quand on y remplace a,d/, a’ par a—s, ' —s, @' —s;
si enfin on désigne par s,, 53, 53 les trois racines de 1'équation

Ay =(a--s)(ad—s)(a"—s)—(a—s)b?
—(a'— )b —(a"—5)b"2 +2bb'd" =0,
les équations des trois plans principaux du cone seront respecti-
vement

X =z V&, +y\/Aj, +s\/Al, =o,
Y =2 /A, +y /A, +3\/A], =o,
L =ayK,-+yy/A, +3y/A, =o,

pourvu que I'on prenne les signes des radicaux de maniére & satis-
faire aux équations

VALVA, =B,

Le produit XYZ sera donc égal a f(x,y,5), a un facteur preés,
indépendant des quantilés x,y, s; on reconnait sans peine, en
formant directement, par exemple, le coefficient de &3, que ce fac-
teur est égal a &= 1. En appliquant les formules (2) ou (2 bis), on
obtiendra donc une décomposition en carrés du discriminant

K= (A"'l + A:| + AZ\) (A& + A:'s + A’;:) (A,.-, -+ A:; + A’éa)

de I'équation A; = o; I'application de la formule (2 bis) conduit a
la décomposition de M. Kummer :

K=15[(0'B'— b'B")2 + (bB"— b"B)2 + (b'B — bB')2]
+[B(a'+a"—2a)— b(A'-+ A"—2A)]?
+ [B(a"+a—2a') — b'(A"+ A —2A")]2
+[B"(@a+a—2a")—b"(A+A"—2A")]2
+ (dA"+a’A +aA'—a'A'—aA"—a'A).



