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COMPTES RENDUS ET ANALYSES. 69

COMPTES RENDUS ET ANALYSES.

MASONI (U.). — SOPRA ALCUNE CURVE DEL QUARTO ORDINE DOTATE DI PUNTI
DI ONDULAZIONE. Memoria del Dottor UpaLriGo Masoni, presentata per dis-
sertazione di laurea all’ Universita di Napoli, il 20 novembre 1881. — Napoli,
tipografia della R. Accademia delle Scienze fis. e mat., 1882.

M. Cayley est le premier géométre qui ait considéré les points
d’ondulation, c’est-a-dire ceux ou la tangente coupe la courbe en
quatre points consécutifs, et il a démontré d’une maniére générale
qu’en ces points la courbe est touchée par sa hessienne. M. Sal-
mon, dans sa Géométrie, a reproduit le théoréme de M. Cayley, et
il a donné I'équation d’une courbe du quatriéme ordre douée de
quatre points d’ondulation situés sur une conique qui touche la
courbe en ces quatre points. Enfin M. Kantor, dans un Mémoire
publié en 1879 (), a étudié géométriquement un faisceau de
courbes du quatriéme ordre ayant quatre ondulations. Ce sont la
les seuls travaux publiés sur ce sujet.

L’auteur s’est proposé d’étudier toutes les courbes du quatriéme
ordre douées de points d’ondulation. Aprés avoir établi quelques
propositions générales relatives a ces points, il donne 1'équation
générale des courbes du quatriéme ordre admettant un, deux ou
trois points d’ondulation. Puis il considére les courbes du qua-
triéme ordre ayant quatre ondulations,

Sil’équation d’une conique est

C=o
et que l'on écrive les équations
ty=o0, l3=o0, t3=o0, {,=—o0
de quatre tangentes a cette conique, il est clair que Péquation
Lttt — WC2

represente un falsceau de courbes du quatriéme ordre ayant, toutes

(*) Kaxvor, Ueber gewisse Curvenbiischel dritter und wi
! erter Ordnun,
(8itzb. der K. Akad. der Wiss. zu Wien, Bd. LXXIX; 1859). s

" Bull. des Sciences mathem., 2 série, t. VI. (Mars 1889.) 6

. \
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quatre points d’ondulation communs, & savoir les points de con-
tact de la conique C et des quatre tangentes. C'est le faisceau
considéré par M. Kantor. L’auteur démontre que ce cas est le seul
dans lequel les quatre points d’ondulation soient réels; c’est-
a-dire : st une courbe du quatriéme ordre a quatre points d’on-
dulation réels, ces quatre points sont sur une conigque qui
touche la courbe du quatriéme ordre en ces points. Et Pon dé-
duit aisément de 1 qu'une courbe du quatriéme ordre ne peut
avoir plus de quatre points d’ondulation réels.

Le reste du Mémoire contient une étude des cas, beaucoup plus
difficiles, ou tous les points ne sont pas réels. En particulier, au
§ VIII, auteur fait connaitre une courbe n’ayant pas moins de
douze points d’ondulation : c’est celle qui est représentée par
I’équation

x* + y* 45t =o.
Les points d’ondulation sont sur les droites
r=0, y=o0, S==0,

€t leur considération donne naissance a quelques propositions élé-
gantes par lesquelles se termine le Mémoire.

D’ESCLAIBES — SUR LES APPLICATIONS DES FONCTIONS ELLIPTIQUES A L'ETUDE
DES COURBES DU PREMIER GENRE.. Thése présentée a la Faculté des Sciences
et soutenue le 21 mai 1880 — Paris, Gauthier-Villars, 1880.

La premiére Partie de cette Thése reproduit les résultats obte-
nus par Clebsch au sujet des courbes clliptiques. L'auteur a no-
tablement simplifié le mode d’exposition adopté par I'illustre géo-
métre. Signalons en particulier la méthode nouvelle au moyen de
laquelle il évalue le degré du polyndme placé sous le radical qui
figure dans 'expression des coordonnées d’un point de la courbe.
Cette méthode peut s’appliquer également aux courbes du second
genre.

Ce Mémoire contient encore une démonstration trés simple des
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formules d’Aronhold relatives aux courbes planes du troisiéme
degré, et des formules de M. Westphal relatives a la courbe
gauche intersection de deux surfaces du second ordre. Au moyen
de la fonction p(u) considérée par M. Weierstrass, 'auteur ob-
tient, en fonction des invariants d’une cubique et des coordonnées
d’un de ses points, les racines de 'équation du neuviéme degré
qui détermine les points d’inflexion. Il établit ensuite plusieurs
propriétés des courbes de sixi¢me classe, enveloppées par les
droites, qui joignent deux points de la cubique dont les argu-
ments ont une différence constante. Ainsi, par exemple : une
quelconque de ces courbes est tangente a la cubique en ses diz-
huit points de rencontre. Quatre de ces courbes ont pour tan-
gentes triples les trois cotés d’un des triangles d’inflexion, et
les points de contact sont situés sur les neuf polaires harmo-
nigues, etc.

A l'égard de la biquadratique gauche, 'auteur établit la relation
qui existe entre les valeurs des paramétres relalifs & un méme
point dans deux modes-de représentation différents, et retrouve,
en les complétant, plusieurs théorémes, démontrés par MM. La-
guerre et Westphal au sujet de cette courbe.

OPJOBD (Tepacums). — O HBKOTOPHIXD MOAMHOMAXb Ch OAHOIO
H MHOTHMH TepeMbHHBIMH. — CaHKTl'[eTepﬁyPI"h 1881 r. (')

(Analyse faite par ’Auteur.)

Ce travail a pour objet I'étude de certains systémes de poly-
nomes a un nombre quelconque de variables, analogues aux poly-
némes X, de Legendre et leurs semblables (2).

(*) Orvor (") (Ghérassime), Sur quelques polynémes ¢ une ou plusieurs va-
riables. Saint-Pétersbourg, 1881 (124 pages in-4°).

(*) Quelques-uns des résultats exposés dans ce travail ont été communiqués dans

la séance du 27 décembre 1879 du sixiéme Congrés des Naturalistes russes, tenu
Saint-Pétershourg.

(*) L'orthographe adoptée pour les transcriptions par le Bulletin traduit OBb
ar of et
ou ow, le doublement de I'f étant absolument inutile, par o et non par off

et w n’etant pas une lotire francaise
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7
C’est M. Hermite qui a indiqué pour la premiére fois deux sys-
- témes de polynomes Uy, , el Vy », qui dépendent de deux variables
et jouissent de la propriété suivante :
« Pour toutes les valeurs entiéres et positives de m, n, p, v, et
pourvu que les indices m et p, n et v ne soient pas égaux en méme
temps, on a

(1) fo,,,’nVH’vdwdy = o,

les variables étant limitées par la condition 22+ »2<1. »
Les polyndmes U,,,, présentent la plus grande analogie avec les
fonctions X, de Legendre, et U'expression générale de ces poly-

nomes,
1 dm+n (r2+y2—1 ym+n
m!n!om+n dxm dyn

Um’n = ’

est bien remarquable par son analogie avec I’expression bien con-
nue de la fonction X,, trouvée par O. Rodrigues et Jacobi.

Les fonctions V,, ,, qu'il faut associer aux fonctions U,, , pour
que Dl'égalité (1) ait lieu, sont déterminées par M. Hermite au
moyen de la formule suivante

(1—2ax—2by +~a2b?) 1= Eambnv,,,,,,.

M. Hermite fait voir que ces deux systémes de polynémes Uy, , et
Vom,n conduisent a des développements de fonctions de deux varia-
bles z, y, dans1’étendue limitée par la condition 22+ y2< 1, et que
la méthode bien connue, consistant 2 déterminer les coefficients par
I'intégration, aprés avoir multiplié la fonction par un facteur con-
venable, s’applique encore dans ces nouvelles circonstances. Mais
iciil y a une différence essentielle entre le cas d’une variable et le
cas de plusieurs variables. Les seules propriétés des fonctions Up,
ne permettront pas de faire le calcul de leurs coefficients dans la
série qui exprimera une fonction de deux variables, et c’est dans
la nécessité d'introduire dans le calcul les fonctions associées Vo, qy
pour pouvoir déterminer ces coefficients, que consiste la modifica-
tion caractéristique pour les fonctions de plusieurs variables.

M. Hermite indique encore un autre systéme de fonctions as-
sociées, qu’il désigne par ©,, , et ©,, ,, et pour lesquelles I'in-
tégrale double

f '(‘)m,n QP,V d-rd,}’,
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étendue sur la surface du cercle 22—+ y2=1, se réduit aussi a
zéro, 4 moins qu’on n’ait

L’expression générale de la fonction O n, ny

1
m4-n+z
(m-+n)! (—1)y*+r(m—+n-+1) dmn(i—at—y?) 2

mln! 1.3.5...[2(m+ n)+1] dzm dyn

’

@m,nz

présente une ressemblance remarquable avec celle de la fonction

sin[(n -+ 1) arc cosz],

sous la forme de la dérivée multiple donnée par Jacobi. .

Les fonctions associées® , . sont les polyndmes entiers, déter-
minés par la formule

3
(1i—2ax —2by + a?+ b2) ?= Z ambrQ,y, n.

Les recherches postérieures des propriétés des polynémes de
M. Hermite appartiennent 4 Didon, qui a traité diverses questions
qui s’y rattachent assez directement, et qui a généralisé pour un
nombre quelconque des variables les résultats trouvés par M. Her-
mite.

Aux deux systémes de fonctions de M. Hermite, Didon en ajouta
encore un troisiéme, & savoir : les fonctions Up,, et Vi g, satis-
faisant aussi a la condition (1). Les fonctions Uy, , et V4, ,, dont
la premiére est un polyndme entier analogue par ses propriétés a
la fonction trigonométrique cos(rn arc cosx), sontdéterminées par
les formules suivantes :

1
_ (m —_+ n)? (___ I)nz+n \/I—— Z~2__}/2 dm+u(| — .2‘2——)/2)'"""1—5

Upn=
mn mln!  1.3.5...[2(m + n)—1] daxm dyn ’

! !
(1—a2—yp?) *(1—2ax —2by +a’+ b2) *= Za”‘b" Vin e

Didon a montré encore qu'il existe une infinité de systémes de
polyndmes associés satisfaisant toujours a Iégalité (1), et, parmi
tous ces systémes, il y en a un qui se distingue des autres par la
circonstance que les deux séries de polynémes qui le constituent
sont identiques. Ainsi, en désignant les polynomes de chacune des



74 . PREMIERE PARTIE.

deux séries par P, ,, on aura

ffl’,,, 2P, dzxdy = o,

en supposant que (m — @)% + (n—v)? n’est pas nul et que les
variables sont limitées dans l'intégration par la condition

zi4y2l.

L’expression générale des polynémes P, ,, qui présentent, de
méme que les polynémes U, ,, la plus grande analogie avec les
fonctions X,, de Legendre, est donnée par Didon sous la forme
suivante,

1
I d"(}’ﬁ-—-l)n 3 d/n(g\z,,_ 7’2—!)’"
m +£ d)’" dxm

(y2—1)

Pm n= Km,n

Ky,» désignant une constante.
En posant
1

I\m,n = Tt nlgn+am’

il trouve, pour la fonction génératrice des polynémes P, ., € est—
a-dire pour la somme

m=wo n-=ow

E E ambpn Pm ny

m=0 n=90

I'expression

(b= °
1—by -+ \/i—aby + bY)

S [ Phndedy
la formule

‘ffpmndxd)"‘ sma1 4

? ()m—i—n—+—?)(2m+n+3) (2m—+an-+1) 1.3.5...(2m ~+ 20 +1)
.
\ n!a2m+an 2.4.6...(2m + 21 +2)

1
(2) (|~2by+b2)_§[‘—“x_b7—2(

et pour l'intégrale

Au moyen de ces propriétés, il déduit 'expression du coeffi-
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cient A, , de la série sous la forme

Sz, y) = EAm,an,n-

En étudiant les propriétés des polynémes Py, ,, j’ai trouvé que
les expressions (2) et (3), assez compliquées, peuvent étre rem-
placées par d’autres plus simples. ,

Dans la Note sous le titre : Sur la fonction génératrice des
polynémes P, , de Didon, insérée dans les Nouvelles Annales
de Mathématiques (2° série, t. XX, p. 481), j’ai fait voir que, si,
au lieu de l'expression employée par Didon pour le facteur con-
stant K, », on pose

an~m(m +1)(m-+2)...(m—+n) .
minl(am—+n-+o)(2am—+n—+3)...(2am +an-+1)

Km)n =

on aura, en place des expressions (2) et (3), les formules sui-

vantes :

ff"?"’nd”d7= g

- 1.3.5...2m—1) (2m—+2)(oam+3)...(2m + n+1)
2/m m!n! )

(5)

\

Par conséquent, en effectuant le développement d’une fonction
quelconque de deux variables en série ordonnée suivant les poly-
noémes P,, ,, on obtient pour le coefficient du terme général une
expression plus simple et plus commode pour les applications que
celle de Didon.

L’expression que j’ai trouvée pour la fonction génératrice des po-
lynémes Py, est encore remarquable par la possibilité d’étre géné-
ralisée. Donnant a cette expression la forme

1

1
(1—2by + b2) 2 [1—-2az——2by+[,2_,_ a?(1—y?) :
1—a2by + b2

b

. . , - C,
et introduisant dans I'exposant du second facteur un paramétre ar<
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bitraire B, on forme une nouvelle expression

1

—-— a2 _ _1
(1—2by + b2 ’[l“2a“‘—2by+bﬁ+la2(' 7*) ] B i,

—a2by + b
ou bien
‘ (1—2by + b2)f .
(6) | L _lp+1
( X [(1—2azx —2by + b2)(1— 2by + b2) +a(1—y2)] % ,

qui est & son tour la fonction génératrice des fonctions plus géné-
rales que je désignerai par Q.. »(xz,y, 8) et qui se présentent sous
la forme

1
o _c . dn(yz_‘)ﬁ+m+n+§
) M o
o , dm(z? 4yt —1)p+m
(xz +y2— I)P dxm ’

Cp,n désignant une constante. Ces polynoémes se réduisent aux
P, dans le cas particulier § =o.

Les polynémes Q,, , présentent la plus grande analogie avec les
fonctions connues «; déterminées par I'une des égalités suivantes :

_sayy ==
(1—2az +a?) * = E al wy, w,:c,(x2
I=o

1 dl (2 —1)*+
—1)* dx! ’

ou ¢; désigne une constante, a un paramétre arbitraire, / un nombre
entier et positif.

C’est dans I'étude des propriétés des polyndémes Q,, , que con-
siste 'objet principal de mon travail. Mais je ne trouve pas inutile
d’analyser préalablement les propriétés des fonctions w;, pour
montrer en premier lieu ’analogie compléte entre les résultats qui
expriment les propriétés diverses des fonctions w; et Q,n, €t les
méthodes mémes quiy conduisent, et, en dernier lieu, pour établir
toutes les propositions auxiliaires indispensables a l'exposition des
propriétés des fonctions Q,, ,. J'ai trouvé d’autant plus nécessaire
d’exposer les propriétés des fonctions w;, que, dans les divers
Ouvrages ou ces fonctions sont traitées, les différents résultats ne
sont pas présentés sous la forme dont j’ai besoin, et en outre
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qu'il '’y a aucun Ouvrage russe complet consacré & I'étude de ces
fonctions remarquables.
Dans ce but, j'ai divisé mon travail en deux Chapiltres.
Dans le premier Chapitre, j'expose les propriétés des poly-
némes ;.
En partant de 1'égalité
9 a1 I=m
(I——zax—l—a’)—_’— = 2 a'wy,
1=

=)

je trouve le polyndme w; sous la forme

(2a+1)(2a+3)...(2a+2l-—1)
wr= I

I(l—r1)
(el
> [x 2(2a—|—2l——1)x +

(I—1)(1—2)...(l—2q +1
+ (=07 q!‘i'l(z_oc—(|—2l——)1§(2a+9?l—§)-..(zazl—zl—)27—_|-l) o 14+...J ?
et je forme encore quelques autres expressions de ce polynéme.
Ayant déterminé ensuite la velation entre les trois polyndémes
consécutifs vy, wz, wz_y, et quelques autres relations qui subsis-
tent entre les polyndmes w; pour les différentes valeurs de et de «,
j'obtiens 'équation différentielle

dz
(8) (1—a?) Ex—(;)—z(am—l)x %—:—s—l(za—a—l—*—l)m.—_o,

4 laquelle satisfait le polyndme wy, et qui le définit complétement,
. ¢’est-a-dire que le polyndme le plus général w satisfaisant a cette
équation ne différe du polyndme w; que par un facteur constant.
Je trouve, au moyen de I'équation (8), I'expression du polynéme w
sous la forme de la dérivée multiple

() o 1 dl (a2 — 1)*+

= (22—1)* dz! ’

- S

d’ott 'on déduit le polynéme w;, en posant

_ U Qet+n(2a+2)...(204 1)

C= s — —— 0 N TT D,
Mol (a1)(a+2).. . (ax 1)

J'ai trouvé aussi la seconde intégrale de Péquation (8), et je I'ai

présentée sous la forme de série hypergéométrique, de quadrature,
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de dérivée et d’intégrale multiple. En ayant égard a la formule (g)
et a Pexpression de seconde intégrale de 1'équation (8) sous la
forme d'une dérivée multiple, on obtient pour I'intégrale générale
de cette équation l'expression suivante

[ \  dl(x2—1)e+ d! u dr
10) 0 = gt o S e g [ f

Passant maintenant aux développements des fonctions en séries,
je démontre que le polyndme w, satisfait & I'égalité

+1
f (1—ax2)*r*w;dr = o,
—1

qui subsiste, sous la condition & > — 1, pour toutes les valenrs en-
tiéres et positives de A inférieures & /, et qui détermine aussi com-
plétement le polynéme w; & un facteur constant preés.

On en conclut que, ¢(x) désignant un polynéme entier, on
aura

+1
f (1—x2)*o(x)w;dr = o,
—1

toutes les fois que le degré du polynéme ¢ () sera inférieur a / et
o >—1. .

A T'aide de cette derniére égalité, je démontre que |'équation
w;= o a toutes ses racines réelles, inégales et comprises entre les
limites —1 et + 1, en appliquant la belle méthode de Legendre
pour la démonstration du théoréme analogue a 1'égard de I'équa-
tion X, =o.

Puis j’établis les formules fondamentales

+1
f (1—22)*w 0, dz =0, (IZN),
—1

+1
22% 1 (22 + L 41) [ T(2+1) ]2
_—r2)* j—
|G elde = T [I‘(za—}«l)]

(1)

au moyen desquelles je trouve, pour le coefficient du terme général

de la série
l?(l) = 2(1/(0/,

{ f
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la formule suivante )

_ (2a+2l4+1)l! l‘(zat—k—l)]lj""l e 2) de.
(12) ay= 22¢+1I‘(2d+l+1) [ 1‘(1—%‘[) - ([ z ) UJ[(P( )

Pour donner l'application de cette formule, je forme le dévelop-
pement de la fonction z” suivant les polyndmes wy, et j’obtiens la
formule

x‘n—_—-— n!
(2a4+1)(2a+3)...(22+ 20 +1)
(13) 29+ 20 —+1I
( X[(za+zn+1)m,;+(2a+2n——3)——;——wn_g—i-... ’

se réduisant & une formule bien connue, proposée par Legendre,
dans le cas ott a = 0, w,= X,.

La formule (12) permet de démontrer les propriétés suivantes
des polyndémes wy :

1° Parmi tous les polyndmes o(x) du degré n, dans lesquels
le coefficient en z® est égal a U'unité, celui qui rend minimum
Uintégrale

_f“(l—z%)“[cp(w)]ﬁdw

est égal au polyndéme w;, a un facteur constant prés.

2° Dans la série ordonnée suivant les polynémes w,, 0, wa,...,
qui représente une fonction donnée ¢(z), un nombre quel-
conque de termes, pris a partir du premier, forme un polyndéme

entier ¥ (z) qui, parmi tous ceux de méme degré, donne & Uin-
tégrale

+1
[ —avls(a) —Forde
-1
une valeur minimum.

Au moyen des formules précédentes, on peut généraliser les ré-
sultats proposés par Didon dans un Mémoire intitulé : Sur une
intégrale double (Annales de I’Ecole Normale, t. VII, 1870).
Didon montre que la valeur de I'intégrale

Ey _ B
ff““’”z‘f)‘ (=202 4-a) *(1—a2by +b2) *dedy,
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dans laquelle les variables x et y sont limitées par la condition
1+ 251,

ne dépend que du produit ab, dans le cas ol ¢ est un nombre en-
tier et positif quelconque, et ot @ et b sont moindres que 'unité.
A cet effet, il établit deux formules auxiliaires, desquelles cette pro-
position découle immédiatement.

Je démontre que la proposition de Didon subsiste aussi dans le
cas de p fractionnaire positif, et que les formules auxiliaires que cet
auteur établit, indépendamment 'une de l'autre, ne sont que deux
cas particuliers d’'une méme formule générale que je déduis du dé-
veloppement de l'intégrale précédente en série.

Revenant au développement des fonctions en séries, je montre,
en m’appuyant sur laformule (13 ), que toute fonction développable
en série suivant les puissances de la variable peut étre représentée
encore sous la forme d’une série ordonnée suivant les fonctions w,.
Comme exemple, je forme le développement de la fonction
(y — )7, et j’obtiens la formule

l==

= E(zu—l—zl—i—l)wz(w, a)pi(y, ).

=0

I
y—x

Ce développement conduit a de nouvelles fonctions p;(z, @),
dites fonctions de seconde espéce. Je trouve I'équation diffé-
rentielle a laquelle satisfait la fonction p,. Cette équation se confond
avec I’équation (8) dans le cas ot @ = o. Dans les autres cas, elle
en est différente par les coefficients ; mais, en posant

pr=(22—1)*y1,

on trouve la fonction y; satisfaisant a I'équation (8) : d'oti 'on con-
clut qu’on peut ramener la théorie des fonctions de premiére et de
seconde espéce & la considération d'une seule équation différen-
tielle. Je donne huit expressions différentes pour la fonction p,.
Ces expressions, sauf un facteur constant, ne présentent que des
cas particuliers de celles de M. Darboux pour la fonction de se-
conde espéce relative aux polyndémes de Jacobi (voir son Mémoire
intitulé : Mémoire sur 'approximation des fonctions de trés
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grands nombres et sur une classe étendue de développements
en série). .

En exprimant la fonction g, par la fonction linéaire de py, on
trouve la formule

_ UT(2a+1) —'—F(l +_31_ _I__)__
p’_(2a—|—l){‘(2a+l+l)w'z > U ETY - S

ol §, est un polynéme entier du degré / — 1. Cette formule, pour
@ = o, se réduit & une formule remarquable de Gauss. La formule
précédente montre que le produit du polynéme w, par la fonction

1 T 3 1
(14) ;_F 5’ 1, od-+ 2 =)
exprimé par la série, ordonnée suivant les puissances décroissantes
de 2, ne contient pas de termes en

1 I 1 1
=y ) =y ecey  —e
xr  x? x3 x!

Cette nouvelle propriété, qui caractérise aussi le polyndme w,; a
un facteur constant prés, montre encore que ce polynéme ne dif-
féere que par un facteur constant du dénominateur, de laréduite de
Pordre [, de la fraction continue résultante du développement de
Pexpression (14).

En terminant le premier Chapitre, je considére les propriétés des
polyndémes w; pour les valeurs particuliéres du paramétre a, a sa-

2p —1
2

voir: o =p et o= (p élant un nombre entier et positif quel-

conque). Le polynéme w; s’exprime par la dérivée multiple de la
fonction X, de Legendre dans le premier cas, et de la fonction
cos(n arc cosx) dans le second.

Enfin, dans le cas de o =, les polynémes ©,; se réduisent a
un nouveau systéme des polynémes entiers du degré I, que nous
désignerons par (), et qui peuvent étre déterminés par une des
formules suivantes :

=

O al dl e—x*

e~ al2x+a) — E—Y El; &-1 — ex?

l=0
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Les propriétés de ces polyndmes ont été étudiées par MM. Tche-
bychef et Hermite.

Le second Chapitre, sur lequel est principalement appelée 'atten-
tion du lecteur, est consacré a I'étude des polyndmes Qy,, .

Je commence par établir, pour la fonction génératrice de ces po-
lynomes, les diverses expressions dépendantes des valeurs attribuées
a Cp,n- En posant

onm (28 +1)(2B+2)...(28 +m)

mln!  (B+1)(B—+2)...(B+m) '
(B+m+1)(B+m—+2)...(B+m~+n)

(2B +2m+n—+2)(2B+2m+n—+3)...(2B+o2m+2n+1)

Cm,n =

on trouve pour la fonction génératrice demandée I'expression
simple (6). Le calcul méme a été publié dans les Nouvelles An-
nales de Mathématiques, 2° série, t. XX, 1881.

1

En posant encore Cm,n = il algmrin

» j’al trouvé, pour la fonction

génératrice des polyndmes considérés, une autre expression qui,dans
le cas ou B = o, se réduit a 'expression (2) trouvée par Didon; mais
’ P ’

dans le cas général on obtient une expression trés compliquée et
de peu d’intérét. J'ai reproduit ce calcul pour que le lecteur puisse

p p q p
comparer les calculs de deux expressions et voir jusqu’a quel point
se simplifient I'expression et le calcul de la fonction génératrice
par un choix convenable du facteur constant.

Je montre ensuite que le polyndéme Q,, , satisfait 2 un systéme

p ,
d’équations aux dérivées partielles du second ordre. Pour former
ces équations, on peul négliger le facteur constant G, , dans la
formule (7); de sorte que, en posant
/ 9

1 dm(x? 4 y2 —1)k+m
(24+y2— I)" dxm -

1
§+m+n+;

' 1 dr(1?—1)

f Bm _.__:_ dyu,

Or—1)

=N,

et désignant, pour abréger, le polynéme Q,, , par une scule lettre Q,
on aura Q = MN.
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Je forme d’abord les équations aux dérivées partie]les

M am _
(1—a? —y2)—0 —2 B+ Tz +m(2B8+m-+1)M=o,

&M &M
+ (1—y?) @G ) T dy

(1—a?)

dazM
dz?
dM dM _
—(@B+3)7r —(2B+3)y%—/ +m(2f+m+2)M=o,
d2N dN =
(I__yz).@_; _(gg_zm-;—?,)ya;—*—n(z§+zm+n+z)N_o,

pour les fonctions M et N. La formation de la seconde de ces
équations est assez longue, landis que la premiére et la troisiéme
se déduisent immédiatement de I’équation (8). Le polynéme Q ou
MN satisfait évidemment a la premiére équation. En multipliant
la seconde équation par N et la troisitme par M, et en les ajou-
tant, on obtiendra une autre équation 2 laquelle satisfait aussi
le polynéme Q. De celte maniére, nous obtenons pour le poly-
néme Q, , le systéme suivant d’équations aux dérivées par-
uelles :

azQ dQ
(1—.272—)/2)%—2 ~2(§3—|—1)z% +m(2f+m—+1)2=o,

dzQ

azQ d:Q
(15) ¢ 2 2 - i
(1—x2) g +(1—y )dy2 2x‘ydxdy

(2@+3)xg_i

—(2@+3)y%§ +(m-+n)2B8+m+n—+2)2=o0.

Je démontre directement que ce systéme caractérise la fonction
Qn.z, €n se bornant aux solutions rationnelles et entiéres; en
d’autres termes, que le polyndme le plus général qui satisfait aux
équations (15) est le polynéme Q,,,, ou CQ,,,,. Mais, outre ce poly-
néme, le systéme des équations aux dérivées partielles sera vérifié
par d’autres fonctions. La solution complete du systeme (15) ne
contient que uatre constantes arbitraires, et, par conséquent,
il y aura comme solution quatre fonctions distinctes. Pour trouver
la solution complete de ce systéme, je forme un nouveau systéme
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d’équations

2 1
(1—1‘2-—}/2)(:;;; —|—2(B+m——1)1‘% +2(B+m)K=o,

d2K d*K d2K dK
_— = A (1—Y2) = — 2By o ' — o2
(1—2%) dx? (=" dy? 2 dz dy (2B +2m —3)z dx

+(2ﬁ+2m-—3)y%+(n+2)(2§+2m+n)K=o,

tel que, en posant c;nK = (22 + y2 —1)BQ, la fonction Q satisfera
au systéme des équations (15).

Si l'on pose K= (22 + y2+1)B+=L, lc dernier systéme se
transforme dans le systéme suivant :

2
(I—x?—~y2)% —2(ﬁ+m+l)r%=o,

azL 2L dL
(l—zﬁ)%i +(1—y )d - — 2‘2“},3?4_}/ —(z§+2m+3)w%

—(2@+2m+2)y%+n(2{3+2m+n+2)L=o.

La premiére équation de ce nouveau systéme s’intégre immé-
diatement. On trouve °

o d
L= A+ 5D [ gy

et, en substituant cette valeur de L. dans la seconde équation, on
obtient, aprés quelques simplifications, une équation qui se réduit
4 deux suivantes :

& fi

(1— y?) e _(zﬁ+zm+3)y & ! 4t n(2B+a2m+n+a)fi=o,

ar

(1——y2)62 v +(2B+2m——1)y7 +(n+1)(2B8+2m—+n-+1)fy=o.

La seconde de ces deux équations se réduit a la premiére si I'on

1
. Bt-m 4~ . .
fait f, = (1 — »?) */1. Quant a la premiére équation, elle se
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réduit, en posant 3 + m + é =a, n=1, y =z, al'équation (8)
déja citée plus haut, dont l'intégrale générale se détermine au
moyen de la formule (10). En ayant égard & cette formule et aux
relations entre les fonctions L, K, Q, nous obtiendtoas la solution
compléte cherchée du systéme des équations (15) sous la forme
suivante :

I I dm(z? + y:— 1)B+m
0= ptms b (222 —1)f da
(*—1) :
s dn(y I)a+m+n+-;
<1 G L dyn
Y
o [ prmeed o
+sz}’—” (yr—n 9+m+n+;
o) b )

1 dm

R A 2 2 1)+m 2 2 1 )B+m+1
+(w2+y2_1)ﬂdx{n|:(m +yt—n "/‘; (&2 +y2—1) ]

1
§+m+n+;

dr(y?—1)
=< { Cs a
1 y i
dr §+m+n+; d‘},
Cp — 2 —_—
-+ kdyn[(y ‘) ﬂ+m+n+3 27
0 ()’2_1) 7 J

Gy, C,, Cs, C, désignant quatre constantes arbitraires. Le coeffi-
cient seul de C, est une fonction entiére de 2 et de ¥, dot l'on

peut conclure aussi que Qp, , est le seul polynéme qui est la solu-
tion du systéme des équations (15).

5
En posant, par exemple, m =1, n = 2, B=— 5’ Dous aurons

le systéme des équations aux derivées partielles

dzQ dQ
(1—1‘2——}’2)m+3md—x—3ﬂ=0,
azQ dzQ d2Q dQ dQ
(I—z"")—l2 +('_y2)_dyl —2zy Z —+ 22 +2y—dy =o,

dont la solution compléte, d’aprés la formule (16

Bull des Sciences mathem , »° seric, t VI (Mars 188> )

), prend la
7
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{forme

Q=Cra(y?- 1)+ G

! Y —1
[ S, 2 — 1) log =
_'1 5 V) log )'—i—lJ

C;;;[ﬂ—'z(_)"z— DYz 2 — 1+ 3a(y2— |)l()gw——i‘y—’—_:—l§

Vyi—i

1
-+ G, [y+ (2 - I)IO“_}—-{—I]

2 * — x 2 2 —
X[ B —2)\/T2+y2——[+ 3,z-]0g___u_+_~}f___.‘].

\yi—l \/‘}’2—1

Dans le cas particulier ou 3 = o, c’est-a-dire quand les fonc-
tions Q se réduisent aux fonctions P de Didon, le systéme (15)
prendra la forme '

ap

(l—.T2—1“)d 3P+nz(m+x)P——o,

12 P axp dzP dp
(17) (1-——1’?)2[;2 -+ (1 y2)d —2xyﬁr—d}-’——3wzx—

( ——3_}/6[11;+(m+n)(m+n+2)P=o,

et la formule (16) se réduira a la suivante :

P 1 d’”(.Z‘2+_‘}/2——l)'”
= i )un—:& dxm
V2 —1
( dn( 2 )Ill+n+2
. Lyt 1
> Cq dy"
- ' J’
. d,; m+n+; d
+(12d—,; (yr—rm '_—}/—_1
4 m-n-+ -
- o (2—1) ?
dm * dr
- dxm [("1‘2 +yr— l)’".‘[o‘ (72 + y2 — 1)m+1]
1
XSC d"(y2_l)"+n+2
dyn
- ¥
dn ment d
+ Gy 5— (y2—1) ’ v
d-)/" l 771+”+§

o (U2—1)
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Il importe ici de remarquer que la solution compléte du systéme
des équations (17), donnée par Didon, est inexacte.

Aprés ces recherches, je passe a I’étude de polynoémes Q, n au
point de vue du développement des fonctions de deux variables,
suivant ces nouvelles expressions algébriques.

Jétablis la proposition suivante :

Tutonkme 1. — Pour toutes les valeurs entiéres et positives
de p. et de v, dont la somme est inférieure @ m -+ n, et aussi
quand cette somme est égale ou supérieure & m~n, p étant

inférieur a m, on aura légalité

ff(l — @ — Y2 Qp p 2ty drdy = 0,

en supposant les variables limitées dans Uwntégration par la
condition z* + y* <1 et en outre §>—1.

Ce théoréme caractérise aussi les polynémes, saul un facteur
constant. En s’appuyant sur ce théoréme, on conclut que, ¢(z, ¥)
désignant un polyndme entier du degré w +- v, on obtiendra

(18) ff(l—xz—.y2)?ﬂ,,,,ng(x, y)drdy =o,

toutes les fois que w4 v <<m + n, et que les variables z, y et le
paramétre { sont limités par les mémes conditions que précédem-
ment. Si, en outre, I'exposant de z ne surpasse pas p dans le po-
lynéme (z, ¥), la derniére égalité aura aussi lieu quand

p+v2m-n,
4 moins que 'on n’ait u << m.
. .
Sl.l on pose ¢(xz, ¥) = Qu v, on obtient le théoréme suivant, le
plus important de la théorie des polynémes Q,, , :
Tatorime Il. — En limitant toujours les variables x, yetle
paramétre § par les conditions z* 4 y2 <1, B>—1 '

(19) ‘/:/(I—T’*J’g)mm,nﬂwdxdy:o,

pour toutes les valeurs enticres et Ll
posttives de m,

moins qu’on n’ait simultanément m = u, n =y
By =,

, On aura

n, s Yy a
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En calculant cette intégrale double, on peut démontrer le second
théoréme indépendamment du premier ct trouver méme sa valeur
pour m = @, n=y. kin désignant l'iniégrale considérée par S, et
ayant égard a I'expression générale des polyndmes Q,, , (77), on est
d’abord conduit a chercher la valeur de

+Vi—y 1 dm(z? 4+ y? —1)f+m de (22 4 y2 _—I)pwdx
Jyr (@) dam da*

Cette expression, en posant £ = £y/1 — »2, se réduit a la forme
Y P 1—y?
ma4p+1 ~+ 1
(1— 2 )p+ E f (11— oyw,dt,
—1

a un facteur constant prés. Au moyen de la premiére des for-
mules (11), on conclut que cette intégrale, et par conséquent I'in- -
tégrale S, est nulle si m et p sont différents. Dans le cas ou

m = |, on trouve

+1
S—Af (1+ 2) ’m,.(y,ﬁ-&—m—k )mp(y,{3+m+i)dy,

ol A est un facteur constant connu; et, comme la derniére inté-
grale est aussi nulle si 22v, nous pouvons conclure que I'inté-
grale S se réduit & zéro pour loutes les valeurs entiéres et posi-
tives des nombres m, n, i, v, & moins quel'on n'ait m = et
n=y. Dans I'hypothése contraire, en ayant égard & la valeur de
la constante A, on trouve, al'aide de la seconde des formules (1),
apres des réductions faciles,

/‘f(l—-’la —y’)mm nd‘z'd.)/
(zo):

Fef+m+)I(2B+am+n+2)
T B ma 1 minlarm(aBram+10)[(B+1)(B+2).. (Brm)TEB+nk

.Si lon fait 8 = o, cette formule se réduit a la formule (5).

Les propriétés précédentes permettront d’effectuer le dévelop-
pement d’une fonction quelconque ¢(xz, 3) de deux variables, en
série suivant les polynomes Q,, ,. -

En posant

(21) ('Z‘ .}/) —“z IIl an e
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on déterminera A4,, , en multipliant les deux membres de cette
égalité par (1 — x2 — y?)BQy dzdy, et en les intégrant dans
I'intérieur du cercle 22 + y2=1. On obtiendra ainsi

S f (1— 22— y2)*Qp n 9(2, y)dzdy

(32)
[ =Amn f [a—ar =y dody,

d’ott I'on trouve, au moyen de la formule (20),

m!nla2m (B 4+ m + n-+1)2B+2m-+1)[(B+ 1B+ 2)..(B+m)T(2f-+1)]?
T(2B+m—+1T (2B +2m—+n-+2)

T
Xff(l — 22 — Y2 Qp n(2, y)dz dy.

Amp=

(23) ?

Sil'on poseici 3 = o, on obtiendra une nouvelle formule, plus
simple que celle de Didon, pour la détermination des coefficients
de la série ordonnée suivant les polyndmes P, ,.

Au moyen de la formule (23 ), on peut démontrer les théorémes
suivants, qui expriment les propriétés les plus remarquables des
polynémes Qp, , :

Tatosime 1. — Parmi tous les polynémes ¢(x, y) de deux
variables du degré p +q, qui ne contiennent pas de puissances
de x d’exposants supérieurs & p, et dans lesquels le coefficient
de xPy1 est égal a l'unité, celui qui rend minimum U’intégrale

(24) ff(r—x*—yﬂ)ﬂ[cp(w)]ﬁdxdy

est égal au polynéme Qu, n, & un facteur constant prés; les va-
riables x, y et le paramétre  sont limités par les conditions
2*+y2s1, B> —1.

Tatorkme IV. — Dépeloppons une fonction ¢(x, y) suivant
les Qu 5 prenons tous les termes qui correspondent aux valeurs
de m + ninférieures & un nombre donné k, et les termes Qo,myny
Qi mgn_ts +ory Qmn pour lesquels m 4+ n==rk. Nous formerons
ainsi le polynéme §(z, y)du degré k, dans lequel Uexposant
de la variable x ne surpasse pas m, et qui, parmi tous les po-
lynémes du méme degré qui ne contiennent pas de puissances
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de z avec les exposants supérieurs ¢ m, rend minimum U’inté-
grale

(28) J =z =01 5)— 3@ yirdady,

étendue a la surface du cercle z* + y* =1, sous la condition
B>—1.

Pour démontrer le théoréme III, je mets le polyndéme ¢(z, y)
sous la forme (21); le second membre de cette égalité contiendra
tous les termes en Q,, , pour lesquels m +n < p + ¢, et parmi

ceux pour lesquels m + n = p + ¢, elle ne contient que les sui-
vants :

Ap,q Qp,q: Ap—l,q+1 Qp-l,q+1 PR E A01p+q Qo,q—O—[u

Le coefficient A, ; se détermine par la condition que le coeffi-
cient en zPy7 du polyndme cherché soit égal a 'unité; tous les au-
tres coefficients se déterminent au moyen de la formule (23). Mais,
en égalant & zéro les dérivées de l'intégrale (24) par rapport a ces
coefficients, on obtient des équations de la forme

S fu—at—rpeng o yrdm dy =o,

d’ottl'on conclut, en s’appuyantsurlaformule (23), quetous cescoef-
ficients s’évanouissent, et que, par conséquent, ¢(x, y) =Ap ¢Qp 4
Pour la démonstration du théoréme IV, je mets le polyndme

§(z, y) aussi sous la forme §(z, y) :EA,'"’" Q,,,. La seconde

. partie de cette égalité contiendra tous les termes A}, ,Q,, , dans

lesquels m + n < k, et, parmi les termes pour lesquels m + n =k,
les seuls termes

r ! ’
Am,ngm,m Am—j,n+1 Qm—l,n+1) R Ao.m+n90,m+n .

En égalant a zéro la dérivée de I'intégrale (25) par rapport a
A, ., on obtient

fﬁl — 2 — y? W[ o(z, y) — $(2, )| ®mndx dy = o,
c’est-a-dire

ff(l — x? — .72)‘“‘?('1'7 .}’)Qm,ndw d}’

=—4’m,nffl"‘$2-J’2)§931,fz‘l'rd}';
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et, en comparant cette égalité & la formule (22), on obtient

r
A, =Am,n

Sinous rejetons la condition qui exige que l'exposant des puis-
sances de la variable z, dans les polynémes cherchés ¢ (z, ) et
F(z, ), ne surpasse pas un nombre donné p ou m, il faudra, pour
former ces polynémes, aprés les avoir représentés sous la forme (21),
prendre dans le second membre de cette égalité tous les termes
pour lesquels m + nSp + g et m +nsk. Il est remarquable que
pour un exposant de z quelconque nous obtiendrons, outre les fonc-
tions Q,, ,, un nouveau systéme de polynémes, pouvant servir
également bien a la résolution de chacune des deux questions de
minimum que nous ayons considérées.

L’expression générale de ce nouveau polyndme, que nous dési-
gnerons par W, ,(z, y, B), est la suivante :

1 dm+n(r2 - y2 —)f+m+n

m,n (% + y2 — I)ﬂ dxm d)”"

um,n =D ’
m, n étant les nombres entiers positifs, p un paramétre arbitraire,
Dy, , un facteur constant.

Les fonctions Uy, 5z, O, n, Un,n, dont nous avons cité plus haut
les expressions générales, ne sont que les cas particuliers de U, n-

Posant, en effet,
|

B=0, Dnp= ml nlom+n’
on obtient
u:m,n,= Um,n~
Sil'on pose -
1 m-n-+1)!
B=L, D=L ) ,
2 minl1.3.5.. .(am +2n+41)

on trouve
Om n

_ um, n = .
N E——

Posant enfin

1 m !
@—_5’ Dinn= —— (m 3 )t ’
m:rlr.3.5.. .(am~+2an—1)
on aura

um,n = Um,n-

En étudiant en détail les propriétés des polynémes U,, ,, Didon
J H
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indique aussi en passant quelques propriétés des polynémes Um,n,
en supposant que le paramétre {3 soit un nombre entier et positif.
Je ne fais pas cette supposition, et,en limitant ce paramétre toujours

par une seule condition § > —1, je démontre les théorémes sui-
vanls : :

Tutorime V. — L’intégrale double

[ [a—o =y ¥uman,drdr (1)
est nulle st Uonam +nZp+v. )

Tatorime VI. — L’intégrale double

‘/:f([ —x— .7’)pn'rt,ngp.vd~” d}’

est nulle quand p. +v n’est pas égal a m + n, et méme quand
g+ v=m + n, @ moins que p. < m.

Pour effectuer le développement d’une fonction quelconque de
deux variables, suivant les polyndmes W, ,, il faut considérer
encore un nouveau systtme de polynomes qu'on associera aux

polyndmes U, . Je désignerai par B, , ces polynémes associés et
je les déterminerai par I’égalité

(1—2az —2by + a? + b2)+1) = 2 2 ambn By, n.
m=0 n=0
On reconnaitra immédiatement que B, , est un polyndme
entier en z et y du degré m + n, mais ayant z™y” pour seul et

unique terme de ce degré. Ce polynéme se réduit a I'un des deux
polyndmes V,, , ou ©,, ,, sil'on pose

ou

(') Cette intégrale ct toutes les suivantes sont étendues a la surface du cercle
P4yt =1.
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En posant )
B=—1,

on obtient
By n = Vi—z2— y2. Vi n

N

Tatorime VII. — L'intégrale double

/j(l — 2 — 2l 0B, A dy .

se réduit & zéro pour toutes les valeurs entiéres et positives des
nombres m, n, i, v, & moins que 'on n’ait m =y, n=yv et en
supposant toujours 3 > —1.

Si les indices m et &, n et v sont égaux en méme temps, on

obtient
fﬁx — 22— Y2l p B pda dy
=D 2m+n7t(ﬁ+I)(p+2)...(ﬂ+m+n).
o B+m+n—+1
.. . : -
En posant ic1 successivement B:o, i, - et en attribuant

au facteur constant D, , les valeurs correspondantes citées plus
haut, on aura les trois formules suivantes

!
f Um’nvm’ndx d)’ = __—ﬂ____ (m -+ n)-

1
/f@m,rzom’ndz‘dyzzm 2T (m+n+l).’

+92n—+3 m! n!

27 (m + n)!
f Um’an’ndxdy=2m+ an+1 mln!

’

dont les deux premicres ont été obtenues par M. Hermite, et la
derniére par Didon, au moyen d’autres considérations et, de plus,
tout a fait indépendantes les unes des autres.

Nous pouvons déterminer maintenant les coefficients du déve-
loppement d’une fonction quelconque ¢(z, ) en série ordonnée
suivant les polyndémes Un,» ou By, ,. En posant

QF( % }’) :E%m,n Wnns ou ‘P(‘% .7) :Egm,n %m,m
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. ) f
et en attribuant au facteur constant D, , la valeur —

minigmen’ 01
trouve
" _ B4me+n+1 m!n!
mn = P B+10)(B+2)...(B+m+n)
xfﬂr——x’ ——y’)‘“er,n L‘o(.z',}/)d.’t'd}’,
® _ p+m+n+[ m!n!
mT T (BB (B man)

xff(x-zz—yz)@um,n ¢ (2, y)dz dy.

Les propriétés analysées des polynémes Uy, , et By, suffisent
pour démontrer que les polyndémes U, ,, de méme que Qp,,, peu-
vent servir pour la solution des deux questions de minimum, dont
nous avons parlé plus haut. En effet, le polynome entier ¢(z, »)
du degré p + g, dans lequel le coeflicient de x? y7 est égal a 'unité
et qui rend minimum l'intégrale (24), est déterminé par un sys-
téme d’équations que nous obtiendrons en égalant & zéro les
dérivées de 'intégrale (24) par rapport aux coefficients du poly-

néme ¢(x, y). Ainsi, nous aurons des équations de la forme sui-
vante

(26) f.f(’_‘”’—72)5?(x,y)x*‘y“drdy=o,

qui doivent subsister pour tous les systémes de valeurs entiéres
et positives p et v qui satisfont a la condition & +v < p -+ ¢, ex-
cepté un systéme g = p, v=¢ qui correspond au terme xPy9
du polyndme cherché ¢(z, ). Pour montrer que le polynéme 1, ,
satisfait aux équations (26), développons x*)” suivant les poly-
ndémes B, »,

2ty = 18)0Boo + B1oBio+ Bo1Bo1 +...+ 8,8,

B, est, en général, un polyndme du degré ¢ + j, qui ne contient
qu'un seul et unique terme de ce degré et de la forme aziy/; pax;
conséquent, la seconde partie de l'égalité précédente ne contiendra
qu'unseul et unique terme B,,, By, pour lequel lasomme des indices
est égaled 1 4 v; pour Lous les autres termes elle sera moindre que °
i* -+ v. Alinsi, ayant égard aux conditions ci-dessus mentionnées,
auxquelles satisfont les nombres 1, v dans les équations (26), nous
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pouvons conclure que lorsque p.+v <<p -+ ¢, la somme des in-
dices dans tous les termes de 1'égalité précédente sera moindre que
p + ¢. Lorsque p. 4 v = p + ¢, lasomme des indices ne sera égale
a p+ ¢ que dans le dernier terme %,,%9,,; dans tous les autres
termes elle restera moindre que p + ¢, comme précédemment. En
outre, les égalités u = p, v = ¢ ne peuvent pas subsister en méme
temps : donc, lorsque u + v = p -+ ¢, le terme B,,,B,,, ne peut pas
&tre égal & B, , B, ,, mais & I'une des valeurs suivantes :

Bp+g,0Bp+q,00 Bpt+q—1,1Bp+g—1,15 -+ +3 Bp+1,9—1Bp+1,9-1)

Bp—1,q+1Bp—1,g+15 -+ «+ Bo p+¢Bo p+q-
Multipliant les deux membres de la derniére égalité par
(1— 22—y g d dy,

et intégrant & P'intérieur du cercle 2 + y? =1, nous aurons une
nouvelle égalité, dans le second membre de laquelle tous les
termes s’évanouissent sous la condition 3 > —1, et nous obtien-
drons

f/(l — a2 — y? Py gty da dy = o,

pour toutes les valeurs eatiéres et positives de i et v qui satisfont
aux conditions ci-dessus mentionnées.

Pour démontrer que les fonctions Un,n Tésolvent encore une
autre question de minimum, c’est-a-dire qu’elles déterminent un
polynéme §(z, y) du degré &, tel que, parmi tous les polynémes
entiers du méme degré, il donne a I'intégrale (25) une valeur mi-
nimum dans U'intérieur du cercle 2 4 32 =1, sous la condition
$>-—1, on donne au polynéme Q,, , la forme

(27) an=ZMH,VHH,V, (4 vEm- n),
ou -
B+p+v+1 ply!
QIu.v:
: m B+DB+2)...B+p+v)

Xff(r — 2 — Y20, B, de dy.

Le second membre de cette expression, et par conséquent, le

coefficient ., s’évanouissent sous la condition p. 4 v < m + n,
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en se fondant sur I'égalité (18), et la formule (27) prend la
forme

Q= om+nWo,m+n + Wt man—1 W man—t . oo AmtnoWntn,o:

On en conclut que Q, , estune fonction linéaire des polyndmes
U0, pour lesquels la somme des indices p. +v est égale Am +-n;
par exemple, les polyndmes Qs 4, Qa,1, Qy,2, Qo5 Me s’expriment
que par des fonctions linéaires des polynoémes Us o, Us,4, Uy,2, Wo,s3-
D’apres cela, rappelons-nous que le polynéme cherché §(z, y) est
déterminé en développant la fonction donnée ¢(z, y) en série de

la forme EA,,,,,,Q,,,,,,, et en rejetant de cette série tous les termes

pour lesquels m +n > £. Si nous changeons dans I'expression ob-
tenue les polynémes Q,, » en Un ., au moyen de la derniére égalité

p y ] ] y g )
nous aurons le méme polyndme sous la forme

j (3', }’) = 2 am,n um,n’

ot m + n <k, et a chacun des termes Ay , Qp n de la série pré-
cédente, m et n ayant de certaines significations déterminées, ne
correspondra dans cette nouvelle série qu’un seul terme U, p Um,n
avec les mémes valeurs de m el n. Il en résulte que la fonction
entiére §(z, y) s’obtiendra également bien par le développement
de ¢(z, y) suivant les polyndmes Uy,, en négligeant toujours les
termes en U, , dans lesquels m + n est supérieur a k.

Je vais faire deux applications du développement des fonctions
qui résulte de la considération des polynémes Q. ny Wi,y Bin,n- J&
vais développer effectivement W, suivant Qu q, €t Qp p suivant
B, n-

Sil’on pose

um'n = 2 AI‘-»‘ Ql‘,,v’

on aura
4,,= wa‘/(, — 22— 2 W n Qp.,vd‘z'd}”
K — B4 p+v-+1 2
wr = = GB+OBE+3).. 2B Fap—1)

! (B+1...B+p) |
(2B+2p+2).. .8+ 2p+va1) 2B+ 1. .(2f+p)
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d’ott Pon conclut, en s'appuyant sur le théoréme VI, que pr+v
doit étre égale & m -+ n et m ne doit pas surpasser .. Pour que le
coefficient 4,,, ne soit pas nul, les nombres p et m doivent encore
étre de méme parité. On peut donc poser p.=m -+ ok, v=n—ak,
k pouvant prendre toutes les valeurs entitres et positives com-

. n 3
prises entre o et Y et, par consequent,

um,n =2Am+2k,n—2k Qm+2l¢‘n—2k' .
k

De la méme maniére, on verra que
szm,n =E§Bm—2k,n+2lc Bn—2hn+2k-
k

Les coefficients ont les valeurs

(m—4+1)(m=+2)...(m~+2k)
k! ogm+2k

A m+2 kn—2k=

< B+m+k+1)...(B+m—+n)
(28 +1)(2B+3)...(2B+2m+ 4k —1)
(B+ma+2k+1)...(28+2m + 2k)
(2B+rom+4k+2)...(2B+2m+n+2k+1)

>

(n+1)(n+2)...(n+2k)
k! om+k

(2B +1(28+3)...(2B8+2m—2k—1)
(B+1)(B+2)...(B+m)

mm—2kln+2k =

En posant dans cette formule $ = o, on obtiendra les relations
suivantes entre les polynémes Uy, ,, Vou,ns Pruyn

. W
IJm,n = E Am+2k,n—2kpm+2k,n—2ka Pm,n = 2 %m—2k,n+2kvm+2k n+2ky
A k

ou -
_ (ma+n(m-+2)...(m+2k
Am+2l¢'n—21;"‘ k12m+2k1-3-5-.-(2m+4/(——)1)
(m~+k—+1)...(m+n) n
olks=|,
(2m+4k+2)...(2m+n+2k+1)[ = —2]
B/n -2k n+2hk =

N

(r+D(n+2)..(r+2k) 1.3.5...(2m —a2k—1)
KTok miam ["

kiﬁ].
)
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Ces relations n'ont été indiquées par Didon dans aucun de ses
Mémoires.

Je démontre ensuite le théoréme suivant qui monlre encore
I’analogie entre les polyndmes Q,, , et w,.

Tatoreme VIII. — Le produit du polynime Q,,,, par Uinté-
grale double

/‘f(l — u? — 2 du do
7
. e (T—*u)(y—v)
dans laquelle 3 >—1, étant développé en série ordonnée suivant
les puissances décroissantes de x et y, ne contient pas le terme

1 .y e
en prir POW toutes les valeurs entiéres et positives de p. et

de v dont la somme est inférieure & m —+ n, et ausst quand cette

somme est égale ou supérieure & m + n, pour les valeurs de
inférieures a m.

Avant de finir, je me propose de déterminer les fonctions aux-
quelles se réduit chacun des trois systémes des polynémes Q, ,,
U n, Bm,, dans le cas de B = oo, et jai trouvé que tous les trois
systémes ne se réduisent dans ce cas qu'a un seul et unique systéme
de fonctions. Ces nouvelles fonctions, que nous désignerons
par E,,,, peuvent étre déterminées par l'une des égalités sui-
vantes :

~ am hHn
T Em,m Emyu = Em(-’r)gn(}');

e—avxr+al—b(2y+b) —
d’ou l'on conclut que les fonctions E,,, sont aussi des poly-
noémes entiers en x et y du degré m —+ n, que 'on obtiendra en
multipliant les deux polynémes dans le systéme des fonctions &;(z)
‘que nous avons considéré a la fin du Chapitre I. Chacun de ces
deux polyndmes ne dépend que d’une seule variable, et, en les mul-
tipliant, il faut les prendre avec des valeurs différentes des indices
metn.
Enfin, j'ajouterai que la généralisation de tous les résultats
exposés dans le second Chapitre de mon Ouvrage, pour le cas

d’un nombre quelconque de variables, ne présente aucune diffi-
culté. G. O.




