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SUR LE PROBLEME DE PFAFF;

"Par M. G. DARBOUX.

(Suite.)

DEUXIEME PARTIE.

VIII.

La proposition relative aux propriétés d’invariance du sys-
téme (10), qui nous a été si utile dans la premiére Partie de ce
travail, est susceptible d’une généralisation que nous allons main-
tenant exposer.

Considérons, en méme temps que la forme

0, =X dxi+...4+ X, dz,,
d’autres formes 0, 07, ..., 037, définies par les équations
0t =Xkdx, ...+ XEdr,.

Assujettissons les variables x; et des variables #; & satisfaire aux
équations différentielles

apdre; +. .. A4 apde, =X{dt,+ Xidty+. . .+ X2 dt),

apdre,+...+ @ppdr, =X dt, +.......... —+ Xbdt,,

X0 dp, ...+ XPH dz, =o,

X tdry+...+ X2 'de,=o,
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qui sont au nombre de n 4 p — 1, et qui, par conséquent, forment

un systéme déterminé. On peut écrire ces équations sous la forme

abrégée

(2) : 30— dBs—= 8} dty +. ..+ 8§ dt,
.

+1 — 2
95 =0, ... edﬁo =0,

en supposant que la premiére ait lieu pour toutes les valeurs attri-
buées aux différentielles auxiliaires a.

Le systéme (1) étant écrit sous la forme (2), on reconnait immé¢-
diatement qu'il exprime des propriétés indépendantes de tout
choix de variables, et, par conséquent, il aura les propriétés d’in-
variance du systéme (10) de notre premiére Partie.

Si I'on remplace les variables x; par n variables y;, et que la
forme ®” devienne

=Yy, ...+ Ytdy,,
le systéme (1) prendra la forme
U budy, Aot buydyn  =Yidt, ...+ YPdL,,

bindy, +...+buydy, =Y)dt,+...+Yhdt,,

3
) Yo dy, +...4+ Y dy, =o,

Y3 ldy, ...+ Y2Ptdy,=o,

les quantités b ayant la signification déja donnée.

Si l'on considére maintenant une nouvelle forme 077, le quo-
tient
(4)

dz,

>
dt,

83"
il )‘21’ X2»
dt,” dt e+ XG
q désignant 'une quelconque des variables ¢,,..., ¢,, se transfor-
mera dans 'expression
y dv, Y 2 dy,,

dit, d
et il se formera de la méme maniére, soit au moyen des anciennes
variables et du systéme (1), soit au moyen des nouvelles et du
systéme (3). En d’autres termes, ce quotient sera un invariant
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absolu pour tout changement de variables. Il n’y a, d’ailleurs,
aucune difficulté a le calculer; il suffit d’éliminer entre les équa-
tions (3) et (4) les différentielles dz;, dts, et I'on obtient le
résultat suivant :

Posons, pour abréger
’ b Xi 'Xp
agy e Apq 1 e 1

1
Wn .. X XL ... XP
X7 . X2 o ... o

2 p
ey, 8y ... 6}
+1 +2 q+p
ot egtr ... 8f

()

oo .o oo .oy

X7P ... XI*P o ... o

On trouvera, par exemple,

k-]

e3P ertt ... 83
(6) dt, — | ey ... eyt
er+t ., eap-*z

«

Remarquons que, si 'on avait p =1, le dénominateur devrait
étre remplacé par .
A=t ay...aun.

D’aprés cela, si U'on considére 2n formes et que 'on désigne,
pour un moment, par A, le déterminant

ey ... ek
ot ... enk|’
les quotients
An A, A,
—r, Rt
An~1 An-z A

sont des invariants absolus. Mais on a

Xi ... Xy Xt Xt
(=)A= .oviiiiii D
X, ... X X3»

e o0 9

U ¢ 1

etil est aisé de voir que, si l'on remplace les variables z; par
d’autres variables y;, chacun des déterminants qui figurent dans
le second membre de cette équation se reproduit multiplié par le
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déterminant fonctionnel
0(xy...2p)

O(Y1.--Yn)

ou déterminant de la substitution. Donc A, et, par conséquent,
An_yy .--y Ay, A se reproduisent multipliés par le carré de ce
déterminant.

Par suite, toutes-les fonctions

ey, ey ... %
entt ent: . ent7). '

sont des invariants relatifs que ’on transformera en invariants
absolus en les divisant par Uune d’elles, par exemple par A.

Je ne m’arréterai pas & montrer comment on peut exprimer
toutes ces fonctions au moyen des plus simples d’entre elles

84
8%

Mémoire Sur la théorie algébrigue des formes quadratiques,
ou se trouve résolue une question analogue. Mais il y a une pro-
priété que j’établirai €n terminant cet article : Toutes les fois que
ces invariants contiendront sur leurs deuzx lignes la forme 04
elle-méme, qu’ils auront, par conséquent, pour expression

» et je me contenterai, pour cet objet, de renvoyer & mon

A— e, 6, ... o ’
8, Ot ... 83

tls jouiront de la propriété de se reproduire multipliés par une
puissance de p, quand on remplacera la forme 4 par p8g4,
p étant, d’ailleurs, une fonction quelconque des variables indé-
pendantes.

En effet, considérons I'expression de A sous forme de déter-
minant

1 /]
ayy coe Apy Xl Xl “e )(1
1 h
yn e Ann X,, X,L e X"
A= X1 . Xn [s] [o) o .
XA+t . Xt o o ... ©
X2k X o o . o :
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Si I'on multiplie 8, par p, il faudra, dans le déterminant pré-
% _x, 9,
55} k dwt

Aprés avoir effectué cette substitution, ajoutons a la A" ligne

cédent, remplacer X; par pX;, a; par pai—+ X;

la 7 -+ 1" multipliée par — % ;7%’ eta la 7i*me colonne la n 11

multipliée par -;— ;ﬁ— - Nous obtiendrons alors I’ancienne expression
i

de A, ou tout élément compris dans le carré formé par les n 41
premiéres lignes et colonnes aura été multiplié par p. Le déter-
minant A se reproduira donc multiplié par p#+1=4%,

IX. o

Nous allons appliquer les propositions précédentes, mais en
considérant seulement les formes les plus générales. Nous avons
vu, d'ailleurs, a I'article VII, que tous les cas peuvent se ramener
presque immédiatement & ceux que nous avons l'intention d’étu-
dier. .

Supposons d’abord » pair et égal & am. La forme réduite peut

alors s’écrire
8g=pde+...+ pudz,;

je considérerai seulement les deux invariants suivants.
Le premier s’obtient avec la forme fondamentale et la diffé-
rentielle d’une fonction quelconque ¢; son expression générale est

Ay Ay ... Qp X
@a .. ... Apy X,
84
(7) ; do ) Ain  Qan ... Qnn X,
- _QLP_ -0_? . _gi ls)
ox; 0z, o0z,

Nous emploierons avec Clebsch le symbole (¢) pour désigner le
quotient

(¢}
(8) m:ﬂ do

b

e —

qui sera un invariant absolu.

Bull. des Sciences matheém., 2° série, t. VI. (Février 1882.) 5
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Le second invariant que nous considérerons sera le suivant

d
Qayq “ee Apy 'd%
E :

- = dq" (R Qnn d; )
o L | T

dxl dx,,
et nous POSCI‘ODS
(©) =1 o b

en sorte que (¢{) sera encore un invariant absolu.

Si l'on calcule les deux symboles (¢), (¢¢) avec les variables
de la forme réduite, on obtient sans difficulté, par quelques combi-
naisons de lignes ou de colonnes,

a9 ()o
() =ps ap, TP G
(10) ) P
e B 00 00 0o M _ g M
( ()P d.’L’ 0z, dPl o d[’m 0xy, 0z, 0pm

Les deux symboles que nous venons de définir sont des cas
particuliers du suivant qui joue un rdle fondamental dans la théorie
des équations aux dérivées partielles, qui s’applique & des fonctions
de 2m 1 variables z, z,, pi, et qui est défini par I’équation

) o= 3 (s n )= gt (G +p )+

Ici nos fonctions ne dépendent pas de 5. On a donc

(o¥) =[9¢].
Mais il est clair que I'on a aussi
(12) () =[¢s]

En vertu de cette remarque, les relations établies entre les sym-
boles (¢), (¢¥) par Clebsch peuvent toutes se déduire d’une
équation générale donnée par M. Mayer (Mathematische Annalen,
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t. IX, p. 370). M. Mayer a montré que, si I'on considére trois
fonctions ¢, 4, ¢ des 2m + 1 variables 5, Z;, pr, 0D a

g [eL¥x1] + [¥Txed] - [xLe¥]]

3) 2
" | =5t tw)+ G el + 52 o)

Sil'on applique cette relation & trois fonctions ne contenant pas 3,
on en déduit la relation de Jacobi

(14) (2 (¥0) + (Y(x9)) + (x(¢¥)) =0,

entre les symboles (pd).
Si I'on pose y =z, et si 'on suppose les fonctions 9, ¢ indé-
pendantes de z, on trouve de méme

(15) (1) — (¥(9)) = (e9) + ((5¥))-
Telles sont les deux relations qui servent de base a la méthode
d’intégration de Clebsch. .
X.

Je vais faire une application des résultats qui précédent a l’étude
des relations entre deux réduites différentes d’'une méme forme.
Considérons une expression différentielle 0, et soit

pdxy+. ..+ ppdx,

une premiére forme réduite ; je dis d’abord que, toutes les fois que
I'on pourra trouver m fonctions X,, ..., X,,, donnant naissance i
une identité de la forme

(16) pdxy 4.+ ppdzr, =P dX,+...+ P,.dX,,,

le second membre de cette égalité sera une forme réduite nouvelle.
Pour cela, il suffira de démontrer que les fonctions X;, Py sont
indépendantes, et cela est & peu prés évident; car s'il y avait une
ou plusieurs relations entre les variables X;, P;, on pourrait, au
moyen de ces relations, exprimer quelques-unes de ces fonctions
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au moyen des autres, et par conséquent.ramener
8, =P, dX,+...+P,,dX,,

A une forme normale contenant moins de 2m fonctions. On sait
que cela est impossible et 'on peut conclure que, si m fonctions X;
satisfont a 'équation (16), le second membre de cette équation
sera certainement une nouvelle forme réduite de 4. En d’autres
termes, les fonctions X;, Py seront indépendantes.

Cela posé, les deux symboles (¢), (¢¢), étant des invariants abso-
lus, conserveront la méme valeur quand on les formera en consi-
dérant ¢, ¢, soit comme des fonctions de X;, Py, soit comme des
fonctions de z;, px.

On aura donc

do do
PRERIRE

9¢ 0V 0% 9y N 9y 9%  do 9%
dp;‘ dl‘,‘ dpi ow,-_ 0Pi dX,- dX, dP[

(17)

Appliquant ces équations générales aux fonctions X;, P; elles-
mémes, nous obtenons sans difficulté les équations suivantes

(P,‘)ZP[, (Xi):O,

(18) i (PiX,-):l, (P,-X,,.):o, (XiXk)—_:o, (P,-Pk):o.

Nous pouvons donc énoncer la proposition suivante :

St m fonctions X; des 2m variables z;, px satisfont & une
tdentité différentielle de la forme

P dX,+...+PpdX,,=pdz,+...+ pndzx,,

les 2m fonctions X; Py sont indépendantes et elles satisfont aux
relations
(P:))=P;, (Xy)=o,
(P:Xy) =z, (P:Xy)=o0, (X;Xz)=o0, (P;Pi)=o0.

Les deux premiéres équations expriment que P; est une fonction
homogeéne de degré 1 et X; une fonction homogeéne de degré o
des variables p;. C’est ce que mettent en évidence les équations
Jinies données par Clebsch, qui permettent de passer d’une forme
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normale & toute autre. Je ne reviens pas sur ce point, qui est bien
connu.

Je vais maintenant établir une proposition fondamentale et dont
M. Lie a fait le plus heureux usage dans sa théorie des groupes :
SiUon a k fonctions indépendantes Xy, Xa, . . ., Xy satisfaisant
auzx équations

(X;)=o0, (X;Xp)=o,

il sera possible de trouver une forme normale dont feront partie
les k fonctions

P,dX, +...+PpdX; + Py 1dXpss + P,,dX,,
=pdx,~+., .+ Ppdzy,. .

Je commencerai par démontrer cette proposition dans le cas
ou 'on a une seule fonction X,. Alors, je détermine une fonction
P, par les deux équations

(19) (P =P, (P)X))=1.

Il est aisé de voir que ces équations ne sont pas incompatibles. *
La premiére nous montre que I'on aura

P1:P1?<xh ey xma%’ ""%;’%)7

et, si nous nous rappelons qu’en vertu de 'équation
(Xy)=o,

a laquelle satisfait X,, cette fonction est homogéne de degré zéro
par rapport aux variables p;, nous reconnaitrons sans difficulté que
I'équation

(PiXy) =1

se réduit & une relation entre les dérivées de ¢ et les variables

Pi , . « . . .
x,-,P—‘ dont elle dépend. Ainsi, il est toyjours possible, et d’une
infinité de maniéres, de déterminer une fonction P, satisfaisant
aux deux équations (19). Il suffira de prendre une intégrale d’une
équation linéaire & 2m — 1 variables indépendantes.
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Supposons donc P, déterminé. Considérant la forme
Ug=p,dx,+...+ ppdz, — P dX,,
nous allons faire voir qu’elle appartie.nt au type
(20) PydX, +...+ Py dX,,

ce qui démontrera la proposition que nous avons en vue.

Pour cela, j’écris le systéme des équations différentielles de Pfaff,
relatif & cette forme Uy, On a

38Uy —dUs=38p,dzy—dp 8z, +. ..+ dP;3X, — dX,3P,,
ce qui permet de former les équations différentielles cherchées sous
la forme suivante

dpl ()Xl dxl

P dX, + Ty dP,=—P, Fr Adt,
P, X, X,

z dp; — Fx‘,-dx‘ + d—xidPi——k.dt<pz—Pl or >

/
dz,—
(21) \

Je vais démontrer que ces 2m équations peuvent étre vérifiées
sans que I'on fasse A = o et que deux d’entre elles sont la consé-
quence des autres. Introduisons les inconnues auxiliaires dX,, dP,
en fonction desquelles les différentielles dx;, dp; se déterminent;
et essayons de déterminer dX,, dP, en portant les valeurs de dz;,
dpi dans les expressions développées de dX,, dP,,

dX, — ng‘d +E S dp
' dp,_E"P‘d 2 =t dp;

nous obtiendrons ainsi les deux équations

[(P,X,) — 1](dP, + AP, dt) = \de[(P,) — P,],
[(P,X,) —1]dX, = Adt(X,),

qui sont identiquement vérifiées. Donc les équations (21) peuvent
étre vérifiées sans qu’on fasse A = o; elles admettent une indéter-
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mination du second degré, et par suite la forme Ug appartient au
- type (20), comme il fallait I'établir.

I1 nous reste 4 démontrer d'une maniére générale que, sil’on a

k fonctions indépendantes X,, . . ., X4, satisfaisant aux équations

(Xh) — 0, (XhXh') =0,

il sera possible de trouver une forme normale dont elles fassent
partie. Puisque nous avons démontré le théoréme pour une fonc-
tion, il suffit de prouver que, s il est vrai pour k — 1 fonctions
X4, «.«, Xy_4, il sera vrai pour une fonction de plus, V, sous la
condition que cette fonction V satisfasse aux équations

(22) . (V)=o, (VX;)=o,

et ne soit liée aux premiéres par aucune relation, indépendante
des variables.
Soit
PdX,+...+ P dXp_y+PidXp+...+P,dX,

une des formes normales dont font partie les & —1 fonctiogs
X4y «evy X4y Sil'on exprime V au moyen des variables X, Py,
les équations (22) deviendront, en vertu des propriétés d’inva-
riance des symboles (9), (¢d),

oV _ oV _ oV
/zdpn—— ) 'JE"— ) L] de—l—_

oV
(23) Pkm—l—..."i—P

La fonction V est donc indépendante de Py, ..., Ps_,, mais elle
ne 'est pas nécessairement de X, ..., X;_,. Faisons pour un
instant ces derniéres variables constantes. Comme, par hypothése,
la fonction V n’en dépend pas uniquement elle demeure variable;
et comme elle satisfait a la premiére des equatlons (23), on voit,

d’aprés la proposition démontrée en premier lieu, que 1'on pourra
ramener
PrdXg+ ...+ PpdX,,

a une forme normale

PrdV+ P dX) ...+ P dX'

m?

qui contiendra V. Mais on a regardé X,, ..., X;_, comme con-
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stantes; si on les rend variables, I’expression précédente s’augmen-
tera de termes en dX,, ..., dX;_, et 'on aura, par conséquent,,

Pkdxk—l—. .o+ P,,,dX,,L_—_ P’,.dV
+ Pl dX e+ + P dX, 4+ AydX + Agd Xy 4+ - Ay dXy .

Ainsi la forme normale primitive

PdX,+...+Py_dXpy + PrdXy +...+ P,dX,,

se changera dans la suivante

(Pi+ADdXy+. ..+ (Proy + Ay )dX 4
+ PrdV + P, dX} +...+ PdX),

qui contient bien les & fonctions
Xiy ey Xk—h Vv

le théoréme est donc démontré généralement.
En résumé, nous pouvons énoncer la proposition suivante :

Toutes les fois que l’on aura des fonctions indépendantes
Xiy oo, X, desvariables x;, px, homogénes et de degré zéro

par rapport aux variables p;, et satisfaisant en outre aux
équations
(X,,Xg):O,

il sera possible de leur adjoindre 2m — r autres fonctions don-
nant naissance a l’identité différentielle

pPrdxy+...+ ppdx, =PdX,+...+P,,dX,,.

Le cas oie r = m n’est pas exclu. Les fonctions X,, P; seront
toutes homogénes par rapport aux variables p;, les premiéres
du degré o, les autres du degré 1. Elles auront une forme
quelconque par rapport aux variables X,.

Ce théoréme important donne naissance, par un simple chan-

gement de notation, 4 une autre proposition fondamentale que
nous allons exposer.

On peut donner une forme nouvelle a I'identité

(24) P1 dry+...+ I)md'l/’m =P dX,+...+P,dX,



MELANGES. 61

Posons
Pi=Pmqi Ly = — X,
m=20pPmn.
Pi:PmQu Xm:_Z» Lo "
Elle deviendra
dZ — Q,dX; —...— Q- dX,p—y = p(dz — g, dx, —re— G m1 AL 1py)-

Considérons une fonction ¢ des variables z;, p;, homogeéne et de
degré w par rapport aux variables p;. Elle prendra la forme

?:P%zf(qla ey dm—1y Ly o 0oy Ty z),

et 'on aura

K J—/ 99 _ O 9 _ 9
d[l = Pl d—(]—l’ ()-Z', =P ()JZ',, 03 = Pn ()5,
92 . 9 90 _ . _Of
de 1 =Pl d‘Im—1 ’ 0%y = Pin 0%y, ’
9y J [ K/ A ]
0[’"1 Mf @ dq B ‘)q"t—l

Si nous calculons de méme les dérivées d’une autre fonction ¢;,
de degré p, par rapport aux variables p;, ct que I'on substitue
toutes ces dérivées dans le symbole (¢9,), on aura

. )
(oan) = P LA =it | 0/ S — wfi S |
[ff1] désignant 'expression

AT R AN of
dql[owﬁ‘“oz] qu[oz* ‘0]

Supposons, par exemple, qu'il s’agisse de fonctions homogénes
de degré zéro; on aura W= =o,

(25) ) ):ml_].

(994

m

Si maintenant on opére de méme avec les variables Z, Q;, X, et
si I'on applique la seconde équation (17), on aura

VARRV/AY
Pm Pm ’
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-

les lettres z, Z placées en indice indiquant le systéme de variables
avec lequel on forme le crochet. Nous pouvons donc écrire

(26) L) = e[S fi]a

Si nous appliquons cette équation & toutes les fonctions Z, X;,
Qx nous en conclurons

[XiZ]=0o0, [XiX;]=0o, [Q:Q:s]=0o,
[ZQx] +pQr=0, [Q:X:]=p-

On a donc, en changeant les notations, la proposition suivante :

Considérons 2m —+ 1 fonctions L, X;, Py, satisfaisant a Uiden-
tité différentielle

(27) dZ —P,dX,—...— P, dX,,=p(ds — pydx, —...— ppdz,);

ces fonctions sont nécessairement indépendantes. Elles satis-
Sont en outre aux relations

( [ZX;]=0, [X:X)i]=o,
(28) [P X;]=p, [P:X;]=0, [P:Pi]=0o,
[ZP[;] +9Pk:0.

Réciproquement, toutes les fois que Uon aura k fonctions in-
dépendantes L, X,, ..., Xk_y, dont les crochets seront tous nuls,
on pourra leur adjoindre d’autres fonctions telles que ’iden-
tité (2) soit satisfaite.

Il est essentiel d’ajouter aux équations (28) les relations sui-
vantes, que ’on obtient en appliquant la formule de M. Mayer a
trois des fonctions Z, X;, Py

Iz

—_p2 a2

[pZ]=p"—p5;>
X,

(20) (X =—p 2%,
__op

| [ePi]=—p 5

Ces formules, qu'on pourrait démontrer directement, doivent étre
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»

jointes aux équations (28), si 'on veut avoir 'équivalent des rela-
tions (18) relatives aux fonctions satisfaisant a I'identité (16).

Signalons encore un cas particulier de la proposition précé-
dente: On peut satisfaire & ’équation (27) en prenant arbitrai-
rement L., et alors p devra satisfaire uniquement & la premiére
des équations (29).

XI.

Supposons maintenant 2 impair et égal a 2m + 1. Le détermi-
pant A=3a,, ... @y, sera nul; mais, si nous nous bornons
au cas général, tous ses mineurs du premier ordre ne seront pas
nuls. Tant que 'invariant R, dé¢fini par la formule

a, e any X,

8, (1T Qp2 X,

30 R2= S [
(30) e,

Any Qpn X,

— X, —X, o

ne sera pas nul, @4 appartiendra au type indéterminé, et sa forme
réduite pourra s’écrire

dz —pyde,—...—p, dz,,.

Nous considérons les deux invariants suivants.
Le symbole (¢) sera défini par la formule

0
a4 Qny 5-—:—1
. do | e
3 R2(9)2 = ! =
(31) () _, — do % an o a, 22
‘ o0z,
9 d9
o, oz, °

et le symbole [#¥] par la relation

Gd dC?

(32) R =0 7L

D’aprés les propriétés des déterminants symétriques gauches, tous
ces invariants sont rationnels.
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Si on les calcule sur la forme réduite, on trouvera

R2=1,

d 2
or= (&)
0o [ ¢ a9y a [ d¢ de
[?4’]—5;; [E + P 5;;] ~ o [3;. +r 5;]+---,

Nous prendrons

33)

Q.;[ X
L .-6

(v) =

Il suffira, quand on prendra les racines carrées dans la formule
(31), de choisir le signe du second membre de telle maniére que

'invariant absolu (¢) se réduise a g?, lorsqu’on le calculera sur la

forme réduite.

L’invariant R appartient 4 la classe de ceux que nous avons con-
sidérés & la fin de l'article VIII, et il est aisé de reconnaitre qu’il
se reproduira multiplié par p?+!, quand on multipliera la forme 684
par une fonction quelconque p. Donc p®, appartiendra, quelle
que soit p, au type le plus général. Considérons en particulier une
forme normale de ®,4. Nous aurons le théoréme suivant :

Quelle que soit la fonction p des variables z, x;, px, il est pos-
sible de trouver des fonctions 7, X;, Py satisfaisant a Uidentité

dlL—P,dX;—...—P,dX,,=p(ds — p,de,—...— ppdzy)
déja considérée.

Les expressions (33) permettent de développer une méthode
d’intégration toute semblable a celle que Clebsch a employée dans
le cas d’un nombre pair de variables. J'utiliserai seulement leurs
propriétés d’invariance pour étudier encore ici les relations entre
deux formes réduites différentes.

XII.

Je dis d’abord que, toutes les fois que 1'on a

9‘[ = (lZ — l)ldxl T e e Pm dxlﬂ’
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les variables Z, X;, Px sont indépendantes. Cette proposition se
démontre comme dans le cas précédent.

Considérons maintenant deux formes réduites différentes don-
nant naissance i 'identité

(34) dz—pyde,—...— ppdzy,—= dL—PdX,—...—PpdXpu,

et remarquons que l'on adra, en appliquant les propriétés d'inva-
riance des symboles (), [¢¥],
Qf - .qg’
(35) 0z 0L
[ [o¥1:=[o4 ]

La premiére équation appliquée a Z nous donne

7
= ="
et par conséquent
Z=z-+1,
[1 ne dépendant que des variables ;, px. La méme équation, appli-
quée aux fonctions X;, Px, nous montre qu’elles sont indépen-
dantes de 5. Si donc on remplace Z par sa valeur dans lidentité

(34), elle devieut
(36)  dI=P,dX,+...+ PpdX,, — pidz, —...— ppndzm,

et z est complétement éliminée.

Réciproquement, de toute égalité de la forme (36) on peut reve-
nir & P'égalité (34) en remplacant I par Z — 5. Ces deux égalités
doivent donc étre considérées comme absolument équivalentes.

Appliquons la seconde des formules (35) aux fonctions Z, X;,
Pi3; nous aurons

[ (XiXy) =0, (P,Py)=o0, (XiPi)=o, (P:X))=1,

0X; X,
OX,)) = py5— +.. P o—>
37 (IX:) = Py op, P
JP; JoP;
Hpi = = +... m S —“P,‘.
(IP;) =p P, +p P

Nous sommes ainsi conduits a la proposition suivante :

Lorsque o m 41 fonctions X;, Py, l des variables x;, py satis-
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font & une équation de la forme
(38) dn=PdX;+...+P,dX,,—pide,—...—p,dzp,

les fonctions X,, Py sont indépendantes, et, jointes a la fonc-
tionIl, elles satisfont aux relations (37).

Je vais maintenant terminer en démontrant que, si » fonctions
indépendantes X, ..., X, des variables x,, p; satisfont aux équa-

tions
(XRXP) =0,

on peut leur adjoindre des fonctions qui permettent de satisfaire
a I’équation (38), ou, ce qui est la méme chose, nous I'avons dé-
montré, & 'équation (34).

La démonstration étant semblable a celle qui a été développée
a l'article X, je me contenterai de I'indiquer.

Considérons d’abord le cas d’une seule fonction X, et détermi-
nons une fonction P, des variables z,, px par I'équation

(PiX)) =1y
il est aisé de voir que, sil’on considére la forme
Ug=ds—pydxy—...— ppdz, + P, dX,,

a

les équations de Pfaff relatives & cette forme et comprises dans
I’équation unique
dU;—dUs=o

sont indéterminées. D’ailleurs, par suite de la présence de la dif-
férentielle dz, Uy ne peut appartenir qu’au type indéterminé. On
aura donc nécessairement

Uy=dL—P,dX;—...— P, dX,,,
ct par conséquent
dzs—pydey,—...— ppdz, =dL —P,dX, —...— P, dXpn,
ou encore .

di =P,dX,+...+P,dX,, —p de,—.. —pndz,,.
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L}
Le théoréme est donc démontré pour le cas d'une seule fonction.
Quand il y en aura plusieurs, il suffira de répéter, presque tex-
tuellement, les démonstrations de l'article X. Nous nous dispen-
serons de les reproduire. '
Nous avons fait maintenant connaitre les trois propositions de
M. Lie relatives aux identités

Pldw1+'~-+Prndxrn:Pldxl+- oo+ PpdX,,
e(ds —pde, —...— ppdzy) =dL — P dX, —...—P,dX,,
prdz,+. ..+ ppde, =P dX,+...+ P,dX,, +dl.

Comme elles ont de nombreuses applications, nous avons voulu
les démontrer par les procédés les plus élémentaires. La seule pro-
position que nous ayons empruntée i la théorie des équations aux
dérivées partielles est la suivante : Toute équation du premier
ordre admet au moins une solution. Et méme celte proposition
est démontrée par les raisonnements donnés a I'article VII.

Nous ferons remarquer que la proposition de l'article X, a sa-
voir, que I'on peut satisfaire & I'équation

p(dz —pyday—...—ppdz,)=dL —P,dX,—...— P, dz,,

en prenant pour Z une fonction quelconque, offre un moyen, diffé-
rent de celui delarticle VII, de rattacher la théorie des équations

aux dérivées partielles a la solution du probléme de Pfaff.
Car, si
Z—=o

est I'équation & intégrer, on pourra se proposer de tamener l'ex-
pression différentielle & un nombre impair de variables

ds —pydxy—...— ppdz,
a la forme

_;. (dZ —PydX, —...— Py déy),

et, ce probléme une fois résolu, les équations
X,:C,, “eey Xm:Cm

donneront une intégrale compléte de la proposée. A la vérité, ce

X
N
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moyen parait moins direct que celui de I'article VII, et il semble
qu'il augmente la difficulté du probléme, puisqu’il conduit 4 la so-
lution, non seulement de I’équation

Z=o0, |,
mais aussi de

Z=C.

Mais il est aisé, comme on sait, d'introduire une constante dans
une équation aux dérivées partielles. Par exemple, on remplacera
z, par z, + C, 5 par 5 + Cou 5 + Cj zx; et en résolvant par rap-
port a cette constante, on fera disparaitre I'objection que nous ve-
nons de signaler.



