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4 PREMIÈRE PARTIE.

MÉLANGES.

SUR UNE ÉQUATION LINÉAIRE AUX DÉRIVÉES PARTIELLES;

PAR M. P. APPELL.

L'équation différentielle linéaire

y ) ôxôy (x—yf '

à laquelle M. Darboux a consacré une Note si intéressante dans
les Comptes rendus des séances de VAcadémie des Sciences du
i o juillet 1882, peut être considérée comme un cas particulier de
l'équation
/ x / \ d*u o du o du(2) (x —y) -r— fi' h S -- = 0 ,v ' v J ' dx ày r ôx r ày

que j'ai rencontrée dans la théorie des fonctions hypergéomé-
triques de deux variables (Comptes rendus des séances de VAca-
démie des Sciences, séance du 29 mars 1880). En effet, si dans
l'équation (1) on fait

z = (x-yynu,
cette équation prend la forme (a), où (3 = j3r= m. Cette remarque
m'a conduit à essayer d'étendre à l'équation (2) les principales
propriétés indiquées par M. Darboux pour l'équation (1).

Tout d'abord, l'équation (2) ne change pas si l'on remplace
respectivement x et y par

ax -h bf ay H- 6,

a et b étant des constantes quelconques. EUe ne change pas non

plus si l'on y remplace x par --> y parket u par x$y$!u. En

combinant ces deux propriétés, on voit que, si

11 = *(x,y)

est une solution de Téquation (2), la fonction

ex-\-d cy-4-d
\ax-\-

en est une autre solution.
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Cherchons maintenant les solutions fonctions du seul rapport-•
ce

Soit - = t\ alors
du du y du du i
ôx dt x2 dy dt x

à2 u du i d^u y
àxdy ~~ ~dt x* ~~ dt* Hc* '

Substituant ces expressions dans l'équation (2) et faisant en outre
y = tx, on obtient Féquation

(3) * ( I -

qui admet l'intégrale

le signe F désignant, comme il est d'usage, la série hypergéomé-
trique de Gauss. L'équation (2) admet donc la solution

(3) «

et, par raison de symétrie, la solution

(3') «

Les deux solutions précédentes sont des cas particuliers des so-
lutions

(4) tt = * - ^

(4') U = ^ 7 - P '

dans lesquelles \ et [x sont des constantes arbitraires. Les solu-
tions (3) et (3') s'obtiennent en faisant [Ji = (î et X = jï'; et la so-
lution de l'équation (1),

indiquée par M. Darboux, s'obtient en faisant dans (4)

JJI = O, p = p'=m.

Cherchons maintenant la solution entière la plus générale de
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l'équation (2). Employons, à cet effet, la méthode des coefficients
indéterminés et cherchons à vérifier l'équation (2) par la série

(5) f/

on trouve, pour déterminer les coefficients AmjW, l'équation

( J I H - I ) ( H - + - $')Am+in = ( n + i ) ( w + p)A, , v H - i ,

d'où

( 6) A ^ ^ T ) - ( ^ ^) , „ , ^ ^ ^

étant une fonction arbitraire. En particulier, si l'on prend

on obtient comme solution la série hypergéométrique de deux
variables désignée par

On voit que l'équation (2) admet toujours pour solution des po-
lynômes en nombre infini de tous les degrés. Il suffit en effet,
pour que la solution (5) donne un polvnôme de degré N, d'assu-
jettir la fonction arbitraire <L(w-f-/i) qui figure dans (6) à la
condition

<^(m-t-AI) = o pour

pour cela on pourra, par exemple, poser

la fonction m étant arbitraire.
Dans le cas particulier où les deux nombres [5 et jâ' sont des

entiers négatifs, toutes les solutions données par la série (5),
Am>/j ayant la valeur (6), sont des polynômes; en effet, si

on a Am>n= o pour toutes les valeurs de m et n satisfaisant aux
conditions

m > N, n > V.
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D'une façon générale, désignons par */((3, (3') une solution de
l'équation ( a ) ; on aura

c'est-à-dire que, si &([3, (3') est une solution de l'équation (2) ,

—^J' P • est une solution de l'équation (2) où Ton a remplacé (3

par [3-f- 1, et J ' P une solution de cette même équation où

l'on a remplacé (3' par (3'4- 1. Pour le démontrer, il suffit de diffé-
rentier le premier membre de l'équation (2) par rapport à x ou
à y-

La propriété exprimée par les équations (7) conduit à l'inté-
grale générale de l'équation (2) quand (3 et (3' sont des entiers
positifs : (3 = m, f3' = n.

Remarquons, en effet, que si [3 = [J/= 1, l'intégrale générale de
l'équation (2) est

X Y
M ( , i ) y

x—y
X étant une fonction de x seul et Y de jr seul. Alors, d'après (7) ,

et
'X — Y

Telle est donc l'expression de l'intégrale générale quand [3 et (3'
sont des entiers positifs m et n. Le cas où [3 et (3' sont des entiers
négatifs se ramène immédiatement au précédent. En effet, si,
dans l'équation (2), on fait

(8) u = (* - i r ) 1 - M %

cette équation prend la forme

d21 àt dt
(9) (# — y) \—^—(l— P) T- H - ( I — 3') 3 - = °>

c'est-à-dire la forme (2), où (3 et (3' sont changés respectivement
Bull, des Sciences mathém., 2e série, t. VI. (Décembre 1882.) 27
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en i —(3; et i — (3. Si donc (3 et (3' sont des entiers négatifs, i — (3
et i —(3' sont des entiers positifs et l'intégrale t de l'équation (9)
est donnée par la formule établie précédemment.

Supposons enfin que, [3' étant quelconque, (3 soit un entier que
l'on pourra toujours supposer positif à cause de la transforma-
tion (8). En supposant d'abord (3= 1, on voit que l'intégrale gé-
nérale de l'équation (2) est

et, par suite,

m étant entier. On a une formule analogue si, (3 étant quelconque,
[3' est entier.

Lorsque les nombres j3 et (37 sont quelconques, on peut, par la
transformation (8) et l'application répétée des formules (7), rame-
ner ces deux nombres à avoir leurs parties réelles comprises entre
o et 1. On obtient alors l'expression suivante de l'intégrale gé-
nérale :

ry

u— ! o(cc)(y — a)-P'(a — x)~$

-+• O - y ) ' " " ' / % ( « ) ( y - <*)?-'(a - *)"'-'

et ^ désignant des fonctions arbitraires.


