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MELANGES.

SUR UN PROBLEME D'INTERPOLATION
(Extrait d’'une Lettre & M. HErMITE) ;

Par M. A. KORKINE.

« Monsieur,

« Dansle Bulletin des Sciences Mathématiques et Astrohomit-
ques de M. Darboux (tome II, 1871), M. Ermakof a publié un crité-
riumde convergence desséries  termes positifs, qui est plus sensible
que tous les critériums semblables connus jusqu’a présent. -

» 1l existe un certain probléme d’interpolation lié avec ce crité-
rium; c’est sur ce probléme queje prends laliberté de vous présen-
ter quelques réflexions.

» Soit ¢z (') une fonction ou une branche d'une fonction qui
a une seule valeur pour chaque valeur de z. Nous ferons la méme
supposition parrapport a toutes les autres fonctions que nous allons
considérer, en ayant toujours soin de choisir une branche conve-

(*) Yécris ¢z au lien de ¢ (x), pour ne pas embarrasser de parenthéses nos for-
mules
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nable, si plusieurs valeurs de la fonction correspondent & une
méme valeur de z.

» Soit encore ¢_,z la fonction inverse de ¢ déterminée de
maniére qu’on ait

bbbz =z = 2.
» Convenons de représenter par les formules
b, Yez, Y3z, ..., Yz
respectivement les fonctions

Yz, Wz, e, ..., Wz,
et par les suivantes

Yooz, Yosz, ..., Y_p=

les fonctions
Yz, dadabaw, o Yy,

n étant un nombre entier positif.

» Conformément a cette notation, désignons aussi par ¢,z la
variable z elle-méme.

» Alors, la fonction ¢z étant donnée, on peut déterminer la
valeur de ¢,x pour chaque valeur de z, y désignant un nombre
entier positif ou négatif.

» Le probléme d’interpolation que je viens de mentionner con-
siste dans la détermination de la fonction ¢,z pour toutes les
valeurs de y, en l'assujettissant a satisfaire a 'équation

Yybzo = dyz2,

Y et z étant des quantités quelconques.

» Comme nous supposons que Yz soit donnée, il faut que les
valeurs de ¢, pour les valeurs entiéres de y soient les mémes que
nous avons définies tout a I’heure.

» Avant d’aborder ce probléme, nous déduirons une certaine
identité qui nous servira dans la suite et qui conduit immédiate-
ment au théoréme de M. Ermakof.

» Soient f(x) une fonction de x et @ une constante; désignons

oYy

. L., x
aussi par la formule ¢ .r la dérivée e
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» Cela posé, cette identité résultera, si I'on ajoute membre a
membre celles qui suivent,

f,. " ) = f " fw)d, f " fyeyyeds = A j’nﬂw)dx,

ba $sa
f f(%x)v,};’,wdx:f fl@)dz, ...

Ya ha \pra
s wde = 7 fladas
a \py_la

on aura ainsi

g[ (@) +f$2)Y @+ (1 2) ¥y 7+ ..+ F (Y121 2]

f f(@)da.

» Pour en déduire le théoréme de M. Ermakof, supposons qu'il
soit donné une série

(2) S(o)+f()+f(2)+...,
a termes positifs, et prenons la fonction z telle que la série
(3) f(@)+fa) e+ f(haz)byz+...

soit également & termes positifs pour toutes les valeurs de z com
prises entre a et { a.
» Supposons aussi que pour les valeurs indéfiniment croissantes

de y la quantité ¢,z soit positive et indéfiniment croissante, x
étant compris entre a et Ya.

» Cela posé, considérons le rapport

Sy )z f(4y-12)Y! Yy
f(“{y—-ix)q"y-ix S(Yy12)

de deux termes consécutifs de la série (3), qui devient

fya)ys
) , i

en faisant ¢, _, x = z.

» Sile rapport (4) pourles valeurs infiniment grandes de z reste
inférieur & une certaine quantité, qui est elle-méme inférieure a
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I'unité, la série (3) est convergente et le premier terme de I'iden-
tité (1) sera fini quelque grand que soit y. Il en est de méme du
second terme, qui devient a la limite

f., " f(@)da.

» Or dans ce cas la série (2),d'aprés le théoréme de Cauchy, est
aussi convergente.

» Sile rapport (4) reste supéricur & I'unité, z étant infiniment
grand, la série (3) est divergente et les deux termes de I'identité (1)
seront infiniment grands pour les valeurs indéfiniment croissantes
de y.

» Dans ce cas, en vertu du méme théoréme de Cauchy, la série
(2) est divergente.

» M. Ermakof déduit de son théoréme un remarquable caractére
de convergence des séries, en faisant

5 = ez,
» En revenant i notre probléme, laissons & ¢ x la signification
d’une fonction donnée quelconque.
» Nous allons chercher d’abord la forme que doit avoir la
fonction ¢, x, si elle est continue par rapport a x et y, au moins
entre certaines limites. Nous supposons aussi que la dérivée

%—w tende versune limite déterminée lorsque y s'approche de zéro.
» Désignons cette limite par Az et différentions 'équation
Yaby? = Yyrz®
par rapport a z; nous aurons

Waly® _ 0YyrsZ _ 0%yes?
03 03 9y

ou, en faisant ¢,x =§,
i ()q/zE . ‘-Py+zx_

03 oy
» Posons z=o0 dans cette équation. Comme la dérivée %—%
deviendra alors A\§ et que ¢, ;x sera &, il viendra
o

=2
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» En désignant par ¢ l'intégrale
¢
AE ’
on déduit de la
Pt =o¢Yyz =y + 0z,
fx étant une fonction de z.
» Ilrésulte de cette équation celle qui suit

Yyo =9 (y + 02).
» En ayant égard a ce que ¢y =z, on aura, pour y = o,
z=¢_1(0z);

par conséquent o_, x et §x sont des fonctions inverses l'une de
l'autre; G« ne différe donc pas de .

» Ainsi la forme définitive de ¢,z peut étre exprimée par la
formule

(5) byx = o4 (y + o).

» Pour que les valeurs de ¢,x, qui correspondent aux valeurs
entiéres de y, soient celles que nous avons définies précédemment,
il faut et il suffit que la fonction ¢ & satisfasse a I’équation

(6) ¢-1(1 +92) = Y,

que\ I'on obtient en faisant y = 1 dans la précédente.

» Réciproquement, si I'équation (6) est satisfaite la formule (5)
donnera une solution du probléme proposé.

» En effet, on déduit de cette formule

Yabyz = 9-1(3 -+ ¢y ),
et encore
Wy® =y + 92
donc on aura
bbby =91 (5+y + o).
» Le second terme de cette équation représentant {,,,x en
vertu de la méme formule (5), il en résulte

Yabyw = by o2,

Y et 3 étant des quantités quelconques.
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» Ainsi, puisque la condition (6) est remplie, la formule (5)
donne effectivement une solution.

» De cette maniére la recherche de la fonction ¢,z est réduite
a celle de la fonction 9, qui ne dépend que d’une seule variable z.

» Proposons-nous maintenant de déduire toutes les valeurs de
¢, x lorsqu'une seule d’entre elles est connue.

» Soit ¢z la fonction qui détermine cette solution connue de
notre probléme, de sorte qu’elle soit donnée par la formule

by 2 = ¢ (¥ + ¢2).
» Toute autre solution peut étre exprimée par I’équation
Yy2 = py(y -+ p2),
Pz et p_y x étant des fonctions inverses, qui satisfont la condition
por (1 + pz) = .

» En supposant que y soit un nombre entier, ces deux formules
représenteront la méme quantité §,.z.
» Or on en déduit

by =y + 92, pYyz=y-+pz,
par conséquent
plyr —obyr = pzr — ¢z

» En remplagant ici ¢,z par sa valeur

9—1(y + ¢x),
nous aurons

w1y + 92) —991(¥+92) = p91 (¥ +¢2) — (¥ + @) = p7 —¢2.
» Faisons ¢ = u et par conséquent x = ¢_, ©; il viendra
oy +u) —(y+u)=pou—u.

» Lafonction up_, u — u est donc périodique ayant pour période
I'unité, puisque y est un nombre entier arbitraire. En la désignant
par ¢ %, nous aurons

WO U= U-+oU,

ou, en remplacant ¢_, u par x et u par o,

pr =0z -+ oo,
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» Ainsi la fonction pz, qui donne une seconde solution, se
déduit de la fonction ¢ x, qui détermine la premiére, par I'addition
a ¢z d'un terme ooz, oz étant une fonction périodique avec la
période égale a 'unité. ’

» Clest la seule condition a laquelle doit satisfaire oz, car si
I'on prend au lieu de ¢« la fonction

pr = 0x -+ ooz,

on obtient toujours une seconde solution.
» En effet, on a
eYyz =y + ¢,

et supposant que ¥ soit un entier, il viendra
soYyx =o(y -+ ¢x) = oo,
» Donc on aura
Wy &+ oYy =y + 92+ ¢,
ou bien

pyz =y + pao.
» Il résulte de 1a
byz = po(y + pa).

L2

» Ainsi la fonction ¢, x donnée par ’équation

. byx = o_1(y +¢2)
est représentée aussi, pour les valeurs antérieures de y, par la
formule

p1(y + pa).

» Cela étant, cette formule donne une solution lorsque y est
une quantité quelconque, comme nous avons démontré. »

» Il suil de la qu’il suffit de trouver une seule solution de notre
probléme pour en déduire toutes les autres. En effet, ¢,z étant
connue, on déterminera ¢z en résolvant par rapport a  'équation

bya =,

a étant une constante. La valeur de y en fonction de x, obtenue
de cette maniére, est la fonction ¢z, telle que

¢-1(y +92) = 4y,

comme 1l est facile de s’en assurer.
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» Ayant @z, on trouvera toutes les solutions, comme il a été
expliqué ci-dessus.

» Passons maintenant & la détermination de la fonction ¢z,
lorsque ¢ est donnée. On peut procéder en suivant deux mé-
thodes : la premiére consiste dans la recherche de la fonction ¢z,
dont on déduira ¢,x; la seconde, dans le développement direct
de ¢,z en série, sans déterminer préalablement ¢.

» Sil'on veut chercher ¢z, il faut résoudre 'équation

(6) o1 (1+92) =Yz,
ou bien cette autre, qui lui est équivalente,
(7) 1+ 92 = ¢

» On trouve I’équation (7) dans un Mémoire d’Abel (*), ou il ré-
duit sa résolution a celle d’une équation ordinaire aux différences
finies. Or, comme celle-ci n’est pas plus facile & résoudre que
'autre, sa solution étant la valeur de la fonction ¢, 2 pour une va-
leur particuliére de z, j’essayerai de traiter directement 1'équa-
tion (7). ’

» Soit f(z) une fonction quelconque, mais telle que la série

(f(@)+f(Y2) o+ f($ 2)y 2 + f(Ys )Yz +. ..
+f(Y1 @)Wy 2+ [ )Yy @ + f(Ys @)Y g2+ .

soit convergente pour toutes les valeurs de x comprises entre
certaines limites.

» Comme la fonction ¢,z est connue, tant que y est un nombre
entier, si I'on a choisi la fonction f(z), on peut, pour une valeur
donnée de z, déterminer la valeur de chaque terme de la série (8),
et par conséquent celle de la somme d’autant de termes qu’on
voudra.

(8)

» La somme de la série (8), quenous allons désigner par w(z),
est une fonction de z, qui satisfait évidemment a ’équation

(9) oY)V e = w(2).

» En prenant une constante C et la valeur de  comprises entre

(') Détermination d’une fonction au moyen d’une €quation qui ne contient
qu'une seule variable (OEuyres complétes, t. 11).
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les limites de convergence de la série (8), faisons
X
0@)= [ w(a)ds,

et nous aurons, en vertu de I’équation (g),
(10) 8(dz) =8(x)+G,
C étant une constante déterminée, exprimée par la différence
O(dz) —0(=).

» En faisant

I

g Y(@) = 9w,

I’équation (10) deviendra

bz =9z +1,

. ¥
et la fonction ¢z est donc C O(x).

» Silon peut assigner une quantité a, de telle facon que la série
(8) soit convergente pour toutes les valeurs de 2 comprises entre
a et Ya, il est possible de déterminer la constante C indépendam-
ment de la fonction 6(z).

» En effet, d’aprés I'identité (1), on a

$a
A VO U R ST
a q"a
+[ysya)da = [ fz)de
a
» On aura de la méme maniére
Ya
[ U 2 flam)
+/se)calde = [ f(z)de.
y_.a@
» En ajoutant ces deux identités terme a terme, on aura

Y a
[ U@ S S e Sy, 47
S22+ f(Yaz) sz o f(Y-a2) sz ] de

Yra
= f(2)dx.

Yy _za
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» Supposons maintenant les entiers y et z infiniment grands et
passons a la limite; comme celle du premier terme est

Ya
[ w@ds =ba)—o(a) = ¢,

nous aurons
lim¢ a
C= 7 fl(w) da.
him qa_za .

» Quant au choix convenable de la fonction f(x), nous ne nous
en occuperons pas ici, cette question dépendant de la nature de la
fonction ¢ z.

» Le second moyen de déterminer ¢,z est son développement
en série suivant les puissances croissantes entiéres et positivesde
la différence x — a, o étant une racine de I’équation

bor = .

» Je suppose que la fonction ¢z soit aussi développable en une
semblable série. Je ne discuterai point la possibilité de ces déve-
loppements; en les supposant possibles, je me propose seulement
de déterminer les coefficients de la série exprimant ¢,z en fonc-
tion de ceux de la série qui représente ¢ .

» Il est évident que, en vertu de ’équation

Ya=a,
on aura

bya=a
pour toutes les valeurs entiéres de y.
» Siy n’est pas un entier, on peut faire

Yy =m-+ )\,
m étant un nombre entier et A << 1. Comme on a
Yo =y da = ¢ o,

la quantité ¢y« est une racine de I'équation ¢x = 2.
» Or on a de méme

Yya=muma=hdne={a;

donc ¢, o est aussi une racine de cette équation.
» En supposant que ¢,z soit une fonction continue de y dans



238 PREMIERE PARTIE.

\
le voisinage de la valeur y =o et en admettant la possibilité des
séries mentionnées, il faut qu’on ait ¢, =a pour des valeurs
quelconques de y.

» Soit maintenant

br =0+ Ag(x —a)+ Aj(z —a)2+ Ay(x—aP +...
le développement de ¢ . Nous considérons les coefficients
Aoy Ay, Ay .,

ainsi que o, comme connus, et nous allons nous borner au cas
le plus ordinaire, en supposant que A, ne soit pas nul.

» En vertu de ce que ¢,a=ua, le développement de ¢,z sera
de la forme
(a) dyx=a+a(x—a)+ o(r —a)+a(x—a)+....

» Les coefficients
%oy Ay Qg
sont des fonctions de y, telles que pour ¥y =oon a
Oy =1, Q4 =0y =.,..=0,
car o2 =z, et poury =1 on a
a=Agy a=Ay a=A~Ay ...

puisque ¢, z = .

» Pour déduire les valeurs générales des coefficients «,,a,,
ds, « - ., on peut procéder de différentes maniéres.

» D’aprés la forme ¢_, (¥ + ¢ ) de la fonction ¢, z, il est évi-
dent que le rapport

oNyx Yy
dy ' oz

est égal & ?I; =\z. Donc on aura

yzr oy
o = o

» Le développement de Az étant de la forme
Az =Bo(z—2)+ Bi(z — o)+ Ba(z —a) +.. ,
I’équation précédente fournit l'identité

dao

da,
Z—a)+ — (x— )2 +4..,
> )+ 5 (@ —2)

= [ag + 22 (2 — ) + B3ap(r — ) .. J[Be(x — )+ Bz — ) 4. ]
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» En comparant les coefficients des mémes puissances de x — o
dans les deux termes, on en déduira ces équations

Oa Ou,
d__}f = Bo o, ?}’1 = 280y + By a0,
» De la premiére il suit
ay = Geboy,

C étant une constante. Or pour y = o0 on a &y =1, et pour y =1,
ay =A,; donc
C:l, po:lOng, ao=A{.

» De la méme maniére, del’équation

O
d_; = 2@0“1 -+ ﬁiao,
il résulte
y
@ = A Ay AT

o— 1 ’
et ainsi de suite.

» On parvient plus directement aux valeurs des coefficients
oy, Og, A, « .+, comme 1l suit.

» On a 'identité

(11) bydzr —a=Yyr—a. ”

» En ayant égard aux développements de §z et ¢, z, il vient
Yy —a=ag(Vz—a)+ 4y (dr—a)+ (b —a)P+...,
Wyz —a=Ag(Yyx —a) + Ay(Yyz —a) + Az(Yyzr —a)® +....

» Or, en désignant z — a, pour abréger, par z, on a

box—a=Aoz+ Aj32+ Az +...,
dyr—a =095 4+ ;82 + 2383 +...;
donc on obtient

Yybr —a=-2y(A¢gs+ A1 32+ A 2% +...)

+ oy (Ags+ A 22+ Aga3+. . )2+ (Aps+Ay8t+. . )8 +...,
Wyz —a=Aj(ayz+ a2+ a9z +...)

+A(ag s+ o B2+ a2 4. . )2+ A (g s+ 2% B2+, .. B3 ...,

» En vertu de l'identité (11), ces deux développements sont
égaux. En comparant les coefficients des mémes puissances de z,



2o PREMIERE PARTIE.

on aura les équations pour déterminer successivement a,, &, a3,
a4y - .., la quantité a, étant trouvée et égale a AJ.
» Ces équations sont

Ajag+ Aoy = Agoy + Ajal,
Asag +2A0A 0 + Afag = Agas + 2A 29y + Agad,
Azog+ (2A0As + A2)ay + 3AZA 00+ Afas
= Agas+ Ay(2aay + a}) + 3Asaf oy + Azaf,
Ayag+2(AgAs+A Aoy +3(A2A+AoA})ag+4A3A a3 +Afa,
=Aoo,+2A1 (g3 +agos)+3Ag(adag+agad)+4Azad o+ A, af,

(12)

et ainsi de suite.
» On en déduit facilement, en ayant égard & la valeur,

uo‘-:.A'z,
Al —1
w=AAT
AT =D AT ) A —1
= 2AY-1 Y—-1
ay = 2A}AY YT + Ay A TV

s (AJ—1) (AT —1)[(Ag+5)A] —5A% —1]

— AS AY—
“=ATAY (Ao —1) (A3 —1) (A3 —1)
L, (A= D (At —1)[(BAo+ 5)A} + (540 + 2)]
y—1
A A A —DAi—1n
o, A3y —1
+A3A0Y 1 Koos—_—;"

1 AT=DAT —1)(AF2—D)[(2A§+3A0-+7)AJ—(7A3+2A0+3)]
(Ao—1)(Af—1) (A§—) (A§—1)
[ (AY—1)YAY 1 —1)[(BAJ+14A%+20A0+21)A3Y
+(—9A§—15A3+2A34+9A+1)AY
—(21Af+12A3+6A2-+5A0+2)] |
(AF—DAF—D)(A{—1)

\ (AJ—1) (AT 1—1)[(2A23+2A+3)A2Y )
+(2A2+3A0+DAT+3A2+A+1]
AF—1)A§—1)

AbY —1

A —1’

o =2A}AZ-

+AJA,AY?

+2A1A3A%—l

(AP —D(AF2 —1)
(A§ —1)(A§—1)

+3A3A7 + A AL
et ainsi de suite.

» On peut vérifier ces expressions, en remarquant que, si 'on
prend pour y un entier positif arbitraire et pour A, une racine de
I'unité de degré quelconque, les valeurs de a,, «,, @3, ... ne de-
viennent point infinies.
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» Les équations (12) déterminent aussi les coefficients B,,
. . I
Bs, « . ., dudéveloppement de la fonction Az = P En effet, nous

avons vu que la dérivée

Myz 02 o0 %
Py _dy(x a)+dy(w ay—4...

0 ou o

devient Az, pour ¥ = o; donc les quantités W e w pour

¥ = o, ont respectivement les valeurs 3o,3,82,....

» Différentions donc par rapport & y les équations (12) et fai-
sons ensuite = o dans les équations que nous allons ainsi ob-
tenir.

» En remarquant que'ao se réduira & l'unité et a,, oy, 0z, e s
s’évanouiront, on obtient

Aipo -+ A%ﬁt =Aoﬁ1 -+ 2A1(3m
AgBo -+ 2A0A1p1 -+ Agpg =A0132 —+ 2A1Bj -+ 3Azpo,
A3po+(2AoA2+A%)ﬁ1+3A%A1p2+A3p3=Aop3+ZA‘pz—i-3A2§1+4A3§o,

et ainsi de suite. )
» Or nous avons trouvé 3, =logA,; par conséquent,

8, = A
Ao(Ag—1)
By = 2(AgAs — A})
2T KA —D (Ao +1)
8 = 3AF(Ao+1)As — (8A0+7)AoAsAs -+ (5Ac+ AT |
AJ(AS—1)(Ao+1)

log Ay,

log A,

ogA,,

et ainsi de suite. En faisant dans la série (a) a=oet Ay =1,
on aura, comme cas particulier, celle qui a été obtenue par
M. Cayley (Quarterly Journal, t. III) et mentionnée depuis par
M. Schrider (Mathematische Annalen, t. 1II).

» Je dois réclamer toute votre bienverllance, Monsieur, pour
les considérations précédentes, qui ont tant de défauts et je m’es-
timerai trés heureux si elles peuvent jeter quelque jour sur le
probléme en question.

» Clest en espérant qu’elles peuvent servir aux géométres, qui
s’occuperont du méme probléme, que je vous prie, Monsieur, de
vouloir bien faire paraitre un extrait de cette Lettre dans le Bul-

Bull. des Sciences mathém., 2° série, t. VI. (Septembre 1882.) 20
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letin de M. Darboux, ou est aussi inséré le Mémoire de M. Er-
makof.

» Veuillez agréer, Monsieur, I'expression de mon profond res-
pect. « A. KorxINE. »

1" mai 1882.



