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SUR LES INTEGRALES ALGEBRIQUES DES EQUATIONS LINEAIRES;

Par M. GOURSAT.
Soit
d? d
(1) L=a

une équation différentielle linéaire du second ordre. a coefficients
rationnels; si I'intégrale générale de cette équation est une fonc-
tion algébrique, il est clair que, entre deux intégrales quelconques,
il existera une relation algébrique a coefficients constants. Mais
la proposition réciproque n’a été, du moins & ma connaissance,
établie nulle part; je me propose de montrer que, sauf des cas
tout particuliers, quand deux intégrales distinctes de 1'équation (1)
sont liées par une relation algébrique, ces intégrales sont elles-
mémes des fonctions algébriques de la variable z.

Soient donc y4, y» deux intégrales linéairement indépendantes
de I'équation (1), liées par la relation F(y,, y,) = o0, ot F désigne

Y

une fonction entiére a coefficients constants. Des deux équa-
tions

2y dy,
2 —_— = ——
(2) et~ %dz T byv
dazy. d
3 L2 — ———y2
(3) der —%qr T+ by
(') Pour la définition des fonctions $ (v,, ..., ¢,), comparez : Journal fur Ma-

thematik, t. LXXXI, p. 170.
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on tire
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dx
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(dx
et la relation (4) devient
dy,
1 /dy;\? __.}’:—}’tgy—i.
b\dz) — d?y,
dy}

Désignons par u I'expression contenue dans le second membre;
w sera liée a y, par une relation algébrique a coefficients constants
S(u, ¥1) = o, qu'il sera facile de calculer en partant de la relation
F(yi,72)=0.

La fonction y4 de z vérifiera donc les deux équations différen-
tielles

Ay, dy
(2) di = Y T

(5) ) —I (%)2___1“

différentions les deux membres de la derniére par rapport a z, et

.. d . .
divisons par 57% On obtient une nouvelle relation

da*y, 1 dbdy, b du

dx?

2bdz de T dyy
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qui, combinée avec I'équation (2), nous donne

db\dy, __,,(du
(2ab-—— EZ‘)?{; =b <J_)’I -—-2‘}'1>.
Enfin, si 'on compare cette derniére avec I'équation (5), on
obtient la relation

<2 ab — d—b>2 <ﬁ — 29 )2
(6) dz) _\ay, N
b - u ’

X o N .
7 ne se réduit pas a une quantité constante, en

éliminant « et ‘%—iﬁ entre I'équation (6) etles équations f(u«,y)=o,
1

(-;-)i of du _ 0, on sera conduit & une relation algébrique entre
)y, du dy,

z et y,. L'intégrale générale de U’équation (1) est donc une
Jonction algébrigue.

M. Appell a montré (Annales de I’ Ecole Normale, 1. X, p. 418)
comment on pouvait reconnaitre l'existence d’une relation algé-
brique entre deux intégrales linéairement indépendantes de 1'équa-
tion (1), et comment on pouvait calculer les coefficients constants
qui entrent dans cette relation quand on se donne les valeurs ini-
tiales de ces deux intégrales et de leurs dérivées premiéres, pour
une valeur de # qui ne coincide pas avec un point singulier de
I'équation différentielle. On pourra donc, dans ces cas, trouver
I'intégrale générale de I’équation (1) par de simples éliminations.

b 2

<2 ab — —
Les conclusions précédentes sont en défaut si —
contient pas x; mais, dans ces cas, il est aisé de reconnaitre que
Vintégration de I'équation (1) se raméne a des quadratures. Suppo-

ne

, .. db ,, .
sons d’abord que l'on ait T > ab=o; alors I'équation (1) admet

les deuxintégrales

yi=sin[e(2)], y2=-cos[¢(2)],

o(r) :‘/.\@a’m.
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Entre ces deux intégrales existe la relation

yYi+ryi=r
Silon a
<Z—;§ — 2ab> = hb?,

J étant différent de zéro, en faisant un changement de variable

x = f(%) de fagon a annuler le coefficient de d}EI I’équation (1)

devient ,
h, a4z
([’) <\-/;_lg+a> -d—s‘)?,:y’

elle admet les deux intégrales

7 ry 7 ry
:<\/7h€+a> ’ _}’2:<%—32+d> ’

ry et r, désignant les deux racines de ’équation
hr(r—1)—4=o.

Il y aura une relation algébrique entre y, et y., si les deux ra-
cines de cette équation sont commensurables entre elles.

Ces cas exceptionnels écartés, je remarque que les considéra-
tions précédentes s’appliquent sans modification a des équations
différentielles linéaires du second ordre d’une forme plus générale
que I'équation (1) : ce sont les équations

d’v
Az —"?( ’})d +¢(T1])za

ou ¢(z, ), ¥(x, y) désignent des fonctions rationnelles de z et
de y, y étant liée & x par une relation algébrique F(z,y)=c¢.
De pareilles équations ont été considérées par M. Appell dans di-
verses communications. La méthode précédente prouve que, s'il
existe une relation algébrique entre deux intégrales d’une équation
de cette forme, I'intégrale générale est elle-méme une fonction
algébrique. Sile genre de larelation F(z, y) = o est égal 4 I'unité,
alors & et » peuvent s’exprimer par des fonctions uniformes dou-
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blement périodiques d’un paramétre ¢, et 'intégrale générale est
elle-méme une fonction algébrique de sinam¢.

Enfin, je ferai remarquer que la méme méthode s’applique a
toute équation différentielle linéaire du second ordre & coefficients
quelconques, quand on connait une relation, algébrique ou non,
entre deux intégrales distinctes de cette équation. Elle permet de
former l'intégrale générale par des différentiations et des élimi-
nations, sauf, bien entendu, dans les cas exceptionnels que j’ai
signalés plus haut.




