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PREMIÈRE PARTIE.

M É L A N C E S .

SUR DES FONCTIONS DE DEUX VARIABLES PROVENANT DE L'INVERSION
DES INTÉGRALES DE DEUX FONCTIONS DONNÉES ;

P\R M. L. IX'CHS, à Heidclbcrg.

(Mémoire présenté à la Soc. roy. des Sciences de Gœltinguc, le 8 janvier 1881.)

Traduit par M. STLPHV\O!>.

Dans une Communication publiée dans les JSacluichten de la
Société royale des Sciences de Gœttingue (lévrier 1880, p. 170
et suiv.), j'ai déüni des fonctions de plusieurs variables, lesquelles
doivent leur origine à l'inversion des intégrales des solutions des
équations dilférentielles linéaires homogènes. J'ai présenté en ce
lieu, et avec plus de développements dans le Joanud de Borvhardt,
t. 89, p. I 5 I et suiv. ( '), un exemple de pareilles fonctions, en
introduisant certaines restrictions pour le cas des équations diffé-
rentielles du second ordre. Plus tard j'ai dressé, dans les JYach-
richten de la Société rovale des Sciences de (iœttingue (juin 1880,
p. 445 et suiv.) (2), le Tableau des équations différentielles rem-
plissant ces restrictions, et donné en même temps les intégrales
de ces équations di Herent iel les.

Ayant porté par la suite mes efforts à trouver les conditions né-
cessaires et suffisantes auxquelles doivent satisfaire les équations
différentielles linéaires et homogènes du second ordre pour qu'elles
puissent donner lieu, par l'inversion mentionnée, à deux fonctions
de deux variables indépendantes, telles que toute fonction symé-
trique de ces fonctions soit une fonction uniforme des deux va-
riables., je suis parvenu à une généralisation du problème, et cela
en prenant, au lieu des solutions d'une équation différentielle
linéaire du secondordre, certaines fonctions présentant un ensemble
de caractères particuliers. C'est la solution de ce problème, pour
les fonctions ainsi caractérisées, que je; me permets de présenter
dans ce qui suit.

(') Voir la traduction de ce Mémoire dans ce Bulletin, IV,, 278.
C') Celle Note a aussi paru, eu traduction, «lans ce Bulletin, IV ,.
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Parmi ces Jonctions s m t comprises entre autres les solutions des
équations différentielles linéaires d'ordre quelconque (et. par con-
séquent aussi les fonctions algébriques, lesquelles satisfont toujours
à des équations ditférentielles linéaires), de sorte que dans ce qui
suit est contenue aussi la résolution de ce problème particulier :
Prouver de quelle nature doivent être ces solutions pour que, par
l'inversion de leurs intégrales, on arrive à des fonctions de deux
-variables dont les fonctions .y métriques soient uniformes,

I.

Soient/(s), ®(z) deux fonctions de z dont le quotient ne soit
pas nue constante et lesquelles, pour chaque valeur de la variable»
indépendante, prennent un nombre limité ou illimité de valeurs
déterminées, tandis que pour chaque valeur z = a de cette variable,
pour laquelle elles deviennent infinies ou subissent une ramifica-
tion, de même que pour z = GO , elles admettent des développements

î

procédant respectivement suivant les puissances entières de (z—a)11

onde ( - j [n étant un nombre entier positif), et ne présentant

qu'un nombre limité de puissances négatives et de produits de telles

puissances par des puissances entières positives (et dont les expo-

sauts ne surpassent pas un nombre fini) de log(;r— a) ou de log-

respeetiveinent. Nous ajouterons encore la rcstriction'que les plus

petits exposants des puissances de z — a ou de ~? multipliées par

des facteurs logarithmiques, ne doivent surpasser respectivement
l'unité négalive ou l'imité positive. Les valeurs a seront appelées,
d a n s l a s u i t e , points singuliers d e s f o n c t i o n s f [ z ) , ® { z ) .

Lorsque z accomplit un nombre illimité de circuits, le quotient

Ç = f/ „\ P c u t atteindre une valeur indépendante de z. Ces valeurs

de Ç seront désignées, parla suite, par la lettre y. Nous supposerons
qu'alors une au moins des fonctions ff(z)dz, fv(z)dz devient
après le parcours de tous ces circuits, infinie pour toute valeur
de z. Si de plus, après l'accomplissement d'un nombre limité de
circuits, il arrive que, pour une valeur z = />, Ç prend une des
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valeurs y, il faudra de même qu'alors une au moins des fonctions
fj\z) dz, fo(z) dz devienne infinie pour z = A.

Nous pouvons, sans atteindre à la généralité, admettre que, pour
chaque point singulier a et pour z = oo , les fractions qui entrent
respectivement en exposants dans les diverses puissances de z —a

ou de - aient un dénominateur commun, et le même pour les deux

fonctions ƒ (s), <p(~), puisque, si le contraire avait lieu, ou pourrait
prendre pour dénominateur n le moindre commun multiple des
divers dénominateurs.

Un exemple de telles fonctions est fourni par les solutions des
équations différentielles linéaires homogènes de l'espèce que j'ai
caractérisée dans mon Mémoire publié dans le Journal de Bor-
chardt, t. 06, p. iföi éq. (12).

Nous allons maintenant nous proposer la questiou de trouver les
conditions nécessaires et suffisantes pour que les fonctions z,, z2

des variables indépendantes */,, i/2, définies par les équations

f / O(z)fh+ f G(z)fh-=ii., ' .

— où 0,, o2 sont des constantes arbitraires pour lesquelles les quau-
titésy*(0| ),/'(o2), ç(3| ), 'f (o2) admettent des valeurs déterminées,
et où les intégrations prises entre les mêmes limites doivent être
effectuées le long d'un, même chemin—, soient les racines d'une
équation quadratique dont les coefficients sont des fonctions uni-
formes des variables M,, U2 aux environs de tous les couples de va-
leurs finies de ces variables.

ir.

Soient, tiux environs de z, = o,, z., = oa,



MÉLANGES. 55

les équations (A) donnent alors

(2 )

Puisque o,, o2 représentent des quantités arbitraires, et que hr^:

n'a pas, d'après l'hypothèse, une valeur constante, on peut sup-
poser que la quantité aop'0— a'o j30 soit différente de zéro. On ob-
tient alors (JACOBT, Journal de Crelle,t. 6, p. 274), pour z{ — o 4 ,
z2— So, des développements procédant suivant les puissances posi-
tives de ?/j, u2, valables pour les environs de iii = o, u2 == o. Ces
développements servent alors à définir les fonctions z M z2 dans ce
voisinage. En faisant maintenant parcourir aux u,, u* des chemins
arbitraires et indépendants entre eux et partant de o, 0, les fonc-
tions Zj, z2 décrivent des chemins correspondants en restant liolo-
morphes dans le voisinage des valeurs de M,,M2 parcourues, tant
qu'aucune des quantités z^z2 ne devient infinie ou ne coïncide
avec quelqu'un des points singuliers des fonctions / ( s ) , © ( z ) , et

aussi tant qu aucun des quotients Ç, = -j. -> C2 = 7—-- n atteint

une des valeurs y, et enfin tant que les zs, z2 n'obtiennent des \a -
leurs satisfaisant à l'équation

/ jD x v ./ v ~ i / y ( ^2 )
• = o .

Car , en considérant des valeurs zK ==/>>», z2 = b2 soumises aux
restrictions précédentes et auxquelles correspondent des valeurs
uK = p»,, u2 = ^2, on démontrera i t , de la même façon que pour le
voisinage de M < = O , M2 = O, que s , — £<, 3 2 — b2 peuvent être
développées aux environs de us = y , , M2 == ^2 suivant les pu i s -
sances entières et positives de uK — i^,, u2 — t/2.

Puisque w,, u2 sont des variables indépendantes ent re elles, on
n 'aura à soumettre à une discussion part iculière les positions de
a{ = v{, u2 — v>2, pour lesquelles il arrive soit qu 'une des quanti tés
.s, , z2 coïncide avec que lqu 'un des points singuliers des fonctions

f(z)i <p(s), parmi lesquels se range dans certaines circonstances lu
point à l ' infini, soit qu 'une des quanti tés Ç,, Ç2 at teint u n e des va-
leurs y, soit enfin qui; les s , , ^2 satisfont à l 'rf |uation (B) , que dans
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le cas seulement où les s , , z2 arrivent aux valeurs précitées sans
qu'il soit nécessaire de supposer quelque relation entre les derniers
éléments des chemins suivant lesquels u{1 u2 parviennent à eM i>2.

Lorsque, au contraire, aucune des valeurs indiquées de J 4 , z2 no
peut être atteinte pour u{ = e4, i/2 = y2 sans qu'une relation soit
supposée entre les derniers éléments drs chemins des variables
U\,ii-2i les fonctions 3, , z2 des variables indépendantes */,, u2 doivent
prendre en ces positions d'autres valeurs à coté des valeurs excep-
tionnelles dont nous avons parlé; elles restent donc uniformes tout
autour de ces positions tant que /*,, u2 demeurent indépendantes
entre elles, tandis qu'elles deviennent indéterminées pour ces
positions mêmes.

Pour éviter toute prolixité, nous remarquons que l'on pourra
supposer par la suite que, dans les développements de / ( s ) , r^(z)
relatifs au \oisinage d'un point singulier de ces fonctions, ou d'un
point non singulier, ou eniin du point à l'infini, les exposants des
plus petites puissances soient les mêmes, et que, lorsque Ç coïncide
avec une des \aleurs 7. ff{z)dz,fo{z)dz deviennent simulta-
nément infinies. En ciïct, si cela n'avait point lieu, on pourrait
prendre

'f 1 ( S ) ~~~ 72 1 J { Z ) ~'~ 722 ? { Z' ) »

YMÎ "i'12-» Y-iiî V22 étant des quantités arbitraires. En posant alors

t *T'i ™=7n' / i - x - V "

( i r î = 7 â l / / , -+

les équations (A) deviennent

1 f lMz)th+f 'ƒ,( s) rf;-=«•„

Les fonctions f{ ( s ) , ^\(z) ont maintenant, parce que 711 , .. ,720
sont quelconques, la propriété requise, et les fonctions symétriques
de z{,z2 seront uniformes au \oisinage de valeurs déterminées de
/j,,M2> lorsque ces mêmes fonctions sont uniformes au voisinage
des valeurs correspondantes de w t , tv2, et lorsque, d'antre part, les
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derniers éléments des chemins suivant lesquels w{) w2 arrivent à
certaines valeurs wn w'2 dépendent l'un de l'autre; par là s'éta-
blissent aussi des relations déterminées entre les derniers éléments
des chemins suivant lesquels uM u2 atteignent les valeurs corres-
pondant à w\) çv'2.

III.

On a tout d'abord la proposition :
I. Les fonctions f (z) et <f(z) ne doivent pas s'annuler pour

une même valeur finie de z.
Considérons en effet, d'abord, une valeur z=b, ne coïncidant

pas avec un point singulier des fonctions f(z), cp(z) et pour
laquelle ces fonctions s'annulent, et supposons que l'on ait, aux
environs de z = i ,

l(z -(ƒ(*) = «k{* -

h étant un nombre entier positif.
Désignons par z = c une valeur arbitraire de z non singulière

et au voisinage de laquelle on ait

( • • )
c)

et soient u, = u,, ui= v2 les valeurs de W|, u2 correspondant à
z, = è, z2 =z c. Il s'ensuit alors des équations (A)

«1 — A:-h A

, «*4

— C )

k-Y-ï

V» —

Si maintenant z i — è et z2 — c deviennent infiniment petits, de
manière que l'on ait

(3) ^ - 0

des Sciences mat hé m., a* Série, t. V. (Février 1881.)
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Ç étant u n e quant i té que lconque et */) u n e quant i té in f in iment pet i te
d'un ordre supér ieur à celui de ( z{ — h ) * + l , o n pourra déterminer \
de manière que la quant i té

(où ^.désigne une quantité donnée arbitraire) soit infiniment petite
d'un ordre supérieur à celui de (zK — b)k+{. Cette valeur de Ç est
donnée, en effet, par l'équation

(4) ?(p'0-xp0) + ^ ^ = o.

Puisque ^ n'est pas une constante, on peut déterminer z%= c

de manière qu'aucune des équations

ne soit vérifiée. Si \ a une valeur finie, \ sera alors une quantité
finie, et les quantités

seront différentes de zéro. Par conséquent, u{ — vK et u2 — *>2 repré-
sentent alors des quantités infiniment petites du même ordre que

(zi — &)*"*"% tandis que — prend la valeur arbitrairement

donnée X. 11 résulte de là d'abord que z, , z2 acquièrent respecti-
vement les valeurs i , c si les derniers éléments des chemins sui-
vant lesquels u{, u2 arrivent à y,, ^2 sont indépendants entre eux.

D'autre part, on obtient des équations (2)

à un infiniment petit d'ordre supérieur près. Puisque le coefficient
de (zs -*- è)*+ l dans cette équation n'est point nul, on en tire

(5) «.-^Y/^-^Ji'-lV^'<*•">»
ce qui montre que zK acquiert À -t- 1 valeurs différentes de c lorsque
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uu u2 circulent respectivement autour de v{, v2. H résulte de là que
£ ,H-z 2 , zKz2 ne sont pas uniformes aux environs de i£, = p,,
u2 = v2 pour # > i , d'où il s'ensuit que J(z) et cp(z) ne doivent
pas s'annuler simultanément pour une valeur h non singulière
de z.

Considérons maintenant un point singulier a tel que l'on ait

ƒ(<*) = °> < ? ( « ) = o.

D'après les suppositions du § I, les développements de ƒ(*)>
<p(z) pour le voisinage du point a ne contiennent pas de loga-
rithmes dans ce cas. Si ces développements procèdent suivant les

puissances entières de (z — a)" , posons

(z-a)"=t.

Soient, au voisinage de z = a,

ƒ(*)=<

En supposant que, lorsque zK prend la valeur a, z2 arrive à un
point quelconque non singulier c, et en désignant de nouveau par
v{, v2 les valeurs correspondantes de uïy zi2, on établirait, de la
même manière que pour le cas où zK parvenait à un point non sin-
gulier &, cas que nous venons de traiter, que tl-=z[zi — a)'1 acquiert
aux environs de u, = ^M u2 = v2y k -+- n valeurs différentes de c.
Par conséquent, z{ ~h z2, zK z2 ne sont pas uniformes aux environs
de ces valeurs si j\z) et ®{z) s'annulent simultanément pour
z = a.

Ainsi se trouve démontrée la proposition énoncée au commen-
cement de ce paragraphe.

Si, dans l'équation (6), on a

k 4- n > o,

£i -H z2 et Z\ z2 ne pourront être uniformes aux environs de us = y,,
u2 = v2 que si l'on a

k H- n — i ou k = — (n — i).



,6o PREMIÈRE PARTIE.

On obtient ainsi la proposition :

IL L'exposant de la plus petite puissance de z — a, dans les
développements de J'(z),<f(z) relatifs au voisinage d'un point
singulier a, est un nombre négatif lequel ou ne surpasse pas l'unité

négative ou bien a la valeur (n étant un nombre entier

positif).
Supposons que le plus petit exposant dans les développements

de f(z)^ <?(z)'i relatifs au voisinage de z = oo , soit plus grand que
l'unité positive. Ces développements ne doivent pas contenir alors
des logarithmes, d'après le § I. Si ces développements procèdent

i

suivant les puissances entières de ( - j , posons

et soit

*) = «*«*+***« «**•

Supposons que zK devienne infini, tandis que z% vient à coïncider
avec un point c arbitraire non singulier, et désignons de nouveau
les valeurs correspondantes de Mn u2 par v{, v2. On prouverait alors,

comme pour le cas d'une valeur finie singulière, que t{ = (— J

prend, aux environs de u{ = v^ u2 = v2, k — n valeurs différentes
de c, et par suite que z{ -f- z2, z{ z2 ne sont pas uniformes aux en-
virons de u{ = t>4, u2 = v2, si A — n^> i . 11 s'ensuit de là que :

III. L'exposant de la plus petite puissance de - dans les déve-

loppements def(z), <p(z)i relatifs au voisinage de z = oo , est un

nombre ne surpassant pas l'unité positive, ou bien il est égal à

i -H— (h étant un nombre positif).
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IV.

Supposons maintenant que z<,z2 s'approchent de deux valeurs
b{, b2, différentes l'une de l'autre, et ne constituant pas des points
singuliers, mais satisfaisant à l'équation (B).

Soient aux environs de zK = J M z2 =. h^ respectivement,

(0

f(Zl) = a0 -h a i ( ^ - 6 0 4- a 2 ( ^ - ^ ) 2 ^ - . . . ,

cp (zt ) = a'o H- *\ (zt — 6i ) 4- a2 ( ^ — 6 t)
2 -4-. . . ,

où, d'après la proposition I du paragraphe précédent, les a0 et a'oç
de même que les (30 et [3'0, ne doivent pas s'annuler simultanémentJ
Ainsi nous pourrons admettre, d'après la remarque de la fin du
§ II, que a0, a'o, (30, p'o soient tous différents de zéro. En supposant
qu'à zK = i 4 , z2 == é2 correspondent les valeurs uh = ^M «2 = ^2Î
on obtient, des équations (A), J

-±

2 0 1 1 0V2 2/ 2 \"1 \)

D'après notre hypothèse, on a la relation

/g\ a Q/ a ^ Q

Lorsque zt, z2 s'approchent respectivement des valeurs
sans que l'équation

(4) « o ( * i - M - H — 6,) = O

ait lieu, il se trouve que u, — ç>4, w2 — î 2 deviennent infiniment
petits du môme ordre avec celle des quantités infiniment petites
Z\ — &j, z2 — b2 qui est d'ordre inféiieur. Supposons que z% — b2

soit d'un ordre égal ou supérieur à celui de zK — bK. En multipliant
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la première des équations (2) par (i'o, la seconde par j30? et en
faisant la soustraction, on trouve, en vertu de l'équation (3),

(5)

Le premier membre de cette équation est donc d'un ordre supé-
rieur à celui de u{ — y4 ou u2 — ^2, c'est-à-dire qu'on doit poser

Par conséquent, quels que soient les derniers éléments des chemins
suivant lesquels z^z2 parviennent à b{, b2, pourvu qu'ils ne soient
pas liés entre eux par la relation exprimée par l'équation (4), il
arrivera que les derniers éléments des chemins correspondants de
M|, u2 satisferont invariablement à la relation (6).

Les éléments des chemins de u, , u2 mentionnés en dernier lieu
ne peuvent être indépendants entre eux que dans le cas où entre
les quantités infiniment petites zK — b^z2 — b2 existe la rela-
tion (4)5 ou> c e quû revient au même, lorsque

est une quantité infiniment petite d'un ordre supérieur à celui des
quantités z{ — b^ z2 — b2 qui sont d'un ordre égal.

En introduisant la notation de l'équation (7) et en posant

(8)
Po

les équations ( 2) deviennent

(9)

~&t* + .
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On peut supposer que t devient infiniment petit de manière que

l'on ait

(10) t-^Kzt — bx)\

\ étant une quantité arbitraire. Il suit alors des équations (9), à
un infiniment petit près,

Lorsqu'on fait parcourir à Ç, par une variation continue, toutes

les valeurs possibles, — — prend aussi toute valeur possible, de

sorte que les *, , z2 arrivent à £,, b2, quels que soient les derniers
éléments des chemins suivant lesquels u^ u2 parviennent à i>i,f>2i
pourvu, toutefois, que l'équation

(12) a; + p'l6*

ne soit pas satisfaite, car, autrement, le rapport de — dans

l'équation (11) prend une valeur indépendante de £.

D'autre part, il résulte de l'équation (9) qu'en prenant arbitrai-

rement le rapport — ^ on a, à un infiniment petit d'ordre supé-

rieur près,

Cette équation donnerait ainsi, pour le voisinage de u{ = v^
u2 = v2-) deux valeurs de z différentes de &2, et, par conséquent,
Z\ -+-̂ 27 zKz2 ne pourraient pas être uniformes en ce voisinage
sans que l'équation (12) eût lieu.

Par conséquent :

Pour que, la relation (4) étant satisfaite, les zK -f-22, zK s2

soient uniformes, il faut que la relation (12) ait aussi lieu.

En posant
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et

04) ?'(-»)/(*)-?

l'équation (12) devient

Comme nous avons désigné par i M b2 un couple de valeurs ar-
bitraire satisfaisant à l'équation (B), on trouve que :

I. Pour que z4 H- z^Z\Z^ soient des fonctions uniformes de
M4, u2, il faut que V équation

(C) F(

ait lieu pour tous les couples de valeurs z^z2 satisfaisant à
l'équation (B).

Définissons maintenant, par l'équation

z comme fonction de Ç. On en déduit

dz /{z)

Si z4 , z2 appartiennent à deux brandies de la fonction z de Ç,
on aura

f l 6v dzl_/(zïy dz% _ ƒ(*,)»

De ces deux équations, il suit, au moyen de l'équation (C),

(F) $ƒ(* . )+§ƒ(**) = o.

Comme on a, d'autre part,

(G) ?(*)_*(*).
f{*\)' ƒ(*!>
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l'équation (F) donne aussi

(F') ?! $

Soient

En posant, dans les équations (2) ,

leurs seconds membres, par suite des équations (F ) , (F ' ) , devien-
dront identiquement nuls, c'est-à-dire nuls pour toute valeur
de Ç.

De là, en faisant dans l'équation (2) les substitutions

(17)

où if est une quantité infiniment petite et g (̂Ç) = \1—> et ayant

égard à ce que t (éq. y) doit être une quantité infiniment petite
d'ordre supérieur, on trouve

z2—£2 = &s2 — dz2 -+- vdz2,

)

(18)
u%—vs = du%•= v dz2 y(b) -l- dz\(2 v + (>*) ^

Ainsi les di^, du2 sont du même ordre que v dz2< En multipliant
la première des équations (18) par <f(b2) et la seconde par f(b2),
et en faisant la soustraction, on obtient

(19) v{bt)dul—f(bt)dut — -vdz\ie(<b%)+....

Le second membre est par conséquent du même ordre que vdz\,
c'est-à-dire que Ton a

(20) <p(6f)rftt1
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Il s'ensuit de là que :

IL Si Véquation (C) est satisfaite pour chaque système de
solutions zK = b\, z2 = b2 de l'équation (B), il ne sera point pos*
sible que les Zi, z2 atteignent les valeurs b{,b2 tant que les derniers
éléments des chemins par lesquels les w4, u2 parviennent à i>,, ç.À
sont indépendants entre eux.

V.

Examinons main tenant le cas où, pour ux = s>{^ u2 = V-D on a

b désignant un point non singulier et a un point singulier pour
lequel ff[z)dz,f'f(z)dz prennent des valeurs linies, en même
temps que l'équation (B) est satisfaite par z{ = a, z2 = b.

D'après la proposition II da § III, l'exposant de la plus petite
puissance de z — a dans les développements de f(z) et de 'f(z)
pour le voisinage de z = a, lesquels, d'après le § I, ne doivent pas

contenir de logarithmes, sera de la forme [n étant un

nombre entier positif).
En posant donc

() j
et en faisant, dans les équations (A), les substitutions

ces équations p rennen t la forme

l f 'fl(t)dt+f'f1(t)dt=ul,

f <ti
• 11
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Lorsque zK = a, s2 = £> on a

de sorte que t = o, £ = (3 ne peuvent pas être des points singuliers
des fonctions ƒ<(*), ?i (*)• Pour que £4 ne puisse arriver à o, ni t2 à [3
qu'avec supposition de quelque relation entre les derniers éléments
des chemins suivant lesquels u^ u2 arrivent à v{, v2, il est néces-
saire, d'après une discussion identique à celle du paragraphe pré-
cédent, qu'à côté de l'équation

soit aussi satisfaite l'équation

(4) F 1 (o) / 1 (p) 3+F 1 (?) / , (o) '=o,

où

(5) Fi(O =

Or, puisque

(6) Fi(

l'équation (4) montre que l'équation (C) doit être aussi satisfaite
pour z\ = a, z2=z b.

Réciproquement, on établirait, comme dans le jDaragraphe pré-
cédent, que, lorsque cette condition est remplie, z{ et z2 ne peuvent
arriver respectivement à a et b que s'il existe une relation entre
les derniers éléments des chemins suivant lesquels u^ u2 par-
viennent à V\, V2*

On démontrerait tout à fait de la môme manière que :
Si, pour Ui = v{, u2 = v2, on a

a^ a2 étant deux points singuliers distincts, dont l'un pourra coïn-
cider avec le point à l'infini, et si Ton suppose que l'équation (B)
soit satisfaite par zx = a^ z2 = a2i et que f f (z) dz, f<f{z)dz aient
pour z = aK, z = a2 des valeurs finies, il se trouve que la condition
nécessaire et suffisante pour que zs, z2 ne puissent atteindre les va-
leurs indiquées que seulement sous la supposition de certaines rela-
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tions entre les derniers éléments des chemins par lesquels n<, u2

arrivent en V\, v2 est que l'équation (C) soit satisfaite par ce
couple de valeurs z{^=. a{, z2 =

 a2*

VI.

Lorsque pour uh .= vh, u2 = v2 les zx, z2 prennent une même
valeur î , il peut se faire que les f(z\), f{z2)y de même que les
cp(z i),cp(z2), atteignent des valeurs différentes. Soient ƒ ( J ) , <p(b)
ces valeurs pour zK = 4, et fK (4) , ^K (b) pour z2 = b. Si main-
tenant l'équation (B) est satisfaite pour z{ = z2 = i , c'est-à-dire
si l'on a

il faut, d'après le raisonnement du § IV, qu'en posant

( 2 )

l'équation

(3)

soit satisfaite.
L'équation (i) ne peut être satisfaite, dans les circonstances indi-

quées, que si z, considéré comme fonction de Ç, revient pour un
certain circuit de cette dernière variable à sa valeur initiale, sans
que les fonctions f [z) et <?(z) reprennent en même temps leurs
valeurs. En supposant que cela soit ainsi, et en désignant par z une
valeur de cette variable correspondant à une valeur arbitraire de Ç,
par f{z), <?(z) les valeurs correspondantes des deux fonctions et
par f{ (z)^(fi(z) les valeurs qu'elles prennent après le parcours du
circuit précité de Ç lorsque z revient à sa valeur initiale, on peut
déduire de l'équation (3) que Véquation

(H)

doit aussi avoir lieu pour toute valeur de z.
On obtiendrait alors, par des considérations analogues à celles

du § IV, que Zj, z2 ne peuvent pas atteindre la valeur commune
tant que les derniers éléments des chemins deu^u2ne remplissent
quelque relation. >
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Par des considérations analogues à celles du paragraphe précé-
dent, il résulte encore que l'équation ( H ) a lieu pour des valeurs sin-
gulières ou infiniment grandes de z, de môme que pour des points
non singuliers, et que zh, z% ne peuvent acquérir une valeur com-
mune de cette sorte, sans qu'on ait en même temps ƒ (zh ) = / ( s 2 ) ,
<p(zi) = y(z2)i dans le cas où il n'y a pas de relation entre les
derniers éléments des chemins des u^ u2.

VIL

En faisant parcourir à u{, u2 des chemins arbitraires et en pour-
suivant les fonctions zK, z2 d'une manière continue tout le long de
ces chemins, il peut se faire que, pour u{ = *>,, u2 = v2 (où v{, v2

désignent des valeurs finies), un au moins des quotients % / " \ '

%/ \ acquiert une des valeurs représentées par Y, ou qu'une ou

deux des fonctions zA,z2 parviennent à des points singuliers des
fonctions f(z), <p(2), pour lesquels au moins un des couples de
valeurs

f/(zt)dzu

ff(z2)dz2,

devient infini, sans que les zK, z2 aient accompli un nombre illi-
mité de circuits.

Supposons, par exemple, que l'on ait poursuivi les fonctions z t ,
z2 en les développant dans l'intérieur de cercles dont les centres
coïncident successivement avec les points des chemins de u^ u2, et
soient K4, K2 les premiers cercles correspondant aux variables u{, M2

sur les circonférences desquels se trouvent les points us = ^ , u2 = v2.
Les intégrales Jf{zK ) dzK, f y (z< ) dzu ff(z2) dz2, f<f{z2)dz2 ont
alors, dans l'intérieur de ces cercles et à une distance de y*,^
aussi petite que l'on voudra, pas infiniment petite cependant, des
valeurs finies.

Soient ainsi v{ — £,, v2— e2 des valeurs de M4, U2 situées respec-
tivement dans l'intérieur des cercles KM K2 et voisines autant que
l'on voudra de v^ ç>2, et soient bi9 b2 les valeurs de z t , z2 corres-
pondant à ce couple de valeurs de uu u2. En supposant que les uiy M2

viennent respectivement de vs — et à v{ et de v2 — s2 à v2 par les



7ö PREMIÈRE PARTIE.

chemins r 4 , T2, désignons par W M W 2 les chemins correspondants
de £M z2 menant les zM z2 aux \aleurs c{, c2. Il est a remarquer que
les portions des chemins W M W 2 peuvent être infiniment longues,
tandis que les traits correspondants sur les chemins r M r 2 sont aussi
courts que Ton voudra. En désignant par v{ — £| H— X| 9 v2— e2-f-X2
des valeurs de ttj, u2 situées respectivement s u r F ^ I ^ entie vs — e t

et V\, v2 — £o c t 2̂1 <ît par c\, c\ les valeurs correspondantes de Z\, z2

situées s u r W , , W 2 , il s'ensuit que

i= f(z)ds+ f(z)dz,

8=1 y(z)dz-h I y(z)dz

peuvent prendre des valeurs aussi petites que possible.

D'après notre supposit ion, il peut se faire d 'abord que , pour

us = v , , u 2 = ^2? au moins u n des quotients V~^[> , , [ devient
J\Z\) J\Z2)

égal «à une des valeurs représentées par y. Il arrive alors, d'après
le § II, qu'au moins un des termes de chacune des sommes o"|, 0*2
devient infini lorsque bK et c'o b2 et c'2 s'approchent de Cj, c2 en
suivant les chemins W | , W 2 , d'où il résulte que l'autre ternie de-
vient aussi infini.

En second lieu, il prut se faire qu'une au moins des quantités
s , , z2 parvient n un point singulier des fonctions ƒ (3), ^ ( 2 ) , tel
qu'au moins un des couples de valeurs

ff(zi)dzl} fy{zx)dzu f/(zt)dzu fy(z2)dz2

devient infini, sans que les z<, z2 aient accompli un nombre illi-
mité de circuits. Les choses se passent donc comme dans le cas
précédent.

Or, puisque 0-4, c2 sout aussi petits que l'on voudra, les divers
couples de valeurs c\, c2 sur W<, W 2 seront aussi peu diilcrents que
l'on voudra des couples de valeurs z , , z2 satisfaisant aux équations

(0
f Xf{z)dz

Jb, bt

V(s)dz-t-l
«A.
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Mais toute série continue de couples de valeurs z M z2 satisfaisant
aux équations (i) satisfait aussi à l'équation

ainsi qu'à l'équation (C) ou à l'équation (H). Par conséquent, le
couple c'n c', aurait dû être aussi peu différent que l'on voudrait
d'un couple de valeurs satisfaisant simultanément aux équations
(B) et (C) ou bien (H). Mais, d'après les §§ 1V-VI, de tels couples
de valeurs ne peuvent être atteints que si Mf, u2 décrivent des
chemins dépendants l'un de l'autre.

Comme, d'autre part, les zK, z2 ne peuvent pas s'approcher simul-
tanément d'une valeur de l'espèce indiquée lorsque f(z{) etf^z^)^
aussi bien que <p(zi) et <p(̂ 2)> tendent simultanément vers une
même valeur, sans que les uM u2 deviennent infiniment grands, on
obtient la proposition :

En faisant parcourir aux u^ u2 des chemins arbitraires, il ne
pourra point arriver que pour des valeurs finies de ces variables
les z^z2 atteignent des valeurs pour lesquelles au moins un des

o(zi) o(z^) - i r if

quotients -> -j. acquiert une des valeurs y, ou que l on

parvienne à des points singuliers z^z2 des fonctions f (z), p(s) ,
pour lesquels l'un au moins des couples de valeurs

fAsi)d*i, f<?(*i)dsu ff(z2)dz2) f<?(z2)dz2

devient infini, sans que les variables aient accompli un nombre
illimité de circuits.

VIIL

II résulte de l'équation (F) que :

I. La fonction z de Ç ne peut pas admettre, pour des valeurs
arbitraires de cette variable, plus de deux valeurs.

En effet, si z{, z2, z% constituaient trois branches différentes de



7* PREMIÈRE PARTIE.

la fonction z de Ç, on aurait, d'après l'équation (F),

dzx dz%

et, par conséquent,

0) f/(^-$/(*3) = O.

D'autre part, on aurait, d'après la même équation (F) ,

(2) ^ J T / ( * . ) - t - ^ ' ƒ ( * » ) = o-

On aurait dû ainsi avoir

c'est-à-dire il faudrait que z fût indépendant de Ç, ce qui n'a point
lieu pour des valeurs arbitraires de Ç.

En divisant l'équation (H)par F ( z ) F | ( z ) , eten posant, d'après
l'équation (E),

il vient

(4)
ou

D'après la proposition I, on a

(K) «

étant des fonctions uniformes de Ç.
En posant maintenant

(5) f{zy

on déduit de l'équation (J) qu'à chaque couple de valeurs de £,
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correspond une valeur unique pour g(

73

). De la même ma-

nière, à tout couple de valeurs de Ç, — \/R[Ç) correspond une va-
leur déterminée unique de cette fonction, que nous désignerons par
#«(£)• Nous avons alors

(6)

où S(Ç), T(Ç) représentent des fonctions uniformes de Ç.
En ajoutant maintenant les deux équations (6) après avoir mul-

tiplié la seconde par y^R(Ç), on obtient

(L) ƒ(*)*--

En posant

(K')
dz

où P, (Ç), Q, (Ç) désignent, d'après l'équation (K) , des fonctions
uniformes de £, on déduit de l'équation (F) que

(7)
f(z)

considéré comme fonction de Ç, reste invariable pour des circuits
de Ç ramenant ^R(Ç) en — ^R-(^). La même propriété appartient
donc aussi à t2. Ainsi t2 est, d'après l'équation (L), une fonction
uniforme de Ç. En posant, d'après cela,

(8)

on obtient

(L') f(z) =

R«(Ç) étant une fonction uniforme et y/R<(Ç) restant invariable
pour des circuits de Ç ramenant ^/ll[Ç) en — ^R(Ç).

On déduit de l'équation (E) et des équations (K) et (L) que
Bull, des Sciences mat hem., 2e Serie, t. V. (Février 1881.) 6
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l'on a

(M) F(-)=W(Ç) + U(Ç)

où W(Ç), U(Ç) sont des fonctions uniformes de £.

II. Les fonctions f (z)1- et F(z) sont donc des fondions de £ à
deux valeurs, reprenant ou non la même valeur, en même temps
que z, pour les divers circuits de t.

IX.

En considérant z comme fonction de £, on déduit des équations

(C) et (H) que ^ n'admet, pour une même valeur de Ç, que

deux valeurs égales et de signes contraires. On a donc

( N ) ^ 1 = ^ ) ,

*F(Ç) représentant une fonction uniforme de £. D'après les équations
(7) et (8) du paragraphe précédent, on aura

(N') V(Ç) = R(Ç)R,(Ç).

Un circuit de Ç ramenant y l̂t(Ç) en — y/R(Ç) ramène donc aussi

En transformant les équations (A) par l'introduction de la va-
riable Ç, et en désignant par s«, t2 deux valeurs de Ç correspondant
respectivement à zx = o ( , 32 = o_>, ces équations deviennent

/ /.c. x.;i ^

(V)

x.

Pour les valeurs de £, que nous avons représentées par y, z admet
toute valeur possible ( voir § 1); ces valeurs sont, par conséquent,
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des points singuliers de la fonction z de Ç (éq. K), pour lesquels un
développement de z procédant suivant les puissances croissantes
de Ç — a avec un nombre limité de termes à puissances négatives
n'est plus possible. Nous emploierons, pour désigner les points
singuliers de cette nature, le nom de points essentiellement singu-
liers, dont s'est servi M. Weierstrass pour le cas des fonctions uni-
formes (Abhandlungen der Berliner Akademie, année 1876,
p. n - i 5 ) ( ' ) .

Puisque les fonctions P(Ç), Q(Ç) R(Ç) admettent pour un point
essentiellement singulier toute valeur possible (WEIERSTRASS, loc,

cit., p. 09-60), il s'ensuit que ̂ ~ = Ç doit être indépendant de z

pour un tel point.
Par conséquent, les diverses valeurs y de £ sont les seuls points

essentiellement singuliers de la f onction z de Xi.
Si Ç — a est une valeur qui ne coïncide avec aucun des points

essentiellement singuliers, et z = a une des deux valeurs de z qui
lui correspondent d'après l'équation (K), on aura, aux environs
de Ç = a,

(0
a) !

où le nombre des termes à exposants négatifs est limité ( = k).
Si maintenant a est un point singulier des fonctions f (z), <p (z),

on aura, d'après le § I, au voisinage de z = a,

( 2 )

où Po, P ^ . . . , Px sont développés au voisinage de z = a suivant

les puissances entières de (s — a)" avec un nombre limité de termes
à exposants négatifs.

(') Une traduction française de ce Mémoire, par M. E. Picard, a paru dans les
Annales scientifiques de VÉcole Normale supérieure, 20 série, t. VIII, 1879, p. m
«t suiv. {Note du traducteur.)
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De l'équation ( i ) , on tire

(3) 5 - a = ( Ç - a ) " ï

y(Ç) étant, une fonction qui ne s'annule ni ne devient infinie pour
£ = a, et log'̂ (Ç) étant, par conséquent, développable suivant les

puissances entières positives de (£ —a)2.
On a ainsi

(/(=)*= p; + Ftiog(ç - a) + P ; [ iog(ç-«)]•+.. .
w \ +p ; [ iog (c -« ) ] \

en posant

(5)
(

ou
\).. .(nt —
1.2. . . /

Les coefficients P'o, P,, P'2, . . . , Px sont développables suivant les
puissances croissantes à exposants rationnels de £ — a, avec un
nombre limité de termes à exposants négatifs.

Or, d'après la proposition II du § VI11, y'(z)2 est une fonction
de Ç à deux valeurs-, elle n'admet donc, lorsque Ç circule autour
de a, que deux valeurs seulement, tandis que le second membre de
l'équation (4) prend, par la répétition de ces circuits, une infinité
de valeurs. 11 suit de là qu'il faut que Ton ait

d'où

(6) P. = o, P, = o, . . . , Px=o.

Par conséquent, le développement de f(z) au voisinage de
z = a ne contient pas de logarithmes. Comme maintenant
cp(z)2 = Ç2f(z)2 est aussi une fonction de Ç à deux valeurs, il suit
que le développement de o(z) ne contient pas non plus de loga-
rithmes.
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II s'ensuit de l'équation (4) que

c'est-à-dire que f(z)* est aussi développable aux environs de Ç = o
suivant les puissances ascendantes et à exposants rationnels de
Ç —ot, avec un nombre limité de termes à exposants négatifs.

Par conséquent, Ç = a n'est pas un point essentiellement sin-
gulier de la fonction f (z)2 de Ç.

Soient maintenant

(8)
f(z)-=ze[X(z — aY

où e^ e^ sont différents de zéro. En posant

-* = «,
eu.

et développant T . suivant les puissances croissantes de [z— a)n,

on obtient

(9) Ç - « = P l ( 5 - a r + P l ( 5 - a ) S + . . . ,

ou

i

Si le coefficient p4 n'est point nul, [z —a)n est nécessairement
uniforme aux environs de Ç = a. Si, au contraire, p, = o, p2

ne pourra pas s'annuler, puisque, autrement, z — a admettrait au
voisinage de Ç = a plus de deux valeurs, ce qui serait en contra-
diction avec la proposition I du § V1I1.

En résumant ce qui précède, on a la proposition :

1. Les f onctions z etf(z)2 de Ç ont les mêmes points essentiel-
lement singuliers, qui coïncident avec celles des valeurs Ç = y

pour lesquelles ,.)-— est égal à y pour toute valeur de z. Les deux
J\z)

valeurs de z qui correspondent à un point Ç = a non essentielle-
ment singulier de la fonction z de Ç sont soit des points non singu-
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tiers des fondions J (s), <?(z), soit des points singuliers a tels que
les développements de f(z), <p(s) relatifs au voisinage de a ne
contiennent pas de logarithmes et pour lesquels il ri arrive pas que,

dans le développement de Y~\ suivant les puissances ascendantes de

& = a + Pl (5 - af -f-

les p<, p2 soient simultanément nuls. A toute valeur de z pour
laquelle ff(z) dz, fo(z) dz ont des valeurs finies ne corres-
pondent que des points non essentiellement singuliers de la fonc-
tion z de Ç.

Il est à remarquer qu'ici le point z = oo doit être compté parmi
les points singuliers.

De l'équation
1 1

résulte pour -^ :

i° Dans le cas où pi est différent de zéro

(n) ^ = ( 5 - 0 ) ' " [*.-+-*, (5 -a )» + . . . ] ;

2° Dans le cas cependant où p4 s'annule,

où x0, Ao représentent des quantités différentes de zéro.
En désignant par p. l'exposant de la plus petite puissance de

z — a dans le développement de f(z) aux environs de z = a, on a7

d'après la proposition II du § III,

— n — A - h i

A désignant soit ot soit un nombre entier positif. Il s'ensuit main-
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nant de l'équation (E) que, dans le cas i°, ou a

tandis que, dans le cas 2°,

< n ) = ( s a f

Dans le cas i°, on déduit de l'équation (10) que {z — a)n est une
fonction uniforme de Ç — a,

( ï3) (̂ -a)-=

î

dans le cas 2°, cependant, {z — a)n est une fonction uniforme de

où [xM [JL̂  désignent des quantités différentes de zéro.
Ainsi, d'après l'équation (N) , on aura, pour le voisinage de

Ç = a, dans le cas î °,

et, dans le cas 2°,

où XQ, ̂ O sont difïérents de zéro.
Ces équations ont encore lieu dans le cas où Ç = a correspond à

z = oo ( voir la proposition III du § III).
Il suit de là que :

II. Les points non essentiellement singuliers de la fonction z
de Ç sont aussi des points non essentiellement singuliers de la
fonction

Soit Ç = p un point non essentiellement singulier de la fonction z
de Ç, pour lequel *F(Ç) devient infini, et qui soit tel que les deux
valeurs de z correspondant à Ç = fi ne soient pas parmi les points
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singuliers des fonctions ƒ (3) et <p (z). Si 3 = b est une de ces valeurs,
il faudra, d'après l'équation (N), que Ton ait F(b) = o, et F ( z )
devra avoir pour développement, au voisinage de z = b,

(16) F( 5 ) = (z - 6)'[v0 + v t( 5 - 6) + . . . ] ,

où /es t un nombre entier positif et v0 est différent de zéro. On a
ici à distinguer deux cas :

i° f{b) est dillérent de zéro. Alors l'équation (E) donne, pour
le voisinage de Ç = (3,

où vj, est dillérent de zéro. En intégrant cette équation, on obtient

Puisque z — b est une fonction uniforme de (Ç— (3)2, on doit
avoir

(18) / = i et ^ - f t z z z v ^ Ç - p ^ - h v ^ Ç - P ) ^ . . . ,

Vj, étant différent de zéro. En substituant cette valeur de z — b
f ( z ) 3

dans ~r ? on trouve, pour le voisinage de Ç = â,

où p_f doit être durèrent de zéro.
20 Soity (&) = o. Puisque, d'après la proposition I du § III, on

ne peut pas avoir en même temps cp (b) = o, il s'ensuit que, dans ce
cas, Ç devient infiniment grand. Si maintenant Ç = 00 n'est pas du
nombre des points essentiellement singuliers de la fonction z de Ç,
et si, aux environs de z = &, on a

/(z) = (5 - 6 )* [m- *t(* - 6) + . . .

où £0 est dillërent de zéro, il résulte de l'équation
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que

(21) ( 5 - * ) ^ ; + 6;(s-.&)

où e'o est did'érent de zéro. Comme z — b est une fonction uniforme

de ( y) aux environs de Ç== oo , on voit que l'on doit avoir, soit

soit
m = 9.,

t 1

e", étant, dans les deux cas, dilivrent de zéro.
Si <f(b) = YQI YO devra èlre dillërent de zéro, et l'on aura

d'où

En substituant dans cette équation les valeurs (i8ö) et (i8*), on
trouve que l'on aura, pour le voisinage de £ = oo , soit

soit

Par conséquent, dans le cas 2°, W(z) n'est pas infini.
Soit maintenant L, = (3 une valeur qui, annulant ^"(Ç), ne coïn-

cide pas avec quelqu'un des points essentiellement singuliers de la
fonction z de Ç, et ayant de plus la propriété que les deux valeurs
de z qui lui correspondent ne soient pas parmi les points singuliers
des fonctions ƒ (z), <f(z)* Si b est une des valeurs de z correspon-
dant h Ç = j3, on devra avoir, d'après l'équation (N), ƒ (#) = o.
Mais comme, d'après la proposition I du § IH, 'f(b) ne s'annule
pas en même temps, ou voit que l'on devrait avoir fi = oo .
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Ainsi, pour le cas où Ç = oo est un point non essentiellement
singulier de la fonction z de Ç, et étant supposé que *F(oo ) est égal
à zéro, de plus z = b étant une des valeurs de z qui correspondent
à Ç = oo [d'après la remarque faite au § JI, il ne peut correspondre
à Ç = oo aucun des points singuliers des fonctions ƒ (s) , ç ( s ) , dans
le cas où Ç = oo n'est pas un des points essentiellement singuliers
de la fonction z de Ç J, on parviendrait encore aux mêmes équations
(20-22*).

L'examen qui précède donne la proposition suivante :

III. Soit, w = (ï M/2*? valeur finie ne coïncidant avec aucun des
points essentiellement singuliers de la fonction z de £.

Si l'une des deux valeurs de z qui correspondent à Ç = j3 est
un point singulier des fondions f (z) et o(z), et que l'on repré-
sente le plus petit exposant de z — «, dans les développements des

f(z), '?{z) relatifs au voisinage de a, par > k dési-

gnant ou zéro ou un nombre entier positif, la fonction y/lF(Ç)

multipliée par (Ç — $)k ou par (£ — (3) * reste au voisinage de
£ = jâ uniforme et pour Ç = [5 //me e£ différente de zéro. On
aura à prendre le premier ou le second des multiplicateurs, sui-
vant que z admet aux environs de ^ = [î wrce o^ deux valeurs.

La même chose a lieu pour a = oo , si l'on représente par

Vexposant de la plus petite puissance de - •

Si à Ç = P correspond un point non singulier z = & c?ey fonc-
tions f (z), <p(^), e£ M / 'o« a

(JJ — p )2 y/W ( ̂  ) sera aux environs de Ç = ^ uniforme et pour
Ç = fl finie et différente de zéro.

La fonction W'(£) /ze /;ea^ s'annuler pour aucune valeur finie
de Ç. *S/ s = 00 /ZWÊ /?a.v «/i rfe,* points essentiellement singuliers

de la fonction z de £, ^ ^ ' ( s ) ° " ^\ / lI*(^) ^ / a uniforme aux
environs de £ = 00 ef j^/?ie e/ différente de zéro pour Ç = ac ,
suivant que z admet aux environs de 'C = x r//?f? ou r/e/a valeurs.
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XL

Après les discussions des §§ II-VIT, il nous reste encore à exa-
miner comment se comportent les z{} z2 considérés comme fonc-
tions de u{, u2 au voisinage de valeurs uK = vt, w2 = 2̂ pour lesquelles
on a

^ = 5, = a, f(zi)=f(z%)=f(a), ff{zt) = ff(zf)^ff(a)9

lorsque ff(z) dz, f<p(z) dz ne deviennent pas infinies pour z = a,
et si l'on suppose que a n'est pas infini, ou qu'il ne coïncide pas
avec quelque point singulier des fonctions f (s), cp( 3), soit qu'il
coïncide avec quelqu'un de ces points singuliers ou qu'il est infi-
niment grand.

Si Ç = p est une des valeurs de Ç correspondant a z = a, [3 devra
être, d'après la proposition I du § X, durèrent des points essentiel-
lement singuliers de la fonction z de Ç.

Si a est un point singulier des fonctions ƒ (z) et o(z), il résul-
terait, d'après les suppositions faites aux §§ l-II, de ceque ff(z) dz,
fz>(z)dz ne doivent pas devenir infinies pour z = a, que les dé-
veloppements de f(z) et ®(z) pour le voisinage de z = a ne con-
tiennent pas de logarithmes, et, d'après la proposition Jl du § III,
que l'exposant de la plus petite puissance de z — a doit être de la

forme
n

La proposition III du j§ X subsiste donc dans ce cas, si l'on y fait
h = o, de sorte que, d'après cette proposition, on aurait, au voisi-
nage de Ç = j3, soit

(0
soit

£o> £~< étant différents de zéro.
Si a coïncide avec oo ou avec un point non singulier des fonc-

tions f(z) et 'f(z), et si [3 a une valeur finie, on trouve encore,
d'après la même proposition, que y/V(Ç) admet pour le voisinage
de £ = P un des deux développements (1), (irt).
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Mais, si jï =rs x> , on devra avoir soit

soit

(2«) s/¥(ï)=:Pi('
X

p3 et pg étant différents de zéro.
Posons, d'après l'équation (K),

(3)

et, d'après l'équation (N),

Conformément h notre supposition, on aura

zx — zt-=ia pour ^ = 5 , = ,̂

de sorte que y/R(Ç,) et y l̂l( Ç2 ) admettent pour Ç, = Ç2 = ple même

signe. Par conséquent, -̂ p? -7^ ont aussi pour Ci = s a = ? la même

valeur. Mais, comme il a été supposé que f(z>\ ) = ƒ (^2) =.f{n)i

il résulte de l'équation (E) et des équations (4) que les y/U^Çt),

y/^Ço) admettent le même signe pour Ç, = Ç2 = p.
Les substitutions (H) transforment les équations (A) en celles

(Ai ), et l'on obtient de ces dernières pour le voisinage de u( = ç>i,

i° Lorsque l'équation ( 1 ) a lieu,

(5)

étant posé, pour abréger,
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Puisque les termes de ces deux séries sont de la forme

on peut, en introduisant les variables

( 1 ^ tt -4- ta rzz iV* « t\ 4~ t\ "zz: W«*

présenter ces séries sous forme de développements procédant sui-
vant les puissances entières positives de w,, w2 î

(8)

où nous n'avons noté que les termes du premier degré.

Puisque £o(?£i"+-£o)—?£o£i = £o vst différent de zéro, il ré-
sulte de la proposition de Jacobi, citée au § II, que Ton peut des
équations (8) obtenir W\ et vv2 en séries procédant suivant les puis-
sances entières positives de wt — vi9 u2 — \>2. Ainsi w( et w2 sont
uniformes aux environs de us = vK, u2= ^2, et, par conséquent,
Ci "+" ̂ 2 e t Si ̂ 2 le sont aussi.

2° Lorsque l'équation (i r t) est remplie, on a

étant posé, pour abréger,

(6a) ( ? , - ? ) * = «„ (Ç,—?)*=*,.

Les termes de ces deux séries sont de la forme

Tous ces termes sont divisibles par t{ + t2. Si !/| — ^ l9 tu ç2

tt, t2 deviennent donc infiniment petits, les termes immédiate ment
suivants à 2£_, (t, 4- 2̂) «t 2 $£^{ (ti + t2) respectivement de-
viennent des infiniment petits d'oidre supérieur à celui de ces der-
nières quantités. Par conséquent, u{ — v^u*—t>2 sont du même
ordre que /, + f«« '^u soustrayant maintenant k seconde des
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équations ( 5rt) de la première multipliée par (3, on trouve que

doit être un infiniment petit d'un ordre supérieur à celui de t{ -f- *2,
et par suite d'un ordre supérieur à celui de u{ — v{ ou de u 2 — v%,
c'est-à-dire que l'on doit avoir

Par conséquent, Ç,, Ç2 n'arrivent a une même valeur p que
lorsque la relation (9) a lieu entre les derniers éléments des che-
mins suivant lesquels u M u2 parviennent à y4, r2.

3° Dans le cas où l'équation (2) a lieu, on a

(5*)

en posant

3 P4( t\)-...,

_____ « ____ #

En introduisant dans les séries (5*) les variables

on peut les présenter sous la forme de développements procédant
suivant les puissances entières positives de w4 , w2 :

Il résulte du théorème cité de Jacobi que les çv<, w2 peuvent être
développés au voisinage de uK = v,, u± = t>2 suivant les puissances
entières positives de us — vt^ u2 — v*. Ainsi çv4, w2 , de même que
Xi\ + S2? ^i S2? seront uniformes pour le même voisinage.

4° Lorsqii'enfin l'équation (20) a lieu, on a

w
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étant posé ' ;

(6") tf=t» £*='*•
Tous les termes de ces séries sont divisibles par t{ -+-t2. Si donc

u{ — vK, u2 —^25 t\-> ti deviennent infiniment petits, u{ — v{ sera
d'un ordre supérieur à celui de tK + t2j tandis que u2 — v2 sera du
môme ordre que t{ -î-t2. Par conséquent, il existe aussi dans ce
cas une relation entre les derniers éléments des chemins suivant
lesquels z/,, u2 parviennent à y n v2. Il ne pourra donc pas se faire
que pour des chemins arbitraires de u{, u2 les Ç(, s2 deviennent
simultanément infinis.

Au voisinage maintenant de £ = (3, dans le cas où l'équation (i)

a lieu, ainsi qu'au voisinage de Ç = oo , lorsque l'équation (2) est

vérifiée, la fonction y/\F(£) est uniforme, et par conséquent aussi

y/R(Ç), d'après une remarque du § IX.
Si donc, sous les mêmes conditions, aux valeurs Ç, = Ç2 = P ou

Ç, = Ç2 = 00 correspond le couple de valeurs u{ = vK, u2 = v2, les
fonctions ^R(Çi), y/R(î^2) ne doivent pas changer leur signe lorsque
les u{, M2, tout en restant à une distance suffisamment petite des
9 f , v2, circulent autour de ces points, et, par conséquent, les
fonctions

seront uniformes au même voisinage s iG(^) représente une fonc-
tion uniforme de Ç. En désignant donc par zK et z2 les valeurs
de z qui correspondent, d'après les équations (3 ) , aux deux
couples de valeurs

il résulte que zK -f- z2 et z{z2 seront uniformes aux environs des
valeurs de u^u2 pour le voisinage desquelles Ci ~h V.M £1 £2 s o n t

uniformes.

XIL

II ressort des développements qui précèdent que, sous la suppo-
sition faite au § II, les fonctions z,, z2 des variables u{,u2 définies
par les équations (À) sont les racines d'une équation quadratique,
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dont les coefficients sont uniformes pour des valeurs finies des va-
riables arbitraires H|, u2. Si l'on désigne par y H , Yi2, Y 2 Ï , y22 des
quantités arbitraires, les quantités y H uK -f-^12^25 Ya« w< "+" 2̂2̂ 2
sont finies pour tout couple de valeurs finies de 2̂ 1,11%, vt deviennent
infinies lorsqu'une au moins de ces dernières quantités devient in-
finie. Les fonctions zs + z 2 et z{ z2 sont donc des fonctions uni-
formes des variables uiy u2 pour toutes les valeurs finies de ces va-
riables, indépendamment de la supposition du § II.

En résumant maintenant les recherches des §§ II-VII et XI, on
obtient le résultat suivant :

Pour que les fonctions z{, z2 des variables arbitraires et indé-
pendantes entre elles «,, u2j définies par les équations (A), satis-
fassent à une équation quadratique dont les coefficients soient uni-
formes pour toutes les valeurs finies de ces variables, étant
supposé que les fonctions f (z) et 'f(z) aient les propriétés indi-
quées au§ly les conditions suivantes sont nécessaires et suffisantes :

Les deux fonctions f(z) et 'f(z) ne doivent pas s'annuler pour
une même valeur finie de z%

Vexposant de la plus petite puissance de z — a dans le déve-
loppement de Y f(z) -h 3 'f(z), oii y et 8 sont des constantes arbi-
trair es 9 pour le voisinage d'un point singulier a des fonctions
f(z)j ç(s), doit être un nombre négatif, ne surpassant pas l'unité

négative ou bien ayant la valeur —1 H— (n étant un nombre

entier positif).

D'autre part, l'exposant de la plus petite puissance de - dans
z

le développement de y f(z) -h 3 <p(z) relatif au voisinage de
z = x> doit être un nombre ne surpassant pas l'unité positive ou
bien ayant la valeur H — [n étant un nombre entier positif),

La fonction z de Ç définie par l'équation (D) ne doit pas avoir
plus de deux valeurs [éq. (K)] , tandis que f[z) considérée
comme fonction de Ç doit avoir les propriétés exprimées par les
équations (L), (L').

Heidclberg, décembre 1880.


