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MELANGES.

SUR QUELQUES SERIES POUR LE DEVELOPPEMENT DES FONCTIONS
A UNE SEULE VARIABLE;
Pir M. HALPHEN.

Une série nouvelle que M. Léauté a fait connailre, il y a peu de
3 mps, dans les Comptes rendus des séances de I’ Académic des
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Sciences (t. XC, p. 1404) et dans le Journal de Mathématiques
pures et appliguées (t. V1[, p. 185), a été pour moi l'occasion du
présent Mémoire. En cherchant les conditions d’existence de la
série de M. Léauté, j'ai été conduit & des séries plus générales qui
ne paraissent pas, il est vrai, susceptibles de beaucoup d’applica-
tions, mais qui me semblent offrir un intérét théorique, surtout a
cause des divers points de vue auxquels on peut les envisager. Elles
peuvent étre définies, en effel, comme fournissant le développe-
ment d'une fonction, ou bien suivant les dérivées d’'une autre
fonction, ou bien suivant des polyndmes successifs, se déduisant
les uns des autres par intégration. De tels polyndmes forment une
classe étendue et pleine d’intérét, qui a été signalée a I'attention
par M. Appell, dans un Mémoire inséré aux Annales de U’Ecole
Normale (2° série, t. IX). _
1. Considérons une suite indéfinie de polynémes entiers, conte-
nant une variable z, dont le premier soit une simple constante,
et dont chacun soit la dérivée du suivant. Soient Py, Pi(z),

Py(z), ... ces polyndmes rangés par ordre : on aura, par con-
struction,
dP,,(x
(1) P,_i(z) = ‘_d.»‘i_)’
et P, () est du degré m. )

Soit, d’autre part, f(z) une fonction quelconque, et, désignant
par @ une arbitraire, envisageons l'intégrale définie

(2) Um(a):(a——x)f P.[tx + (1—t)a] fOr+V[ta + (1—t)x]dt.

L’intégration par parties, si I'on tient compte de (1), donne
Up(a) — Up_y(a) = f™(a)Pu(z) — f™(2)Pu(a).

En changeant successivement U'indice m en m—1, m — 2, ...
j’ai une suite de relations analogues, dont la derniére est

Ug(a) = fta)Pe— f(2)P,.
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De la je conclus I'expression suivante de Un(a) :

S(a)Po+ f'(a)Py(x)
+J/"(a)Py(z) +...+ f(a)Py(2),
— f(z2)Py— f'(z)Py(a)
—f(z)Py(a) —...— [ (2)Pu(a) (*).

(3) Up(e)=

Cette identité est la source de diverses séries, suivant les condi-
tions subsidiaires par lesquelles on achéve la détermination des
polynémes P. On observera, en passant, le cas ou I'on ferait

(x —a)™
1.2...m

Pu(z)y=

C’est la série ordinaire de Taylor que 1’on obtient avec une ex-

pression du reste et une démonstration qui n’ont rien de nou-
veau.

2. Pour déduire de la formule (3) une classe de séries nouvelles,

je détermine les polynémes P par la condition que tous, sauf un
seul, satisfassent a la condition

(4)  AP,(a)+BP,(b)+ CPy(c)+...+LP,(I) =o,

ouA,B,C, ...,L, a, b, c, ... [sont des constantes données.

Une telle condition peut toujours étre satisfaite, et par une seule
série de polynémes. C’est ce que je vais d’abord montrer.

En premier lieu, si la somme A + B+ C +...4 L n’est pas
nulle, la condition (4) ne peut étre satisfaite par le polynéme Py,
qui est une simple constante. Mais elle peut ’étre par tous les
polyndémes suivants, qui se déduisent chacun du précédent par une
intégration : la condition (4) servira a déterminer chaque fois la
constante introduite par cette intégration.

En second lieu, si la somme A+ B+ C+...4 L est nulle,

(') Cette formule ne différe qu’en apparence de celle qu’a donnée M. Darboux
dans son Mémoire Sur les deéveloppements en serie des fonctions d’une seule
variable. (Journal de Mathématiques pures et appliquées, 3¢ série, t. I1, p. 291).
Je fais allusion ic1 4 la formule 7 (page 296) du Mémoire que je viens de citer.
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pour en finir d'un seul coup, supposons, en outre,

A + B +C ...+ L =o,
Aa +Bb +Cc +...+LlI =o,
Aa® +Bb +Cc* +...+L82& =o,

......................................

Aa*~'+ BbF-1+ Cck-'+...+ Llk-t =o,

en sorte que l'exposant & soit le plus petit de ceux, parmi les en-
tiers positifs ., pour lesquels la quantité

Aa*+ Bbr 4 Cer +.'..—+- L

ne soit pas nulle.

D’aprés ces hypothéses, la relation (4) est vérifiée d’elle-méme
pour les indices m = o, 1, 2, ..., (k— 1), quels que soient d'ail-
leurs les polyndmes P.

Elle est impossible pour I'indice 7, = k. On peut maintenant
choisir les polynémes de telle sorte que la relation (4) soit véri-
fiée pour tous les indices supérieurs & k. Mais il est & remarquer
que, de cette maniére, les polynémes d'indice moindre se trouvent
entiérement déterminés.

Effectivement, la suite indéfinie des polyndémes P, d’aprés la

condition (1), dépend d’une série simple de constantes arbitraires
oy My Mgy ooy et l'on a

P,(x)=2X\ A
m(®) “Ta.m T (m—)
1‘"!—-2
g i A T+ A

1.2...(m—2)

Pour I'indice m =k +1, la condition (4) donne une relation
entre A, et A,; pour I'indice &k -+ 2, une relation entre Ao, Ay, Ag, ...
et ainsi de suite.

. Jacheve enfin la détermination des polynémes, en fatsant, pour
Pindice £,

APy(a)+ BPy(b) + CPy(c) +...+LPy(l) =1.
Ce résultat est obtenu si ’on prend

h 1.2...k .
" AafF 3 Bb¥+ Cc¥+...+ LI* 2
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En résumé, voici comment sont choisis les polyndmes dont il
s'agit :

Soient A, B,C, ..., L, et a, b, c, ..., { des constantes ; envisa-
geons les quantités

T,—=Aa*+Bb*+ Ce* +. ..+ LI,

et soit Ty la premiére de ces quantités qui ne soit pas nulle dans
la suite Ty, Ty, T, ...

1l existe une suite indéfinie de polyndémes P, (x), tels que ’on
ait

(5) AP,(a) + BP4(b) + CPi(c) +...+ LPy(l) =1,
et, pour tous les indices m autres que k,
(6) AP, (a)+ BP,,(b) +CP,,(¢) +...+ LP, () =o.

Ces polynémes satisfont d’ailleurs & la condition (1), c’est-a-
dire que chacun d’eux est la dérivée du suivant.

Tels sont les polynémes que je choisis pour former la série dont
je vais m’occuper.

On a aisément une expression concise de ces polynomes, par la
formule

() Pu(a)=—1 (2 Lot )
7 m T al2...mo\dim Aeg“+Becb+..-+L€u)c=o

3. Revenons a la formule (3), mettons successivement b, ¢, ..., {
au lieu de a, formons la quantité

(8) —R,=AU,(a)+BU,(d)+CU,(c)+...+ LU0,

et tenons compte des relations (5) et (6). Le résultat est ce-
lui-ci : ’

fE(z) = [Af(a)+Bf(b) ...+ LADIP,
(o) 5 +[AS (@) +Bf'(b) +...+ Lf (D]Py(2)

’ +[Aft™(a) + Bf(6)+...+ L (D)]P () + Ry

Ainsi, avec les polyndmes P ci-dessus définis et une fonction
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quelconque f(x), on peut former une série dont le terme général
est

[AS(a) + Bfm(b) +...+ LEm(D)]P(2),

et qui représente la dérivée d’ordre k de cette fonction f(z),

sauf un reste dont U'équation (8) fournit Uexpression par une
intégrale définie.

4. Pour commencer I'étude de cette série (g), j’en fais I'appli-
cation a la fonction

flz)=é=.

Le terme géndral sera
(A€t + Bet .. .+ Lef)P,y(x).
La série indéfiniment prolongée donne donc pour résultat,
(A€t + Be* ...+ Let) [P+ Py(2) L+ Py(2) 2 +...].

Si elle converge, on voit, d’aprés (7), qu’elle représente {ketr,
ce qui est bien f(5'(r).
Posons, pour abréger,

(10) M) =Aete - Be 4. ..+ Lét.

Soit p le plus petit module des racines de 'équation A({) = o,
sauf zéro. La série '

Py+ Py(z),+ Py(x) 2 +...

représente ou non la fonction C;—(eg suivant que le module de { est
inférieur ou supérieur a 5. Donc la série (9), indéfiniment pro-
longée, s'applique & la fonction € oune s’y applique pas, sui-
vant que § est inférieur ou supérieur au plus petit module p des
racines, autres que séro, de ’équation A(§) = o.

Il est bien digne de remarque que cette condition soit indépen-
dante de z. Ce trait essentiel de la série (9) va se retrouver pour
tous les cas. Déja nous voyons qu'il subsiste pour les fonclions
composées de sommes d’exponentielles. Par exemple, aux fonctions
sin{z, cos{x la série (g) s’applique dans le cas seulement ou
est de module moindre que .
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La considération de la fonction

. zketx
¢ (%)= NG

conduit tout naturellement a rechercher 'expression asymptotique
des polynémes P, (z) pour m infiniment grand, au moyen de la
belle méthode que M. Darboux a développée dans son Mémoire
Sur Uapproximation des fonctions de grands nombres (*). Le
principe de cette méthode, pour le cas actuel, est si simple que je
vais le rappeler.

3. Considérons une fraction rationnelle ® (%) dont les infinis
aient tous le méme module p. Rangeons les fractions simples, dans
lesquelles ® (%) se décompose, suivant I'ordre décroissant des ex-
posants de leurs dénominateurs, et soit ainsi

M M’ M’
[ J ot
O=w—w Tw—tr Tw—op
N N/ NI’
(v — t)p-~l + (p’_ ;)p—l + ((r”_. c)p—l

+..0

—+

Suivant I'hypothése, «, «/, &, ..., ¢, ¢/, ¢, ... ont un méme mo-
dule p.

Prenons la dérivée d'ordre m, et faisons { = o,

®(™ (o)
1.2...m
_pp+n).(p+m—1)/ M M’ M’
(11) - 1.2...m up+rm wrvm T geem e )
(p—1)p..(p+m—2)/ N N’ N’
+ 1.2...M \pprm=1 T et e )

Si nous considérons comme formant un seul terme la somme
des termes de la premiére ligne, comme un autre terme la somme
des termes de la seconde ligne, et ainsi de suite, nous avons 14,

(') Journal de Mathematiques pures et appliquees, 3¢ série, t. 1V,
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pour m infiniment grand, des quantités rangées dans I'ordre dé-
croissant en ce qui concerne leurs grandeurs. Le premier terme
est la partie principale. Il pourrait, bien entendu, se présenter des
cas d’exception si ce premier terme était nul.

En second lieu, considérons une fonction W({), synectique au-
tour de l'origine, et dont les points singuliers les plus proches de
I'origine soient des poéles, & distance p. Il existe alors une frac-
tion ®(%), dont la différence & W({) est synectique dansun rayon p,
plus grand que p. Dans ce rayon, la série de Maclaurin, appliquée a
W (%) — (&), converge. Donc, en désignant par ¢ une quantité

. . . I
infiniment petite avec S0 ona

*(m) — Ppim)
(12) : Tem(e) — #m(o) _ =

1.2 m i

Ce qui vient d’étre dit pour une fonction telle que ¥ ({) peut
étre appliqué a la fonction % (%) qui nous occupe. Le rayon p est
alors le module minimum des racines, autres que zéro, de la fonc-
tion A (). Les quantités u, ¢/, ... sont ces racines ; elles sont indé-
pendantes de x. Quant aux numérateurs des fractions simples, ils
sont de cette forme :

M=ae"=, M —a'e¥'=, M'=a"ev=, ...,

N=(bz+c)er, N =(b'z+c)e's, N =(b"x+c")e"?,..
( (

ou a, a', ..., ¢’, ... sont des constantes.

Nous avons pour définition générale des polynémes P,.(z) 'ex-
p 8
pression
o(m) (o)
1.2...m°

P.(x)=

en conséquence, 1'étude qui vient d’étre faite nous apprend com-
“ment se comportent ces polyndmes pour m infiniment grand. Il
nous est possible de répondre aux questions posées.

6. Je vais considérer une série S composée avec les polyndémes
Pn(z) et des coefficients py, i, ... indépendants de z :

S=p P+ 1 Py(ir) + poa Po(x) +. oo g P() +. . o,
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et je vais faire voir d'abord que si, pour une suite continue de
valeurs attribuées & z, la série S converge, il en est de méme
dans la série I,

@”0 q,(m)o
Z:}LVP(O)—!—P«,‘I”(O)—!— p.gl—(zl “+ oo+ [J-m;—-z——(—)m .y

obtenue en remplagant la fonction ¢ (%) par la fraction ration-
nelle ® (%), et réciproguement.
En premier lieu, cherchons la condition pour que le (m —+ 1)i¢me

o . . . I .
terme de S soit infiniment petit avec P D’aprés les expressions

de M, M/, ... la partie principale de Pn(z) est

pp+1)(p+m—1) |’ae"" alev's  glew'x ]
b ’

1.2...M qprm we+m u'r+m

si toutefois le facteur entre crochets n’est pas nul. Mais u, v/, ', ...
sont essentiellement différents entre eux. Ce facteur ne peut donc
étre nul pour une suite continue de valeurs attribuées a z. On a
donc bien ainsi la partie principale de P, (z). Pour que pnPn(z)

o« . . . T .. . .
soit infiniment petit avec - dans les mémes conditions, il (aut et il

suffit qu’il en soit de méme quand on remplace P, (z) par un seul
des termes ci-dessus. Désignant toujours par o le module commun
au, v, u, ..., et par v, la quantité

. _pp+1). . (p+m-—1) py
" 1.2...m o

.y . .. . . . . 1
j'al cette condition : v, doit étre infiniment petit avec —

Démontrons maintenant la proposition. A cet effet, envisageons

la quantité
(M) (o
Bm [P,,,(.Z’) - Tz—.(lm] ’

que, d’apres la relation (12), nous pouvons écrire

' . 1.2...m L(P\™.
(13) ' " p(p+1)...(p+m-—1) <P>

4

Comme v,, est infiniment petit et = inférieur & I'unité, on a la
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le terme général d’une série absolument convergente. Donc : 1° si
le mi*m terme d'une des séries S ou X n’est pas infiniment petit

. , . . o
avec —; il en est de méme pour 'autre série; 2° si le mi*™ terme

P . 1 ‘s ’ L.
est infiniment petit avec —>» la différence des deux séries est une

série convergente. La proposition est donc prouvée.

7. Pour étudier la série S, il suffit donc d’examiner la série X.

En tenant compte des expressions qu’affectent ici les numéra-
teurs M, M’,..., et aussi de I'égalité (11), on reconnait que le
(m + 1) terme de X est une somme de quantités, en nombre
limité, ayant la forme G(m)xre**, ou les fonctions telles que
G (m) sont indépendantes de x.

La convergence, devant avoir lieu pour une suite continue de
valeurs attribuées a x, exige que chacune des séries, dont le terme
général est tel que G(m), converge séparément. Cette condition se
réduit d’ailleurs a celle de la convergence pour la série dont le
terme général est v,,. Quand cette condition est remplie, la con-
vergence a lieu, quel que soit x.

Voici donc la conclusion :

Désignons par o le module minimum des racines, autres que
zéro, de U'équation

(14) Aet 4+ Bett+ Cet+...=o,

et soit une série composée avec les polynémes Pp(x), définis
ci-dessus, et des coefficients o, y,... indépendants de x, comme
i suit :

S=uwPo+ 1 Pi(x) +... 4+ pnPu(z)....

1° Si cette série est convergente pour une suite continue de
valeurs attribuées a x, elle est convergente, quel que soit x ;

2° La condition nécessaire et suffisante pour cette conver-
gence est que la série

Mo D b Py X, ™

soit convergente dans un cercle de rayon supérieur a

o~



472 PREMIERE PARTIE.

8. Aprés cette étude sur la série générale S, examinons le cas
ou 'on compose cette série en prenant

= AL (@) + Bfm (b) 4 Cfm (c)....

Il ne s’agit plus seulement de savoir si la série converge, mais
encore si elle représente f* (x). A cet égard, il est bon d’obser-
ver (') que la série peut trés bien converger sans représenter la
fonction. Désignons par § une racine quelconque de I'équation (14),
et prenons la fonction €*%. Pour cette fonction particuliére, tous
les coefficients de la série sont nuls. Deux fonctions telles que f(x)
et f(z)+ €% donnent ainsi lieu 3 une méme série, qui, si elle re-
présente I'une des fonctions, ne peut représenter I'autre.

La question posée se trouve résolue comme il suit :

Pour que la série (9) s’applique a une fonction f(x), il faut
et il suffic :
1° Qu’il existe une constante a telle, que le produit «™ f(™ (),

pour toute valeur finie attribuée a z, ne devienne pas infini
avec m,

. , . 1
2° Que la constante o ait un module supérieur a 3

En premier lieu, ces conditions sont suffisantes; c’est ce que
montre immédiatement la forme (8) du reste de la série, combinée
avec l’expression asymptotique des polyndmes P (z). Effective-
ment, ces conditions remplies, les intégrales Un(a), Un(b),...

. . . I
sont infiniment petites avec —-
m

Pour prouver maintenant que les conditions dont il s’agit sont
aussi nécessaires, reprenons la série S, ou les constantes sont choi-
sies de maniére qu’elle converge. Désignons par F () la somme
de la série ; c’est, d’aprés la proposition du n°7, une fonction finie
et uniforme dans tout le plan. J'ai, tout 4 I'heure, décomposé cette .

série en la somme de quelques autres x’e“IE G(m), et en une

autre dont le terme général est donné par I'expression (13). De

(') Cette observation est imitée de celle que Cauchy a faite autrefois a 1’égard
1
de la série de Maclaurin et de la fonction e =%,
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cette décomposition résulte que la série peut étre différentiée par
rapport a z. J'ai ainsi, quels que soient x et m,

(15) FO) (z) = pm Po+ tmt1 Py (2) + pmsaPa(2) .. .,

comme il résulte de la propriété (1) des polynémes P. Multiplions
les deux membres de cette égalité par g™, et observons que, d’aprés
les hypothéses, tous les termes du second membre sont infiniment

. I . 1
petits avec - pour conclure que le produit o Fm (z) a pour

limite zéro, quel que soit x.
Ainsi la fonction F(z), somme d’une série telle que S, satisfait

nécessairement aux conditions de I'énoncé précédent. La propo-
sition est ainsi prouvée.

9. Par cette voie, on retrouve immédiatement la composition des
coefficients de la série par rapport 4 la fonction F (). En effet, de
Iégalité (15) et de la définition des polyndomes P (n° 2) résulte

(16) AFO (@) o BFO™ (b) 4 CFOM (¢) 4. . = i

I1 est bien naturel de se demander maintenant, s’il est possible,
ayant défini une fonction F (z) par la série S, de caractériser F ()

de quelque autre maniére. Pour le faire, envisageons la fonction
suivante :

v x x? ™

z)= = = ... _ ...,

() !’-o‘*‘%’-:l+t’-zl‘2+ +p""1.2...m+ ,

qui, dans le cas o S converge, est synectique dans tout le plan.
L’ensemble des relations telles que (16) conduit a cette consé-
quence

(17) AF(a+x)+BF(b+2) +CF(c+x)+...=VH(z).

Ainsi la fonction F () peut étre définie comme une solution de
cette équation. Mais encore faut-il savoir quelle solution on doit
choisir ; c’est ce que permet de décider une des propriétés trouvées
tout & I’heure :

La somme de la série S est, parmi les solutions F(z) de
Bull. des Sciences mathém., 2¢* Série, t. V. (Décembre 1881.) 32
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Uéquation (17), lunique fonction pour laquelle le produit

1 o e o N 1
—Fm™ (z) sott infiniment petit avec — -
S () soit infiniment p

10. Quelques observations me semblent utiles au sujet des
fonctions jouissant de cette propriété : a™ £ (x) reste fini pour m
infini, quel que soit . D'aprés I'analyse actuelle, ou, plus simple-
ment, par la série de Téylor, on voit qu'une telle fonction est sy-
nectique dans tout le plan. En second lieu, et cette remarque me
parait plus importante, on est assuré qu’une fonction jouit de la
propriété en question, si on la lui reconnait pour une seule valeur
de z, aux environs de laquelle la fonction est synectique. Effecti-
vement, prenons la relation

SO (2 4+ b)) = fUm () + hfr+) (2) + l—lf;f‘”"*‘”(x) .
et multiplions les deux membres par «™. Si nous supposons que
a™ fm) (z) reste fini pour m infini, la série obtenue converge vers
une quantité finie. Donc a™ /™ (x + h) reste fini pour m infini,
et la proposition en résulte. Ainsi la fonction ¢** ne jouit pas de
la propriété dont il s’agit. Au contraire, les fonctions

eV 4 e=Vi, cos\z, \/rsinyzx,

et aussi les fonctions de Besscl en jouissent; de plus, pour ces
fonctions, la constante « est infiniment grande. On peut donc leur
appliquer la série proposée, quelles que soient les constantes A,
B,...,a,0b,....

De la maniére la plus générale, on obtient de telles fonctions
f(x) comme il suit:

Soit une fonction ¢(x) définie par la série suivante, convergente
a l'intérieur d’un cercle concentrique a 'origine et de rayon a,

Y(2) =do+ bz + 42t + 42+,
" et divergente a 'extéricur de ce cercle. Posons

2

f(x):%‘*‘dh%‘*‘%%‘f‘% i

—1.2'3-‘}—....

. La fonclion f(.x) aura la propriét¢ demandée a l'égard de la con-
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stante @. Au moyen de {(z), on peut définir f(z) par une inté-
grale; on a, en effet,

fl@)y=—— [ ¥(s)e=

Uintégrale étant prise le long d’un contour fermé embras-
sant U’origine, et dont tous les rayons sont inférieurs a a.

Suivant une expression employée par Abel, ¢ est la détermi-
nante de f.

On peut manifestement se servir de cette expression de f(z)
pour démontrer que les conditions de ’énoncé du n® 8 sont suffi-
santes et se dispenser ainsi de recourir & la forme du reste donnée
au début de ce travail.

11. De I'égalité (15) et de la définition (17), je conclus
F(z+ ) =P V(y) +Pi(2)V()) +Po(z) V' (¥) +....

C’est un développement de F (), suivant les dérivées d’une autre
fonction V (), ici liée & F par la relation (17). L’idée de généra-
liser de tels développements est bien naturelle, et |’y donnerai suite
un peu plus loin. Je veux d’abord appliquer la théorie qui pré-
céde au cas particuliérement intéressant de la série imaginée par

M. Léauté.

12. SiTon réduit a deux le nombre des quantités a, b,..., et
qu'on prenne A + B = o, on obtient, comme cas particulier, la
série de M. Léauté. Ainsi cette série procéde suivant des polynémes
P, définis par I’expression '

dm ce’;x
1.2...mP,n(x): <ZJC—’” m Czo.

Cette expression suggére immédiatement l'idée d’un rapproche-
ment avec les polyndmes de Bernoulli ('), qui sont définis par

(') Pour les polynémes de Bernoulli, consultez I'excellent ouvrage de M. Schlo-
milch, Compendium der hiheren Analysis (3¢ édition), t. 11, p. 211.
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I'une ou l'autre des deux égalités suivantes:

Ym(3) = m[m=t a3ty (5 — ymt],

fan ue—n
qu(“')* lZch;l T ]t:o.

Effectivement, si, en employant la notation usuelle des nombres
de Bernoulli, on pose

dan c )
<W & — 1>,_°: (—1)"'Bypyy

on trouve trés aisément les deux relations suivantes :

_ p\n—2 _
Popy(x) = —%_ Yon—y (:T—‘—‘b)’

1.2...(2n—1) a—b

Py, ()= (o — 87" [%n <Z : Z) +(— 1)”+1an—l].

1.2...(2n)

aniw
)

a—b

ou n est un entier quelconque. La racine zéro réservée, on en

La fonction A (%) a ici pour racines les quantités de la forme

20T

trouve deux ayant le module minimum. Ces racines sont == —

et I'on a

=i

-

En conséquence du théoréme général, on a donc cetle propo-
sition:

Si le produit o™f™ (x), pour m infiniment grand, reste
fini, la fonction f(z) est développable suivant la série de
M. Léauté, savoir :

)= g [ A1 do -+ Py i) — (8]
(@) [ (@) =/ (5]

pourvu que Utntervalle (a — b) soit inférieur a 2ma.

13. Cette série avant, d’aprés son inventeur, une grande utilité
pour les applications mécaniques, et pouvant dans beaucoup de
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cas, méme sans converger, fournir, par un nombre limité de termes,
une approximation convenable, il sera bon de donner au reste de
la série une forme pratique. C’est ce que je pourrai faire aisément
ici, au moyen de I'expression de ce reste, savoir :

Rm: Um(b) - Um(a)'

Au point de vue ol je me place maintenant, on devra essentielle-
ment supposer z réel et compris entre les deux constantes b, a.
Les polynémes de rang impair ont, dans U'intervalle de 4 a a, les

. a—+ b R .
seules racines b, ——, a. Les polynémes de rang pair ont, dans
2

cet intervalle, deux racines qui varient avec lc rang. A cause de
ces circonstarnces, on obtient la forme la plus simple du reste en
s'arrétant, dans la série, 4 un terme de rang pair. Je prendrai pour
dernier terme celui qui a le rang 2 m. Le reste sera donc

Rom—y= Uspy () — Uomt (a).

Il nous faut évaluer les deux intégrales U. Prenons d’abord la
seconde

Usiny (a):(a—x) f’ Pﬂm—-l[t‘”"*_ (l"" t)d] f(?m) [ta'*"(l_'t)x]dt;

. a+b
supposons b < a et x compris entre b et +

- Partageons le

champ d’intégration en faisant varier d’abord ¢ depuis zéro jusqu'a
a p—
2(a — )

b A
» en méme

. . . a
; alors tx + (1 — t)a varie de a jusqu’a

a—b
. Cette

temps que ta + (1 — t)x varie de z jusqu'a r -+

partie de 'intégrale, dans le champ de laquelle le facteur P,,_4 ne
change pas de signe, est

f(‘lm)(z) [_ P.. <g__2—§:_b> +Pgm(a)] >

\ . e . a—>b
ou E est intermddiaire entre x ct £ -+ —T-

. . . . a—b . TN
Faisons varier ensuite ¢ depuis T@—2) jusqu’a 'unité ; alors

(a
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. b . .
tz + (1 —t)a varie de 2 :_ a x, tandis que ta + (1 — t)x varie
a—b, . e L,
de z + —aa. Cette partie de I'intégrale est

FEmE) [ = Pun(2) + Pan (22) ]

a—b

ou & est intermédiaire entre z -+ et a.

Prenons maintenant I'intégrale

Usmy (B) = (b— ) f Pys[ 62 + (1 — £)b]f O™ [th+ (1— &) 2] dt;

dans le champ de I'intégration, ¢z + (1 — ¢)b varie depuis b jus-

qu’d z; en sorte que Py, ne change pas de signe, et 'on a, pour
cette intégrale,

f2m(§ll) [sz(b) - sz(x)];

ou £ est intermédiaire entre x et b.
Le reste a donc la forme suivante :

Rips= [0 (EF) [Pan(b)  — Pyn(a)]
/O @) [Panl@) = Pan (2]

4+ fam) (£ le (a 1_ b> — P?m(‘”)]>

ou &, £, & sont respectivement dans les intervalles (b, z),

a—2b a—b
(x,x—i— 5 )et(z—i— 5 ,a>.

a

Si x est entre

et @, on aural’expression du reste en échan-

geant ici a et b et changeant le signe.
On a d’ailleurs
— 2m—1
Pan(@) = Py (b) = (— 1)+t (L= O

1.2...(2m)
a+b\ _ m@=0bp" "t/ 1
Fan ( 2 > == 1.2...(2m) = g1 Bym—s.

L’expression asymptotique des polynémes P, pour m infiniment
grand pourra étre utilisée pour fournir une expression approchée

2m-1
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de ce reste. Cette expression asymptotique se déduit immédiate-
ment de I'analyse ci-dessus. On peut aussi la tirer du développe-
ment des polynémes P en série trigonométrique, développement
qui est une conséquence de celui des polynémes de Bernoulli.

Voici ce développement, qui est valable quand z est compris
entre b et a,

. xr—0b . x—b
s ang | SIN2T sinfm ——
P N e on. fa— b\ a—b a—b
an—1(Z) = (*1)"2 e 52,;—1*“‘*___4“_1“’
\
. xr—b
sin 2 pw
a—b
+ (2p)2e! RatERN B
ol cosznx_—b cos/‘nz‘—b
P (2)— (— )+ o a— b\1 a—>b -
:n( )—'(_ ) - o2n + 4111, e
cos2 r—b i
T
4 Ta—b
(2p)™

Le premier terme de chacun de ces développements fournit une
expression asymptotique.

14. On ne manquera pas d’observer que, si z est égal & a ou
a b, la série vient coi'ncider avec un développement déja connu,
celui qui conduit a la série des différences, de Maclaurin (*).
Effectivement, si I'on fait x=10, a —b=~£~, et qu'on tienne

compte des relations .
! R —_ m—1 (a [))2”"—1
Pi (b):“‘ ;’ P2m+l(b) =0, sz (b)——( ) "”‘—(2m) 2m—1»
0 (@) — F0 (b) = 810 (),
on obticnt
/f(b)'“faf(x) dr—— Af(b) + Af’(b) 3 4 Af" (b)..

(*) Voir, par exemple, 'ouvrage déja cilé de M. Schlomilch, p. 229.
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On a une autre série, tout a fait analogue, en prenant z = 2 _: b:
a+b\ [ 1\ B,a2
(258) = [orse— (1) M

1\ B;hAt y
—+ <I-—~—8-> ———1'2‘3'4A/‘ (b)...-

15. Jarrive maintenant aux séries plus générales dont jai dit
quelques mots précédemment (n° 11). C'est encore de la for-
mule (3), placée au début de ce Mémoire, que je vais les tirer.
Pour ce but, la somme limitée, telle que AU, (@) + BUn (&) +...,
va étre remplacée par une intégrale définie. Je multiplie donc les
deux membres de I'équation (3) par une fonclion arbitraire de la
quantité a, considérée comme variable, et jintégre entre deux
limites constantes. Je détermine les polynémes P de maniére a
faire évanouir tous les termes, sauf un seul, dans la premiére
partie du second membre, et j'obtiens la conclusion que voici :

Soient b, ¢ des constantes, §(z) une fonction quelconque, et
considérons les quantités T, ainsi définies :

c
T,= f 0(z)s*ds.
b

Soit Ty la premiére de ces quantités qui ne soit pas nulle dans
lasuite Ty, Ty, Ts,.... Prenons les polynémes P, dont ’expres-
sion générale est

I am Lkelx
(18) P”‘(m):x.ﬁ...m o : )

f e20(z)ds
b =

=0

La série, dont le terme général est

(19) P (2) f 0(3)f™ (5)ds,
b

représente f® (z), sauf un reste dont Uexpression, quand on
sSarréte au (m + 1)¥me terme est la suivante :

(20) Rm_—.fbce(z)dzf’da(x—z)p,,,(zx+(l—t)z]fm+1>[¢z+(x-.z)x].
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16. On p{l{l}t aussi remplacer I'intégration entre deux limites
par l'intégration le long d’un contour, et obtenir de la sorte les
résullats les plus variés. Pour chaque cas, 'étude des conditions

. . . I
sous lesquelles le reste R,, est infiniment petit avec — présentera

des circonstances diverses. Mais laissons tout d’abord de c6té
cette étude, et supposons que nous soyons effectivement dans un
cas ol ce reste ait zéro pour limite. Admettons, pour simplifier,
que le nombre & soit zéro. De la série, si elle peut étre différen-
tiée, on tirera comme au n° 11,

S(@+ =P V(»)+Pi(2)V())+Pa(2) V' () ...+ Py (2) Vim (y)....

De la cette conséquence : Pour développer f(x +y) suivant
les dérivées successives d’une fonction quelconque V(y), on
déterminera une fonction 4(z) par la condition

SO (s +y)ds=V(y),

Uintégrale étant prise entre des limites constantes. Les coeffi-
cients des dérivées de V(y) seront les mémes que ceux des puis-
sances correspondantes de § dans le développement de la fonc-
tion
e
J0(z)éds

Les coefficients sont, comme 'on voit, des polynémes dont
chacun est la dérivée du suivant. On peut prendre la question
d’un autre point de vue, en se donnant ces polynémes. La maniére
la plus générale de les définir est la suivante : P, (z) est le
(m 4 1)iéme coefficient dans le développement de e*¥¢ (%) suivant
les puissances croissantes de §. Pour trouver le développement
demandé, on devra donc déterminer la fonction §(z) par la con-
“dition

;&5 = [€**0(3) dz,

et c’est alors le développement ci-dessus qui satisfera a la ques-
tion.

Enfin, une derniére observation générale. Si 'on suppose,
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comme plus haut,

x x ™
V((IJ):HQ"{" Hj‘l—_’_}'-ﬁ:"‘-.-_i—}’-m

1.2...m """

et qu'on envisage la série

S = Py 1Py (2) - maPs(2) ... 4 pmPm(2)...

formée avec une suite donnée de polyndmes P, la somme de cette
série fournit une fonction f(z), solution de I'équation

f 0(3)f(s+2x)ds=V ().

b

17. L’examen des conditions sous lesquelles s’applique la série
si générale dont je viens de parler ne saurait étre fait avec préci-
sion. Il faudra se restreindre a des cas particuliers. L’élément
essentiel de la question réside dans la nature des points singuliers,

I
g e

fonction A(%), analogue a celle qui a été envisagée plus haut, est
ici

(21) )\(C):f €28 (z) ds.
o

les plus proches de l'origine, que posséde la fonction

En premier lieu, la définition (18) des polynémes P,,(x) suppose
implicitement la fonction A({) synectique autour de I'origine. De
cette seule hypothése résulte cette conséquence tout a fait géné-
rale : la série définie au n° 15 s'applique aux fonctions f(x)
qui jouissent de la propriété déja mentionnée, savoir: il existe
une constante o, laissant fini le produit oa™f™ (x), pour m
infini. A une telle fonction la série s'applique pourvu que le
rayon maximum du cercle, ayant son centre & lorigine et &
Utntérieur duquel la fonction TE—% est synectique, sott supé-
rieur a Uinverse du module de la constante o.

En effet, soit g ce rayon. Le produit P,(x)p}" est infiniment

. 1 . , . N \
petit avec —, dés que p, est inférieur a p. Donc, d’aprés I'hypo-

thése, Py, ()™ (y) est infiniment petit avec 711—1, quels que soient
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z et y. Donc le reste R, est infiniment petit. C’est ce qu'il fallait
prouver.

18. Les conditions précédentes, suffisantes dans tous les cas,
sont aussi nécessaires toutes les fois que le rayon p existe. C'est ce
qu’il est aisé de prouver au moyen d’une analyse semblable a
celle que j'ai employée précédemment (n° 6). Les séries corres-
pondantes ne s’appliquent donc qu’a des catégories trés restreintes
de fonctions, et perdent par 1a beaucoup de leur intérét, au point
de vue de I'analyse pure. Mais il en est tout autrement quand le
rayon p est infini, c’est a dire quand la fonction A(%), synectique
dans tout le plan, n’a, en outre, aucun zéro. Un exemple de ce cas
s’est offert & moi comme déja connu : celui ou la fonction A(§) est
e®. Clest la série de M. Hermite (*). Mais cette série présente ce
caractére trés différent, qu’elle s’applique aussi & des fonctions
discontinues, a la maniére de la série de Fourier. Cette circon-
stance, qui tient & la détermination des coefficients par le moyen
de la fonction seule et non plus de ses dérivées, m’a conduit a
envisager spécialement les cas de la série générale ou un pareil-
fait peut étre mis en évidence.

D’aprés la forme (19) du terme général de la série, supposons
la fonction §(s) choisie de telle sorte qu’elle s’évanouisse, ainsi
que toutes ses dérivées, aux deux limites b, ¢ de l'intégration.
Cela fait, le terme général prend cette nouvelle forme

(22) <—x>mr>m(x>f 6m) (3) f(5) ds,
b

et se calcule au moyen de la fonction f seule, non plus de ses
dérivées. Il est naturel de donner aussi une forme analogue au
reste R,, (20), en faisant disparaitre la dérivée de la fonction f.
Dans cette transformation, il arrive que R, se présente comme
la différence de deux expressions dont I'une est f(x), I'autre la
somme de la série sous forme d'intégrale double. Je me contente
de donner ici le résultat de la transformation et de le vérifier a
posteriort. :

(') Comptes rendus des séances de l’Acadeémie des Sciences, t. LVIIIL,
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Je prends pour point de départ I'intégrale double suivante :
(23) (—1)"Sp=ffdydsf(z)0(m)(y)Pp(z +y —3),
a l'intérieur de I'aire limitée par les conditions

(s—y)(x—3)>0, <2<,
(z—y)(#—5)>o0,

et je suppose d’ailleurs x compris entre b et c.

Commencons l'intégration par la variable y. Il faudra séparer
I'intégrale en deux parties. Dans la premiére, les limites de y
seront b, z, et celles de 3, b et x; dans la seconde, les limites
serontc, 3 pour y; et z, ¢ pour 5. La premiére de ces quadratures
donne le résultat que voici :

‘ fze{'"“’(y)Pm(x +y —=3)dy
(24) v P (m) (m—1)
' —_ m(x)e (z)—pm—‘i(x)6 (z)+"'

=Py (2)0'(3) 3z Py0(3).

C’est ce qu’on voit, d’une part, & cause de la propriété fondamen-
tale (1) des polynomes P, et, d’autre part, a cause de I'hypothése
que la fonction §(z) et ses dérivées s’évanouissent a la limite b.

En intégrant la méme différentielle entre les limites ¢, z, on
aura ce méme résultat. Les deux quadratures par rapport a 3 se
réunissent donc en une seule : on doit multiplier la somme (24)
par f(z)dz, et intégrer de b a c. Par conséquent,

S,.=P, cﬂ 2)f(5)ds —P(x 06’ 3)f(s)ds
\fb (2)f(3) ( )fb‘ (5)f(=)
—+ Py (x 6 z)ds +..
( )f; (2)f(5)

“+ (— x)mP,n(.r)f 00m)(2)f(5)ds.
b

19. Ainsi se trouve exprimée par une intégrale définie la somme
des (m—+1) premiers termes de la série. Dans chaque cas, on
pourra faire usage de cette expression pour reconnaitre la limite
de cette somme. J'ai opéré cette vérification pour le cas ou 'on
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prend b, ¢ égaux 4 — o et + o, avec §(z)=e"?'. En faisant
connaitre cette série, M. Hermite a donné aussi l'expression
asymptotique des polyndémes correspondants. Du méme coup, on
a l'expression asymptotique de 60 (z). Rien n’est plus aisé alors
que d’obtenir la limite de I'intégrale (23 ). qui s’offre, comme pour
f(z+o0)+f(z—o)
2

Les polyndémes P, dans ce cas, forment une suite de Sturm.
Aussi pourrait-on faire encore la démonstration au moyen de la
méthode donnée par M. Darboux tout spécialement pour les séries
procédant suivant de tels polyndmes (Mémoire sur I’approxi-
mation. . ., déja cité).

Je me borne toutefois & ces indications, croyant de tels détours
inutiles. Le sujet porte en lui-méme un caractére d’évidence
remarquable, comme je vais le montrer.

la série de Fourier, sous la forme

20. Pour préciser, je prends b, ¢ égaux a — oo et + o, et je
choisis la fonction §(z) suivante

+wo
(25) 0(z) :f e~ " cosswdw,

ol a est une constante et n un entier, tous deux positifs. A la
place de cette définition, on peut mettre cette autre équivalente :

+®»
0(z) = f e—av—ize gy,

Je considére maintenant la fonction particuliére

F(z) =e%?,
et je prends l'intégrale
(26) An= Fm (3)8(z)d3,

— o

dont le calcul est aisé :

+ + o
A= (i)™ f ds f dw e= 2" +iz({—w)

:(iC)"’f dzf dwe="cosz(§ — w).
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D’aprés le théoréme de Fourier, ceci donne
A= 2w ({f)me- %",

Je considére le développement, suivant les puissances ascen-
dantes de ¢, de la fonction suivante,

1 e
— e+ — P P(x2) ...+ Pu(z)™+.. .,

ou, comme l'on voit, les coefficients sont des polynémes entiers
en z, appartenant a la classe générale dont il est question dans
ce Mémoire.

Ce développement, a cause de la nature de la fonction, est
valable pour toutes les valeurs de {. J'y change { en %, et j’ai

m=®

(27) eltr— E am({g)me~ " P, (x)= E P.(z)A,,
m=20

m=20

développement encore valable quel que soit g.

Observons maintenant que la fonction §(z) et toutes ses déri-
vées s'évanouissent pour z croissant a l'infini par des valeurs
réelles; et concluons, au lieu de (26), la forme suivante pour A,

' =
A,,,:(—l)”"/ 00 (3)e*ds.

Je peux donc remplacer I'égalité (27) par celle-ci :
mEe + ®
ettr — 2 (——1)"‘P,,,(x)f 00m) (5) et ds,
m=0 -
d’ou je tire aisément
m=c +®
(28) cosl(x—t)= 2 (—I)MP,,,(x)f‘ 007 (z) cos{ (s — t) dz.
m=0 -

Il ne faut pas perdre de vue le point important : ce développe-
ment est valable quel que soit {. On pourra donc I’étendre a toutes
les valeurs de £ jusqu’a l'infini. En outre, il est aisé de voir que la
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convergence de la série est uniforme par rapport & la variable Z.
Il est donc permis de I'intégrer, et cela jusqu’a une limite infinie.
Clest ce que je fais, aprés avoir, au préalable, multiplié les deux

membres par f(¢)dt, et intégré de — « a + oo . La fonclion f(¢)
est d’ailleurs arbitraire.

Le premier membre devient

(29) f wd’;f mdt_/'(t)cos{(:ar:-——t):::z*ncf(a;),

si la fonction / a éLé choisie parmi celles auxquelles s’applique le
théoréme de Fourier.

Le terme général du second membre devient

(——1)'”P,,,(.7c)f wd§f mdtf(t)/\ rﬂ("’)(z)cost(zmt)dz,

ou, st I'on renverse I'ordre des intégrations et gu’on tienne compte

de (29),
on(—1)"P,,(x) [ 8(m)(3) f(z)ds.

 — o

21. D’aprés le mode de démonstration, la série obtenue est
prouvée pour les seules valeurs réelles de la variable, et a 1'égard
de toute fonction susceptible d’étre représentée par l'intégrale
double de Fourier. Mais cette intégrale double ne s’applique qu’a
des fonctions restant finies pour x = == oo , et il est certain qu’ici
les conditions sont plus larges, puisque le développement s’ap-
plique effectivement aux polyndémes entiers, a la fonction €'z, . . ..
A cet égard, on démontrera aisément que la seule condition

consiste en ce que les produits f(z)0™(z) puissent étre in-

tégrés jusqu’'a = oo . On pourra donc résumer ainsi le résultat
acquis :

Une fonction f(x), développable en série trigonométrique
dans tout intervalle fini, pourra étre représentée, pour toutes
les valeurs réelles de la variable, en une série procédant sui-

vant les polynémes Py, P,(r), Py(x),.... dont Uexpression
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générale est

P —_ ! an Lx+(—1)raf2n
"'(x)—x.z...m dem © =0

xm a xm—2n a? xm—in
= )" — -, — <+..
m! 1 (m—2n)! 2 (m—4n)!
as 1-7"4—"28'14

+(—'I)sn‘—s—!m e

Le terme général de la série est

(30) (—9::)"! P’"(x)f+md1'f+wdwf(x)e"“"”"w”‘cos (acw+ —";—ﬂ>

Le développement sera possible sous la condition que l'inté-
gration, par rapport a x, dans le coefficient de chaque terme,
puisse étre étendue jusqu’a &= oo . Il représentera la fonction
Sflx) a la maniére des séries trigonométriques.

22. C’est en prenant n =1 que l'on obtient, comme un cas
particulier, la série donnée par M. Hermite dans les Comptes
rendus des séances de I’ Académie des Sciences (t. LVIII). Dans
ce cas, la premiére des intégrations (30) s’effectue, et le terme
général prend successivement les deux formes

(;/‘) Pu(e) [ desia) o2 an (%)

m m(-T)f "P,,,(w)f(x)dw,

b

dont la derniére est celle qu'a employée M. Hermite.

FIN DE LA PREMIERE PARTIE DU TOME CINQUIEME.



