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SUR LES DIFFERENTIELLES DES FONCTIONS DE PLUSIEURS VARIABLES
INDEPENDANTES;
Par M. G. DARBOUX.

( SUITE.) .

III.

Nous avons maintenant & considérer le cas ou 'expression

uf

A=

— dus

n

+

1



396 PREMIERE PARTIE.

n’est pas nulle pour toutes les valeurs possibles des différentielles
8z;. Je vais démontrer que cette expression, qui n’est pas identi-
quement nulle, le devient cependant dés que les différentielles oz,
ont été choisies de telle maniére que I'on ait

3 f—=o. .

En effet, dans I'équation (3), donnons a p la valeur o, et prenons
pour les 8z; un systéme de valeurs satisfaisant  la relation précé-
dente. Cette équation deviendra

nAS—tdf=o;
si A n’est pas nul, il faudra que I’on ait
dn—tdf—o;

alors, dans la méme équation (3), donnons & p la valeur 1; elle

deviendra
(n—1)A-1d2f =0,

et I'on aura par conséquent
8'1—’ d!/’z 0.

En continuant de la méme maniére, on verra que, si A n'est pas
nul, I'équation
3 f—o
entraine les suivantes :
dn—tdf—o0, *dif=o, drf=o.

Mais la derniére de ces équations, ne contenant plus les 8, devra
étre identiquement vérifiée, et par conséquent la fonction f, ayant
sa différentielle n"*™°identiquement nulle, ne peut étre qu’un poly-
ndéme d'ordre n — 1.

Ecartons ce cas tout a fait exceptionnel ; nous voyons que toutes
les fois que les différentielles ox; annuleront 8tf, elles annu-
leront aussi Uexpression
uy

n—+1

A=

— us.

Cette proposition va nous permetire de résoudre la question pro-
posée.
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A est un polynéme homogéne du second degré par rapport aux
quantités 3z,. Supposons d’abord que ce polyndme soit indécom-
posable en un produit de facteurs du premier degré. Toutes les fois
que la différentielle 37 f sera nulle, il en sera de méme de A. Il
faudra donc que 87 f soit égale & une puissance parfaite de A, mul-
tipliée par une fonction des variables z,, ..., 2,. Le nombre n
devra étre pair et nous aurons

(14) anf=K (A —dug)’,

K étant une certaine fonction des variables.
On déduit de cette équation, en remplagant partout d par
d + )3 et prenant le coefficient de X dans les deux membres,

n

u? Bl dus + 3
ey =K (G ) (e ),

/

Sil’on porte les valeurs de d” f, d»~'3f ainsi obtenues dans I'équa-
tion (3), ot I'on aura fait p = n, il vient, en réduisant,

dus =3dugy,

et cette équation exprime, nous I'avons déja vu, que ugq est la diffé-
renticlle exacte d’une fonction. Nous pouvons donc poser

n—+4i

Ug=— — dv,
ce qui donne
2 2
4 g _(n+1)d v’
n-+1 |
(15) drif—_ "L goany.

L’expression de d”f prendra maintenant la forme

(16) d"f::H(d’v)z'.

Si nous différentions, nous obtiendrons ’expression de d»*! /,

dr+ f = dH (d? V);+ g H(d? v);_ld3 o
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Portons les expressions de d”f, d*+ f dans I'équation (15); il
viendra

R (n+1)de dH
(17) ;d“s_d*v[————v————ﬁ-—]:

équation que I'on peut encore écrire sous la forme

(18) 3dw

d3p = — ——d?y,
w
en posant, pour abréger,

3dw 2(n+1)dev 2dH
—_—— -
w n ¢ n H

Ainsi la différentielle troisiéme de ¢ est divisible par la diffé-
rentielle seconde, et cela de telle maniére que le quotient soit une
différentielle exacte. On peut donc appliquer a cette fonction ¢ la
formule (3) dans laquelle on fera n = 3, et I’on remplacera u4 par
—3dw

—

En donnant a p successivement les valeurs o, 1, 2, on obtient
ainsi les trois relations

dde 3w — 2oddw —o,
d2v 2w —d?w v =o,

Ao ddw — ddvd*w = o,

qui ne peuvent évidemment étre satisfaites, quelles que soient les
différentielles dz;, 0z;, que si les dérivées secondes de w sont
proportionnelles a celles de ¢. On aura donc

(19) dro=hd*w,

h étant une constante ou une fonction des variables indépen-
dantes.

Si £ est une constante, on aura évidemment
v = hw,

en négligeant des termes du premier degré qui n’ont aucune im-
portance, puisque la différenticlle d2¢ entre seule dans I'expres-
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sion (16) de d” f. L’équation (17) deviendra

3dvd?y

[

ddy ——

ou
d*(v*) =o.

Par conséquent, ¢? sera un polyndme quelconque du second de-
gré par rapport aux variables indépendantes.

Cherchons maintenant si, dans I'équation (19), . peut étre une
fonction des variables indépendantes. Considérons deux dérivées
de ¢, w par rapport a laméme variable

L’équation (19) nous apprend que toutes les dérivées de p, sont
proportionnelles aux dérivées correspondantes de ¢g.. On a done

7e = %a(Pe)
et
I '
~ 7 = 9e(Pe)- o
Ainsi, entre les dérivées py, payeevy Puy @iy, qu de v et de w,
on aurait toutcs les relations

71 =91(p1),

. G = 9u(Pp)s
I ' ’
e 9y (P1) =- .. =9u(Pu)-

Or £, par hypothése, n’est pas une constante, et, par conséquent,
les fonctions ¢, dépendent effectivement des variables qu’elles
contiennent. On voit donc que toutes les dérivées de ¢ seraient
fonctions de 'une d’elles. Dans ce cas, on le reconnaitra aisément,
d?v serait un carré parfait, et, par conséquent, d”f serait une
puissance parfaite d’'une expression de la forme

P,dx\+...+ P.dx,.

Or nous aurons, dans l'articlc suivant, & considérer cette hypo-
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thése. Il est donc inutile de poursuivre, et nous pouvons nous bor-
ner icl au cas ol % est constante et ol ¢ est la racine carrée d’'un
polynome du second degré.

On a alors, nous 'avons vu,

ds‘,z_____gggdiv’

et, si 'on porte cette expression de d3¢ dans I'équation (17), on
en déduit

dH _ n—a2
T
et, par conséquent,
H=Cv¢ ',

C désignant une constante, ce qui donne, pour d”f, I'expression

d”f:C.v;__l (d2v).

Il n’y a pas de condition nouvelle a écrire, et 'on trouve, pour

I’expression de la fonction f, en négligeant un polynéme du
(n — 1)®me degré,

G n—
(20) f= (1.3.5...n—-—!)’v "

Pour n = 2, on retrouve la propriété signalée par M. Hermite.

Iv.

Aprés avoir supposé que le polyndéme

est indécomposable, il nous reste a examiner le cas ou il serait
le produit de deux facteurs du premier degré

(Py 8y +...+P,3z,), (Qdz;+...+ Q,dz,).

Dans ce cas, pour que ce produit s’annule en méme temps que
orf, il ne sera plus nécessaire que 87 f soit une puissance exacte
du produit. Il suffira que 37 f soit de la forme

onf=k(Pydzy +... 4 P,3x,)" (Q 32y +. ..+ Q, 8z, )",
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ol /& sera un nombre entier positif, inférieur ou égal & n. J'exa-
minerai d’abord ’hypothése ot 1'on a
dnf=H(Pydz, +. ..+ Py, dz,)".
Pour que le second membre soit une différentielle n'*™ exacte,
il faudra que, en posant

¢=H(Pyp, +...+Pypu)",

les conditions d’'intégrabilité (8) soient vérifides, quelles qu.e
soient les constantes p;. On trouve: ainsi les équations

1 OP; 0P, P, oH P, oH

0z, ox, W oz, T oz

apP, P,
D —
a4 (i)

L]

-+ = 0.

2 PaPa

Pour que cette égalité puisse avoir lieu, quelles que soient les
quantités pg, il faut que 'on ait

P, oP, P,
Pioe, ~Pror Pign,

(22) P. — P, ’

quels que soient les nombres 2, 3, ¢, k. L’égalité précédente peut

encore s’écrire
9 (&) 9 (Ee)
d.l‘i Pp _ dJ/']‘- Pp

P, P

P Pe

On voit que les dérivées des deux quotients, lels que 5=» 5—>
Py

a
Py
seront proportionnelles, ce qui exige que l'on ait

Pe_ (Pa
Ppr - Pg ’ .

quels que soient o', 3/, «, 3. On pourra donc poser
Pydz, +...+P,de, = k[o,(u) dzy +. ..+ o, (u)dz,],

u étant une fonction a déterminer. Quant a A, on peut le réunir

Bull. des Sciences mathém., 2° Série, t. V. (Octobre 1881.) 27
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a H, ce qui revient a le remplacer par I'unité. Alors on a
P,=9,(u),

et les équations (22) nous donnent

du du

o (@) oz, —en(u) 5= =o.

L’intégration de toutes les équations qu’on obtient, en donnant &
¢ et & k des valeurs différentes, nous montre que u sera déterminé
en fonction des variables par I'équation

(23) xyo (u) +...+xpo, (1) +o(u)=o,

ott o(u) est une fonction arbitraire.
Alors les équations (21) prennent la forme

J(MP,) _ 9 (HP;)
d.L'/‘ - d.L‘, ’

et elles expriment que
Hlo, (1) dey+...+ o (1) dzx,]

est une différentielle exacte. Or, en vertu de 'équation (23), on a

’

pr(u)dey +.. .+ g (U)dary = — (210, + Zy0y+. . .+ 2w ¢+ 9')du.
Donc l'expression

—H(zy9\+...+x,0.+9') du
devra étre une différentielle exacte, ce qui exige que I'on ait

H=— () .
Zy @y e Tppu o

L’expression correspondante de d”f sera

dnf=— q;(u)((c?. dr, + w.,/dx? 4+ 9,,({.1’,‘)"’
LR FT T e al P B nE Rl L )
et il nous reste a obtenir 'expression de f. Cette expression s’offre
a4 nous sous une forme élégante, et elle est donnée par l'intégrale
définie
(24) f= "\]J(u)(a",c?,+...+a‘}.%+'\s)"“‘du'
: 1.2.3...(n—1)

[}
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Dans cette intégration, z,, ...,‘xu sont traitées comme des con-
stantes. Nous négligeons toujours un polynéme arbitraire d’ordre
n—ri, et, aprés l'intégration, nous devrons remplacer w« par sa
valeur, tirée de I'équation (23).

V.

Nous n’avons plus qu’a examiner le cas ou d”f serait le produit
de deux facteurs élevés a des puissances quelconques

drf =K(Pdx, + ...+ Pudr,)t(Q,dz, + ... + Qudx,)n—h,

Il est important de remarquer que nous pouvons supposer h
différent de n — h; car, dans le cas oul'on a h = n — &, d"fest
une puissance parfaite de I'expression que nous avons appelée A, et
ce cas a été complétement traité a I'article III.

On démontrera, comme dans I'article précédent, que les deux
facteurs de d” f sont de la forme suivante.

Posons

a=g(u), a=u(u),
et déterminons la fonction u« par I’équation
(25) AT+ ATy + ...+ Xy + A =0,

Posons de méme
b=14(v), b,=4¥;(v),

et déterminons ¢ par I'équation

(26) by +...+ by, +b=o.
En posant '

W=n—nh e
on aura

drf=XK(a,dz,+ ...+ audz,) (b dzy+ ... + bdz, ). .

Il nous reste a exprimer que le second membre de cette équa-
tion est une différentielle n'*®exacte. Or nous avons vu que, sil’on
‘e . . s . .
désigne ce second membre par © el sil'on y remplace dz; par p;,
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tout se réduit & exprimer que «

do o dy
—0xy 4 ...+ =39
ap, ! op, o

est une différentielle exacte. Posons, pour abréger,

P=ap +...+a.p,,
Q:b1P1+.-.+bl‘pP

Il y aura ici & exprimer que

KPA-1Q¥=1[hQ(a, 8z, + . .. + a,dz,)

(27) + WP (b, + ... + bbz,)]

est une différentielle exacte.
Or des équations (25), (26) on déduit
@, 02, + a,02, +. . .+ a,dzr, = —Madu,
by8z) + b8z, +. ..+ b8z, = — N v,

en posant, pour abréger,

(M=d\z,+... +aquz, + a,

8
(28) | N =82 +...+ ba+ b,

et, par conséquent, I'expression (27) pourra s’écrire
KPA=1Q#-t(— hQMéu — /PN 3¢).
Définissons deux quantités nouvelles p, = par les équations
(29) —hKM =05, — A'KN=p.

Il faudra que
PR=1QW~1(Qo du + Ppdr)

soit une différentielle exacte. Comme dans cette expression ne
figurent que les différentielles 8u, 6¢, il est indispensable que les
coefficients de Su, 6¢v dépendent exclusivement de u et . Cette
condition étant vérifiée pour les fonctions P, Q, il faudra qu’elle
le soit pourp et .

La condition d’intégrabilité pour la différentielle précédente

est
L dQ o ds P 0p
]ld'j‘—“—}—(;)m-:—-]lta-d—l;—-}—})d-—u'
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Egalons les coefficients des quantités p; dans les deux membres;
nous aurons les équations

()s__/’ , Jds
,—(-)—‘-;—— oa, + a; al—‘

(39) Wab,+b
Si nous remarquons que l'on déduit des équations (29) la sui-
vante :

K No=hMp,
nous reconnaitrons facilement que cette nouvelle équation sera
vérifiée si.'on ajoute aux équations (30) la suivante :

ds dp

31 Rob+b—=hpa +a=";
(31) +O% P+ ase
en sorte que tout se réduit a satisfaire a la fois aux équations
(30),(31),enprenant pour p, ¢ des fonctions convenables de u, v
pour les @, a; des fonctions de u, et pour les b, b; des fonctions
de ¢. Quant a K, il sera donné par l'une quelconque des équa-
tions (29).

Or on peut toujours, sans diminuer la généralité, supposer que
'une des fonctions a, a; est égale & 1 et une autre égale a «; et de
méme, que 'une des fonctions b, b; est égale & 1, et I'autre égale
a ¢. Alors deux des équations (30), (31) prennent la forme

9o _ 9z
dv — du’
, ds 9
(32) hc+vd_v:h‘°+ua%’ )
ct l'une quelconque des autres peut étre écrite
! ! dc —_— ! dP
(33) h 6‘3-}—@(—;;-/!.9.1 +aog
Nous allons considérer le systéme des équations (32), F(33).
) vy Sare e ds
On en déduit, par I'élimination de s, 3%’
1ds  —h(B —a)

pou” B—a+flu—v)
On peut intégrer cetle équation, et 'on a

p=VI[p+a+p (e—0)]"
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V étant une fonction qui dépend exclusivement de ¢. On obtien-
drait de méme

e=U[B — 2+ (1 — 0)]¥,
V étant fonction de u seulement.

Substituons ces valeurs de p et de o dans I'une quelconque des
équations (32); nous serons conduits i la relation

B4y WUB—a+a'(u— )" ¥ 1=AhV[f—a+pf («— )",

qui devra étre satisfaite identiquement.
Prenons les logarithmes des deux membres, et différentions suc-

cessivement par rapport & u et ¢, ce qui perm'eura d’éliminer U et
V. Nous aurons

(M +Dd"[B—a+ 2" (e—v)]?
(35) E +(h+1)p'[B—2+B'(e—v)]2*=0o0.

Cette équation est absolument de la méme forme que I'équa-

tion (34). Si o’ et 3 ne sont pas nuls, on peut la mettre sous la
forme

Uf—a+ad(e—o)]*=V,[f —a+B'(e— )]

En opérant sur cette équation comme nous I'avons fait sur la
précédente, nous obtiendrons la relation

d[f—a+a (=) +B[B—a+f(u—v)]?=0,
et la comparaison avec I'équation (35) nous donnerait
h="n'.

Or nous avons formellement exclu cette hypothése, qui a déja
été considérée a larticle III. Il faut donc que «’, 3" soient nuls,
et par suite 2, 3 seront des fonctions linéaires

a=1m u -+ n,
B=m'v+n'
On aura alors

B—adad(t—p)=(m' —m)y +~n'—n,
B—a+f(u—v)y=(m' —m)u+n'—n. .
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L.’équation (34 ) donnera ' :

o hV

[(m' —m)u + n' — n]h+ = [(m —m)o+n'—n¥+*"—

C,
et les valeurs de p et de o seront

p=Cl[(m' —m)u+n'—n]* [(m'—m)o+ n'— n]-*-1,
c=Ch[(m'—m)u—+n —n]=2=t[(m' —m)¢ + n' — n]~¥.

Pour que les valeurs de p, o demeurent les mémes lorsqu’on
adjoint aux deux équations (32) une quelconque des équations

(30) (31), il faudra prendre pour a, b, a;, b; des expressions de
la forme
ai=Mm;u~+n; a=Iimu—+n,

bi=mie+n;, b=m'e+n, ,
avec la condition '

mi—m; m—m __

b ’

n;— n; n'— n—
ce qui permet de prendre
. My=m;+ kry, m'=m—+ kr,
ny=n; +ry, n=n 4+ r. .

Alors les équations (25), (26) prennent les formes,
B+ vA = o,
B+ vA + (Av +1)C =0,

ot A, B, C sont des fonctions linéaires des variables. Si k& est
différent de zéro, on peut effectuer la substitution

I
Au+1= Pk
1 1
ke +1=—)
o

qui raméne les équations précédentes 4 la forme

B+ uA=g,

(36) C+vA=o.

Si k = o, il n’y a pas de substitution & faire pour obtenir la forme
précédente. :
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Si nous adoptons pour déterminer u, ¢ le systéme (36), les
équations (32), (33) nous donnent
p=1l,
¢ =vh,
Y étant une constante, et nous trouvons

p—
—t,

K:A

L’expression de d” f prend la forme

@f=— L (AdB — BAA)* (AdC — CdA )+, :

et 'on reconnait sans difficulté que 'on a

dnt f— (n +Al)dAd"f-

Ce cas rentre dans celui que nous avons examiné a I'article II.
Il ne donne donc rien de nouveau.

VL.

En résumé, si nous cherchons les fonctions dont la différentielle
(n =+ 1)"*™e est divisible par la différentielle n'*™°, nous trouvonsles
trois solutions suivantes,

F(.ry,..., z,)
(I f= __’IT_L,
ou F désigne un polyndme d’ordre n et P une fonction linéaire. 11
est aisé de confirmer et d’expliquer ce premier résultat.

En effet, supposons que nous remplacions

z, par x,+ hdz;

et que nous développions f suivant les puissances de / par la for-
mule de Taylor, appliquée aux fonctions de plusieurs variables; la
valeur de f sera une fonction rationnelle en 4,

F(ary+hdr,...., r,+ hdr,)

(37) P+ hdD ’
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ct le développement ne se terminera pas, tant que la valeur de A

P
- =5

h=-

qui annule le dénominateur, n’annulera pas aussi le numérateur.

Mais sil'on a
Pdx Pdx
F<x,_ B _dl,_*):o,

'expression (37) deviendra un polynéme d’ordre n —1 en A, et
toutes les différentielles seront nulles & partir de d”f. L’équation
précédente, multipliée par dP”, étant du degré r par rapport a
dz,, ..., dz,, son premier membre ne pourra différer de d”f que
par un facteur fonction des variables z;. Nous voyons donc que,
lorsque d”f s'annulera, il en sera de méme des différentielles
suivantes, et, comme d”f est en général indécomposable, ces
différentielles seront toutes divisibles par d#f. Cest tout ce qulil
y a & remarquer surle premier cas.
Le second cas est celui ou, n étant nécessairement pair, on a

n—

(II f=w,

»

o désignant un polyndéme quelconque du second degré.
Pour expliquer ce résultat, nous remarquerons que, si I'on rem-
place z; par z; + hdz;, v prend la forme

w=A + 2Bk + Ch?,
etl'on a

n—ig

—_— 2
(37)  (A+2Bh+Ch?)* :f+hdf+%d’f—+—....

Le premier membre ne devient une fonction entiére que si
q

I'on a

B:— AC=o,

et alors cette fonction entiére est du degré n — 1. Donc, lorsque
Péquation précédente est vérifiée, toutes les différentielles de f
sont nulles a partir de la »'*®°. Mais ce résultat est incomplet, et
il prouve seulement que df contient B>— AC en facteur. Il faut
prouver que d”f est une puissance exacte de B*-— AC, ct que les
différentielles suivantes sont divisibles par @”f.
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Pour cela, posons -
B=—2\AC, h/C=uyA.

Le développement (37) prendra la forme

(1—2uxr + u’)_:—:fA—’_-o—.. o+ —

Si donc on pose
Re=p—1

P .
drf=1.2.3...p.C*A * X,

on daura

n-i
(1—2ur+u?) * =X+ Xju—+...+XuP+...,
et 'on sait que X, sera un polyndéme dépendant de x et satisfai-
sant a I'équation différentielle
d*X,

(38) (x*—1) F '+(2—l¢)x—i—l—x—+p(n— —1nX,=o.

On sait aussi que trois polynémes consécutifs sont reliés par
I'équation
39) (p+n)Xpm—z(2p+1—n)X,+ (p—n)X,_;=o.
Cela posé, pour p = n, le polyndéme satisfaisant a I'équation (38)
est une puissance parfaite
C(x?—1),

ct de plus Péquation (39) nous montre que X, sera divisible
par X,, et par conséquent aussi X,,, et tous les polyndmes sui-
vants. Nous avons donc la vérification compléte du résultat obtenu.
Il nous reste & examiner la troisiéme solution. La fonction u«
étant définie par I'équation
Zyo (1) +...+ xpo () +9(u)y=o,
on a

W)= [ )@ o)

On déduit de 13 facilement
def
(n—1)...(n—p)

::f V() (29 oo Tt )P N day+. .+ puda,)Pdu,
0
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pour p inféricur a n. Pour p == n on a

dnf=— T'(n+1)(odey+ ... _4.%611-“);;4,(“)’
B R ok

et 'on vérifiera aisément que d"*! f est divisible par d”f. Je don-
nerai quelques exemples relatifs & ce cas, en me bornant au cas de
deux variables indépendantes.
On a alors
xf(u) +yo(u)+$(u)=o.

Supposons d’abord n =1, et désignons par z la fonction cherchée;
nous aurons

5

donc « sera une fonction de z, et z, ¥, 5 seront reliés par une
équation de la forme

zF(3)+y®(5)+1=o.

Cette équation représente les surfaces cylindroides, cngendrées
par le mouvement d’une droite parall¢lement a un plan.
Faisons ensuite n = 2, nous aurons

s= [ W@lef(0) +3(e) +p(w)]du.
Si I'on pose

122

f Qfdu:F[ Qgsdu:(bf 0ydu=1,

0 “ o 0
la surface sera définie par les deux équations

s=xF(u)+y®(u)+y(u),
o=xF'(u)+yd'(u)+y'(u);

c’est la surface développable la plus générale.

On peut dire qu'une surface développable ecst caractérisée par
la propriété que les droites, ayant en un point avec elle le contact
le plus élevé possible, soient confondues. On verra de méme que la
surface correspondantc au cas général est caractérisée par la pro-
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priété que, en chaque point, les paraboles

mx 4+ ny +~h=o,
I=a+fr+...+yzr

ayant avec elle le contact de 'ordre le plus élevé, sont toutes con-
fondues.

VIIL.

Nous allons, en terminant, généraliser la remarque de M. Her-
mite et montrer 'extension dont les recherches précédentes seraient
susceptibles. Considérons d’abord une fonction entiére u du troi-
sitme degré de p. variables, et posons

=Y.

.

Si I'on remplace x, par z,+ hdz,, le polynéme w deviendra du
troisiéme degré en /., fprendra la forme

VA &+ Bh + Cl + DAS,

et ce radical aura pour développement
hr W3
(40) f—i—/zdf—i—-;—d‘jﬂ— Gd:‘f—i—....

Je dis que, si I'on a choisi les différentielles dz, de maniére a satis-
faire aux deux équations

d*f=o, d*f=o,

toutes les différentielles suivantes d'f, ... seront nulles.

En effet, si 'on éléve au cube le développement (40), on doit
retrouver la quantité sous le radical. Mais, dans cette élévation aux
puissances, on peut négliger les termes qui contiennent 2* en fac-
teur. On aura donc

A+Bh+CR2+DRP=(f+ hdf)3;

donc le radical sera une fonction linéaire de /4, et par conséquent,
dans le développement (4o), d'f et les différentielles suivantes
seront nulles dés que d*f, d’ f le seront. Cette proposition montre



MELANGES. ' 413

qu'il existe des relations identiques de la forme

d'f=Adf+Bdy,

(41) d3f = Adrf + Bdsf,

qui se raméneront toutes d’ailleurs a la premiére. A et B contien-
nent évidemment les différentielles dz;, A étant du second degré
et B du premier degré par rapport a ces différentielles.

Considérons de méme un polynéme ¢ du quatriéme degré et
'expression

= \/v.

Si I'on remplace z; par z;+ hdz;, v deviendra un polyndéme du
quatriéme™degré en h, dont le développement sera de la forme

h?

S+ hdf + ;d’f—i—....

Sil'on a
dif—=o, d'f—=o,

¢ deviendra un carré parfait, comme l'on s’en assure encore en
élevant la série au carré. On sera donc conduit, en répétant le rai-
sonnement précédent, a une équation de la forme
(42) &f=Adf+Bdf,
qui entrainera les suivantes :

dsnf= A, d f + B,d'f.

Laissant de coté ces exemples particuliers, qu’il serait facile de
multiplier, considérons maintenant d'une maniére générale une
fonction algébrique z, définie par une équation

(43) S(zzy, ..., x,) = o,

qui soit du degré m par rapport a toutes les variables. Je dis (iu’il
existera entre les différentielles de z des relations de la forme

‘ dntiz=Ad"s + Aydm—1zs+ ...+ A, d%s,.
7 N T ,
am+rz —=ARdrz 4. .. +Ab_ d*s,

la premiére donnant les suivantes par la différentiation.
En eflet, supposons quel’on différentie m + 1 fois 'équation (43),
enregardantdz,, dz,,...,dxr, comme des constantes; on obtiendra
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une équation de la forme ) NS ‘
_g‘_idm+ls -+ A‘:—O,

ou A est une somme de termes de la forme
artaxy... st (do) ... (dx,)“;»(dz Yio(d2z)h, .. (dmz)bm,

les exposants des différents facteurs satisfaisant aux deux con-
ditions

aytdg.. .+t + B +ai+. .+ +PBi+ ... +BuTm,
i+ oo o+ BB+ mB,=m 1.

-

On déduit de 13, par soustraction, I'inégalité

Bat2Bs+... +(m—1)Bp 2o+ g+ ..+ 2+ B 1.

Il est donc impossible que les exposants $3,, 33, ..., 3x soient
tous nuls, et par conséquent chacun des termes de A contient I'une
des différentielles d™z, d™=1z, ..., d*s. On peut donc écrire

dmls=Admnz 4+ ...+ A, _d*s,

A; étant une fonction homogéne entiére d’ordre i des différen-
tielles dz;. C’est la proposition qu'il s’agissait d’établir.
Danslecas ot m =2, on a

d'z=Ad's;
si 1 = 3, on aura
d*s = Ad's + Bd's,
ct ainsi de suite.
L’équation

(45) dnits=Aydm s+ ...+ Ay dis

¢quivaut 4 autant de relations entre les dérivées de 5 et les coeffi-
cients des fonctions A, qu’il y a de termes dans d”+'z, c’est-a-
dire a
p(p~+1) ... (p+m)
1.2...(m~+1)

équations. D’ailleurs, les coefficients arbitraires des fonctions A,
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sont au nombre de

(;J.-b—l)...(p-—*-m——l)__’
1.2...(m—u)

L’équation (45) exprimera réellement une propriété de la fonc-
tion 3; elle conduira a des équations existant uniquement entre
les dérivées de cette fonction, toutes les fois que le nombre des
équations sera supérieur & celui des coefficients arbitraires, c’est-
a-dire lorsqu’on aura

e+ .o (m+=m)_ (p+1D ... (p+m—1)
1.2...(m 1) 1.2...(m—r)

—1, .
ou
(46) P+ pm 2 me 4 m.

Ainsi, dés que le nombre p. des variables sera supérieur ¥ la
limite définie par cette inégalité, limite qui est évidemment plus
petite que m, on sera assuré que I'équation (45) conduira, par
I'élimination des arbitraires, & des équations aux dérivées partielles
auxquelles devra satisfaire la fonction z.

Par exemple, dans le cas oi m = 2, il est clair que I'équation

z=Ads

n'exprime aucune propriété de 5 si 5 dépend d’une seule variable.
Mais si p. est supérieur a 1, elle conduit &

plp—D(p+4)
1.2.3

équations du-troisiéme ordre pour z.

De méme, pour m = 3, m = 4, le nombre u des variables doit
étre au moins égal a 3.

Mais il serait impossible de continuer ainsi en prenant pour
base unique I'inégalité (46).

En effet, il est aisé de montrer que toutes les arbitraires entrant
dans les polyndmes A; ne sont pas réellement distinctes et que
I'on peut égaler a zéro quelques-uns des coefficients sans diminuer
la généralité du second membre de I'équation (45).

Supposons, par exemple, que m soit égal a 4. L’égalité (45)
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deviendra Xt
(47) dz=Ad's+ A, d*zs+ Ad' 3,
et elle peut évidemment s’écrire

diz = A d's + (A + Bod?3)d3s + (A — Bod33)d! 5,

B, désignant une constante. Remplacons maintenant d®z par son
expression et disposons de B, de maniére & annuler un des coeffi-
cients de A; — Bod?®3; nous retrouverons I'équation (47), mais
avec un terme de moins dans Aj;.

D’une maniére générale, désignons par § (m, 1) le nombre des
coefficients arbitraires réellement distincts contenus dans le second
nombre de 1'équation (45); I'inégalité a laquelle devra satisfaire p
pour chaque valeur de m sera

plp+1) ... (p+m)
1.2...(m+1)

(47) >0(m, ).

Nous indiquerons dans la Note qui termine ce Mémoire comment
on peut déterminer §(m, ).

Mais on peut encore généraliser et rendre plus précise la propo-
sition que nous venons de démontrer relativement aux fonctions
algébriques. Considérons, en effet, une telle fonction définie par
une équation de degré m,

f(z,zy ..., x4) =0.

Il est aisé de démontrer qu'il existera, entre les différentielles
totales de z, les deux relations

Agd"s= Ao, d" 5+ ...+ A3,
Bvdm+lz — By_H dam 3 4+ ...+ Bv+m_1d’31

o A,, B; désignent des polynomes homogénes en dx,, ..., dx,,
d’un degré marqué par leurs indices; mais de plus les coefficients
de ces polynémes sont des fonctions rationnelles de z,, . .., z,.
On a généralement pour p et v les valeurs

_mm—1)  (m+2)(m—1)
- e T T

Cette proposition se déduit aisément de celles que I'on connait
relativement aux fonctions d’une seule variable définies par une
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équation algébrique. Elle se rattache d’ailleurs indirectement a
I'objet de ce Mémoire, et son étude m’entrainerait loin du pro-
bléme que j'avais en vue. Je me contenterai donc d’ajouter a ce
qui précéde 'énoncé suivant :

Il y a toujours entre la fonction 5 et m quelconques de ses
dérivées, ou entre m 41 dérivées de z, une relation linéaire
et homogéne dont les coefficients sont des fonctions entiéres
des variables indépendantes. De plus, si parmi les quantités
choisies se trouve une seule des fonctions

ds ds

S 7"—1‘—; L] 0.—”';)
le coefficient de cette fonction dans la relation linéaire est nul.

En d’autres termes : Quand toutes les dérivées sont au moins
du second ordre, la relation a lieu entre m dérivées seulement.
Jajoute qu’il sera toujours possible de choisir dans cet ensemble
de relations un certain nombre d’entre elles dont toutes les
autres se déduiront par différentiation et élimination, et dont
la solution commune se composera uniquement des diverses
branches de la fonction 3.

Note sur une fonction numérique.

Considérons des fonctions homogénes et entiéres de . variables

Uy, Uy -1y L] um—p;

formons, avec des polynémes homogénes tout a fait arbitraires,
d’ordre marqué par leur indice,

. Ay, Ay, ., Ay,
la somme

(1) Ay +A Uy +. . +Aptyp,

et proposons-nous de rechercher combien le polynéme d’ordre m,
ainsi formé, contient de coefficients réellement arbitraires. Nous dé-
signerons ce nombre par ¢(m, p). La fonction §(m, 1), que nous
avons considérée a la fin de ce travail, se rattache évidemment a la

Bull. des Sciences mathém., 2° Serie, t. V. (Octobre 1881.) 28
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fonction ¢ (m, p) par I'égalité
(2) 0(m, p)—=¢(m+1,m —1)—1.
Par suite, si 'on connait I'expression générale de ¢(m, p), on

pourra en déduire celle de la fonction §. Nous allons voir qu’on
peut exprimer ¢ au moyen de la fonction

N(p, 1),

qui donne le nombre des coefficients dans un polynéme homogeéne
d’ordre p & p variables. On a, comme on sait,

pp+0..(p+p—1) _(p+0D...(e+p—1)
1.2...p - 1.2, (p—1)

N(p, )=

Nous conviendrons de rendre nulle la fonction N toutes les fois
que p sera négatif. Elle est ainsi définie pour toutes les valeurs
entiéres de p.

En ce qui concerne la fonction ¢(m, p), on a évidemment

(3) ?(mio):l7
¢(m,1) =N(1, p+1)=p+1.

Nous conviendrons également de poser

(4) g(m,p)=o0

dans le cas o, p étant négatif, la fonction n’aurait plus de sens.
Ces remarques une fois faites, nous allons établir une relation
entre les fonctions ¢ et N.
Dans I'expression (1), nous pouvons évidemment substituer 4 A,
le polynéme

(5) A'p:Ap—u,,,_,,_, Byp—m—1—...— Bou,

(ou les B; sont des polyndmes arbitraires d’un degré marqué par
leurs indices, et que I'on supprimera quand cet indice deviendra
négatif), a la condition de remplacer A, par

Aorg=Apig+n pBapigm,
el 'expression (1) prendra la nouvelle forme

’
(5) ANyt 4. 4+ Aty p.
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Nous pouvons la décomposer en deux parties : I'une, formée des p
premiers termes, toule semblable a I'expression primitive ou 'on
aurait changé p en p — 1, et qui, par conséquent, contiendra
o(m, p 1) coefficients arbitraires ; I'autre, composée du dernier
! ! 9 h
tern‘:e Al Um_p, A}, étant donné par I'é¢quation (5)
A’, se forme en retranchant de A, une fonction

Uim—p+1Bap_ms +. ..+ Boup,

qui contient ¢(p, 2p — m —1) coefficients réellement distincts. On
peut disposer de ces coefficients de maniére & annuler un nombre
égal de coefficients de A/, qui sera ainsi ramené a ne contenir que

N(p,»)—e(p,2p—m—1)
coefficients arbitraires. On a donc I'équation
(7)  ¢e(myp)=¢(m,p—1)+N(p,»)—¢(p,2p—m—1),

qui, jointe aux formules (3) et (4), va suffire a la détermination
de 9.

Toutes les fois que 'on aura

(3) r<

on aura aussi
e(p,2p—m—1)=o,

et, par conséquent, 'équation (7) se réduira a
¢(m,p)=1¢(m,p—1)+ N(p, p.).

Changeons p en p — 1, p — 2, ..., ce qui est permis, puisque p
ne cessera de satisfaire a l'inégalité (8), et ajoutons toutes les
équations ainsi obtenues; nous trouverons

?(771)]7):N(p7 l")_"N([)—‘ L)+,
ou
¢(m, p)=N(p, . +1).

Si nous introduisons la nouvelle fonction ¢, définie par I'éga-
lité

(9) o (m,p)=N(p, »+1)+ ¢ (m,p),
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on aura donc
m -1
2

(10) #1(m, p)=o0 pour p<

Remplacons, dans I'égalité (7), ¢ par son expression en ¢,; elle
deviendra

(7%) \ ¢1(m, p)
=¢(m,p—1)—¢(p,2p—m —1) —N@p—m—1,p+1).

En vertu de I'équation (10), appliquée & ¢,(p, 2p — m — 1), on
aura
¢1(py2p—m—i1)=o,

toutes les fois que p satisfera a I'inégalité

2p—-m--1<-p—:———-l-

ou
(8 p<iT+u
Dés que cette condition relative a p sera remplie, I'équation (72)
se réduira  la suivante :
¢y(m,p)=o¢;(m,p—1)—N(2p—m —1,p+1).

Ici encore on peut changer p en p —1,..., et ajouter les égalités
obtenues, ce qui donnera

%(m,p)z—EN(zp—m-—r— 2q, % +1),
q:O

la somme devant étre prolongée jusqu’a ce que I'argument de N
devienne négatif. Si donc on pose, pour abréger,

Nl(h):_’ N(h—'z‘q,i"-l-l),
=0

q
on pourra écrire

¢1(m, p) =Ni(2p —m —1) 4+ ¢2(m, p),
et I'on aura

(10%) 9q(m, p)=o0 pour p<%n+1.
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En répétant indéfiniment la série des raisonnements que nous
venons de faire, on sera conduit, on le reconnaitra aisément, au
résultat suivant.

Définissons les fonctions suivantes :

Ny(h)=— Y N(h—2q,p+1),
Nz(h):—-zN,(h—E}q),
(11) ( q=0

g prenant toutes les valeurs entiéres el positives pour lesquelles
I'argument des fonctions N; est positif; on aura

¢(m,p)=N(p, n+1)
+Ny(2p—m—1)+Ny;(3p—am—3)+...
i(i+1)]
— +
2

.oy

(12)
? +N,-[(i+1)p—im—

la somme étant prolongée jusqu’a ce que ’argument de la fonction
N; devienne négatif. Comme on déduit aisément des formules (11)

Nij(R)=(—1)222...N[h—2¢,— 3¢5 — ... — (L +1)@ssy, . +1],
on voit que I'on pourra prendre aussi pour ’expression générale
de ¢(m, p)

¢(m, p)
=3Z3...(—1)iN [(i+1)p——im—

(i+1)
(13) 2
—2qy,—3q3— ... — (I4+1) iy, H+‘]’

la somme étant étendue a toutes les valeurs entiéres, positives ou
nulles, de 7, 2, ..., iy pour lesquelles 'argument de N est po-
sitif. Par conséquent cette somme se composera d'un nombre fini
de termes.

I1 suit de 1a que I'on peut écrire

(1) o(m, p)=SH(21)N(p — 2, +1),
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« étanl entier et positif ou nul, et H(«) étant une fonction numé-
rique que 'on peut définir comme il suit.

Considérons toutes les solutions possibles de I’équation

. i(i+1) .
a=Ii(m—p)+ —" 4295+ 3q3+. ..+ (T 4+ 1) Gisy,

ol I, @1, « « « ¢iyq sONt des entiers positifs ou nuls. H(a) seral'exces
du nombre de ces solutions pour lesquelles i est pair sur le
nombre de celles pour lesquelles 7 est impair.

Il suit de la, d’aprés les principes de la partition des nombres,
que, si 'on considére la fonction

Sf(x)==H(a)2",
elle aura pour expression

i(i+1)

itm—p)+ 3

1) . o)=Y (g

&x
—7)...0—at)

le produit (1 — 22)...(1—z¢) devant étre remplacé par 1 pour °
{=o0. Cette propriété va nous permettre de déterminer H(a).
En effet, dans I'équation bien connue

2 x5 x35?
(1+23)(1+2235)... =1+ -+ 7 e
11—z  (1—x)(1—z?) .
i(i+1)
x ? 3t
-+ -
(1—.r)...(1—x‘)’
faisons 3 = — 2™ P~1; nous obtiendrons la formule
y.:'.oc
m—p
H(l——x’”‘l’ﬂ):x—— z +..
1—x
p=0 .
'—“—:—L)-H'(m——p)
+ (— 1)+ z — ...,
(1+x)...(1— zt+1)

et, si nous comparons au développement de f(x), donné par la
formule (15), nous trouverons

w :1_(I_._xm—l')(]__.x""‘l"*‘l)“, .
1I—2
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C’est 'équation que nous voulions obtenir. On peut encore la
mettre sous la forme

p=o
[Ta—a
p=1

(16) ZII(l)‘Z‘uq’m“p:I—x_ (l-—-{bz)(l-—-.l"’). Y _‘I/.m—p-—l).

On connait la belle formule d’'Euler

p=e
H(l—xﬂ)—_:l—.z'—x’+x‘+ T — " — S,
=t $nitn

=3(—1)"x °*

Il ne reste plus qu’a développer le quotient

1
(l""xz)...([—x"l—p—l)’

ce qui ne saurait offrir de difficulté.
Le cas particulier qui nous intéresse surtout est celui o l'on
a m — q = 2. Nous aurons alors

S(e)a**=1—ox— (1 —2) (1—2?) (1 —2°)...,
ou, en employant le développement d’Euler
SH()z» P ='— 2 — 2"+ 22+ 2V — 22— ¥ .. .,

équation qui détermine H(a). On en conclut

o(m,m —2)=N(m—2,p+1)—N(m—>5,p+1)
(17) ¢ —N(m—7,u+1)4+N(m—12,241)
( +N(m—15,p+1)—...,

le terme général étant

La formule (7) nous donne, d’ailleurs,

e(m,m —1)=o(m,m—2)+N(m—1,p)—g(m—r1,m—23),
o(n, m) =N(m, ).
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Toutes les autres valeurs de ¢(m, p) se déduiront du dévelop-
pement (16).

De I'expression de 9 (m, m — 2) on déduit facilement celle de
la fonction § définie par la formule (2)

1+0(m,P)—‘:N(m‘—1’ 3"+1)"‘N(m"—[h l“"+l)

(18) —N(m —6, p+1)+N(m—11, p+1)+....

Nous pouvons maintenant apprécier les différences des valeurs
fournies par les inégalités (46) et (47), qui font connaitre des
limites inférieures pour p lorsque m est donné. Voici ces valeurs
pour les 10 premiers degrés :

Valeurs de p Valeurs exactes
données de p données
Valeurs de m. par Pinégalité (46). par l'inégalité (47).

2ttt i e 2 2
S 3 3
bowuovviniiiiiit, 3 3
B 4 4
L 5 4
T 5 5
B, 6 5
o TR 6 5
T 7 6

Je ferai remarquer, en terminant, que I'on déduit de la for-
mule (16) P'expression suivante de ¢(m, p) :

(18) ( ¢(m, p) ==N(m — i, p) —EZN(m — i— k, p)

<

{ + 22EN(m—i—k—Lp)y—...,

ou les sommes sont étendues & toutes les valeurs différentes de
i, k, 1, ..., comprises dans la suite

m,m—1i, ..., m—p.

Réciproquement, on pourrait démontrer d’une maniére directe
la formule (18) et en déduire les résultats qui précédent.




