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376 PREMIÈRE PARTIE.

M É L A N G E S .

SUR LES DIFFÉRENTIELLES DES FONCTIONS DE PLUSIEURS VARIABLES
INDÉPENDANTES;

PAR M. G. DARBOUX.

I.

Dans son Cours d'Analyse, p. 64, M. Hermite a remarqué que,
si Pon développe le radical

\ 2a ;j -+- [3j?2 -+- p'xy -h $" y*

suivant les puissances de x et de y, le groupe homogène des termes
du second degré dans le développement de ce radical entre comme
facteur dans le groupe homogène des termes du troisième degré
et des degrés plus élevés. Ce résultat si curieux peut encore être
formulé de la manière suivante : Si Ton considère la fonction

où cp (X) y) est un polynôme du second degré, et que Ton déve-
l o p p e / ^ -f- dx, y -+- dy) suivant les puissances de dx7 dy par la
formule

f(x H- dx, y -h dy) —f{x, y) -h df -+- i d2f -h . . .

d2fj dHf,... sont divisibles exactement par d2f, quelles que soient
les différentielles dx, dy. Cette proportion est remarquable parce
qu'elle s'applique à la suite indéfinie des différentielles à partir de
la troisième; et elle paraît au premier abord extrêmement limi-
tative.

Mais il est aisé de prouver que, si la différentielle troisième d'une
fonction est exactement divisible par la différentielle seconde, il
en sera de même de toutes les différentielles d'ordre supérieur à
trois. Plus généralement, si la différentielle n - j - iième d'une fonc-
tion est divisible par la différentielle /ilème, il en sera de même de
toutes leb différentielles d'ordre supérieur à n + *•
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Considérons en effet une fonction ƒ de [x variables Xi,..., x^ et
supposons que Ton ait

on déduira de là par la différentiation

dn+*f— (dkidxt-+-...-h dAy.dxp) dnf ' + (A

et par conséquent

— [dkldxi -h.. .

En différentiant de nouveau, on démontrera de même que
d"+3/et les différentielles suivantes sont toutes divisibles par rfw/.

Je me suis proposé de résoudre d'une manière générale la ques-
tion suivante :

Trouver toutes les f onctions de \L variables x{, . . . , x^ pour
lesquelles la différentielle (n -\- \)ième est exactement divisible
par la différentielle nième, c'est-à-dire toutes celles pour lesquelles
on a

(1) d"*-*f= (Kxdxx -h . . . -h k+dxjd*/,

quelles que soient les différentielles dxK, . . . , dx^ Je vais,
indiquer ici la marche que j'ai suivie et les résultats que j'ai
obtenus.

Les deux membres de l'équation (1) sont des polynômes homo-
gènes d'ordre n 4- 1 par rapport aux différentielles dxK, . . . , dx^.
En écrivant que ces polynômes sont égaux terme à terme, on aura
une suite d'équations qui feront connaître toutes les dérivées-
d'ordre n + 1 de la fonction/, exprimées en fonction des dérivées
d'ordre n et des quantités inconnues, A<, . . . , A .̂ On pourrait éli-
miner ces quantités inconnues et l'on serait conduit à un certain
nombre d'équations aux dérivées partielles d'ordre n + 1, aux-
quelles devrait satisfaire la fonction ƒ, et qu'il s'agirait d'intégrer.
J'ai suivi une marche différente dans laquelle on conserve les quan-
tités A/.

Désignons, pour abréger, par f**\ la dérivée
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dont nous avons une expression en fonction des quantités A,- et
des dérivées d'ordre n d e / . Si l'on substitue les expressions de ces
dérivées dans les conditions d'intégrabilité

on sera conduit à des relations contenant les fonctions A/ et leurs
dérivées premières, ainsi que les dérivées d'ordre n et n -h 1 de la
fonction ƒ. On pourra évidemment éliminer les dérivées d'ordre
n + i de ƒ, en les remplaçant par leurs expressions connues, et il
restera des relations entre les dérivées d'ordre n de ƒ, les fonc-
tions A/ et leurs dérivées premières. Ce sont ces relations qui ser-
viront de point de départ à notre recherche, et nous allons d'abord
les établir.

Il serait beaucoup trop long de les considérer isolément. Mais
on peut les obtenir d'une manière rapide et les écrire sous une
forme condensée assez élégante en opérant de la manière suivante.
Nous désignerons, pour abréger, par dP$n~Pfl& différentielle nlémm

dont l'expression symbolique est

( . à , à W * à à \*-rr

C'est la différentielle /ilème que l'on obtiendrait si l'on différentiait/>
fois la fonction/ en employant le système des différentielles

dxly..., dx^

pour les variables indépendantes, et n —p fois en employant le
système

toutes ces différentielles étant d'ailleurs traitées comme des con-
stantes dans les différentiations successives.

Posons, pour abréger,
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l'équation (1) pourra s'écrire

dn+lf=z udd
nf.

Si nous remplaçons partout la caractéristique d par

c'est-à-dire
dxt par \dxi-\-ixh

et que nous égalions les coefficients de \P, X^+l dans les deux
membres, nous aurons les deux équations

=(n + 1 - p)u

= (n—p)utdP^fr-P-1/-*- (p ->ri)uddPln-Pf.

Prenons la différentielle d de la première équation, et la diffé-
rentielle 8 de la seconde nous obtiendrons deux expressions de

que nous pourrons égaler, ce qui nous conduit à la relation

(n -M — p)dutdP%n-Pf -+-pdud%
n-P+xdP~xJ

f— o.

Si, dans cette équation, nous remplaçons les différentielles

par leurs expressionstirées des formules (2), nous serons conduits
à la formule

( n -

+pt"-p+ldP-if(dud
-h 1

qui devra être vérifiée, quelles que soient les différentielles d, 8,
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pour toutes les valeurs du nombre entier,/? de o à n inclusivement.
Je commencerai par examiner le cas où l'expression

w| % (A, &*?,-+-... 4- Aao.z-)2

n -+-1 n -t- i

sera nulle, quelles que soient les différentielles ùxh \ alors on aura
de même

(4) —±^-dud,

et l'équation (3) se réduira à la suivante :

)•

qui, devant être vérifiée, quel que soit le nombre entier />,
nous donne

L'équation
oud—

entraîne les relations suivantes :

qui montrent que Ud est la différentielle d'une fonction. Nous
pourrons donc poser

( )f

ce qui donnera

dud=, + " ^ ~ ^

Portant cette valeur dans Téquation (4), nous aurons

d2i=zOj

elr par conséquent,

V = a t xx -\- a2 x2 - h . . . H- oL^Xp -h OL!

On ne peut supposer que toutes les quantités a£* soient nulles,
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car alors dnJtK f serait nulle, et la fonction ƒ serait un polynôme
entier de degré n. Par suite, on pourra toujours, par une sub-
stitution linéaire à coefficients constants, ramener v à la forme

et l'équation (i) deviendra

(5)

Posons
1

F désignant une fonction homogène d'ordre n de dx^ . . ., dx^y

qui reste à déterminer, et désignons, pour la commodité des
notations, âfoypar/ty. On aura

et, si nous porton s ces expression s des différentielles «lème et (n -+-1 )**••
dans l'équation (5), il restera

dF dF

mais cette dernière équation n'est pas suffisante. Il nous reste à
écrire les conditions qui expriment que le second membre de
l'équation (6) est la différentielle ttième d'une fonction. Ici encore,
pour éviter des calculs compliqués, nous ferons usage d'une pro-
position générale.

Considérons une fonction <p qui soit entière, homogène et
d'ordre n par rapport aux quantités pi = dxt, les coefficients de ce
polynôme étant d'ailleurs des fonctions quelconques des variables
Xiy et cherchons les conditions qui sont nécessaires pour qu'il
existe une fonction ƒ satisfaisant à l'équation

Si, dansles deux membres de cette équation, on remplace d par
d -H X8, et que l'on égale les coefficients de \ dans les deux mem-
bres, on aura

dpi dp* •
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Le second membre devra donc être la différentielle 8 de ndn~*f.
Réciproquement, toutes les fois que l'expression

où les quantités y?!, . . . ,jO(j. sont regardées comme des constantes,
sera une différentielle exacte pour toutes les valeurs possibles de
ces constantes, il sera possible de trouver une fonction dont <p sera
la différentielle nièmQ. Ainsi les conditions pour que la fonction <p
soit une différentielle nlème exacte sont les suivantes :

(8)

qui doivent être vérifiées, quelles que soient les quantités/>/.
Appliquons cette proposition générale, dont la démonstration

est facile, au problème particulier que nous avons à traiter. Ici,
nous prenons pour o l'expression

F satisfaisant déjà à l'équation (7). Les équations (8) prennent la
forme suivante :

^

dans le cas où les deux indices i et k sont supposés différents de
l'unité. Si l'un d'eux est égal à 1, on a

v 6F dF n-h\ dF
ô

II faut donc déterminer la fonction F qui satisfait en même temps
aux équations (7), (9),(10).

Diflerentions Téquation (7) par rapport à/?j, et tenons compte
des équations (10). Le résultat de cette différentiation prendra la
forme

dF \ d*F M 4-1
^ LP
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En vertu du théorème des fonctions homogènes, on a

V à* F dF
JLJ opiaat oxx

S dF _

Pi-r— = / i F .
àpi

L'équation précédente peut donc aussi être écrite sous la
forme
( I ! ) * + p *Y

Différentions maintenant l'équation (7 ) par rapport à p^ i étant
différent de 1.; on trouvera, en suivant la même marche et tenant
compte des formules (9) et (10),

, , dF d¥
(2> x ^ ^ °

II est maintenant facile de déterminer la fonction F satisfaisant
aux équations (7), (11), (12).

Posons, en effet,

Nous pourrons exprimer/?2.. ./fyen fonction de/? 4 , /? l 2 , /? u , . . . ,
p{v, et des quantités x^ et par conséquent donner à F la forme
d'un polynôme homogène par rapport à/?,, / ? l t , . . .,/?<jt, les coef-
ficients de ce polynôme pouvant être des fonctions des variables xt\
Mais alors les équations (12) nous donnent

dF

ur°' l>î>
et l'équation (7),

dF _

F sera donc une fonction homogène entière à coefficients con-
stants des quantités

et il est aisé de voir que toutes les conditions (9), (10) seront
vérifiées quel que soit ce polynôme.
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Il nous reste à trouver la fonction ƒ satisfaisant à l'équation

xK

où F est ce polynôme à coefficients constants que nous venons de
définir. On trouve sans difficulté, par la considération du coeffi-
cient de dx",

e#n négligeant un polynôme entier d'ordre n — i , dont la différen-
tielle nlème est évidemment nulle. Le numérateur de l'expression
de ƒ est le polynôme entier le plus général d'ordre nenxi} . . . ,#,*.
On peut lui ajouter évidemment des termes contenant xK en fac-
teur, d'ordre égal ou inférieur à n, puisque ces termes, divisés par
xK, donneront un quotient entier qui disparaîtra dans la différen-
tielle nième. Si l'on se rappelle enfin que nous avons fait une sub-
stitution linéaire, on voit que notre première solution nous conduit
à la fonction/ , dont l'expression est

y»

où F est le polynôme le plus général d'ordre n, et P une fonction
linéaire quelconque:

( A suivre.)


