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376 PREMIERE PARTIE.

MELANGES.

\ ‘
SUR LES DIFFERENTIELLES DES FONCTIONS DE PLUSIEURS VARIABLES
INDEPENDANTES;

Par M. G. DARBOUX.

I.

Dans son Cours d’Analyse, p. 64, M. Hermite a remarqué que,
si I'on développe le radical

\/'+21x+2“l.}’+§$’+ﬁ’xy—i—@"vy'

suivant les puissances de x et de y, le groupe homogéne des termes
du second degré dans le développement de ce radical entre comme
facteur dans le groupe homogene des termes du troisiéme degré
et des degrés plus élevés. Ce résultat si curieux peut encore étre
formulé de la maniére suivante : Si l’on considére la fonction

Sz, ) =Ve(x, y),

olt ¢ (x, y) est un polyndme du second degré, et que I'on déve-
loppe f(x + dz, y + dy) suivant les puissances de dz, dy par la
formule

ﬂ$+¢%y+@0:ﬂxdﬁ+w4€dv+”.

d*f, d'f,. .. sont divisibles exactement par d2f, quelles que soient
les différentielles dx, dy. Cette proportion est remarquable parce
qu’elle s’applique a la suite indéfinie des différentielles a partir de
la troisiéme; et elle parait au premier abord extrémement limi-
tative. )

Mais il est aisé de prouver que, si la différentielle troisiéme d’une
fonction est exactement divisible par la différentielle seconde, il
en sera de méme de toutes les différentielles d’ordre supérieur a
trois. Plus généralement, si la différentielle 7 + 1™ d’une fonc-
tion est divisible par la différentielle 2'*™°, il en sera de méme de
toutes les différenticlles d’ordre supérieur a n 4 1.



! MELANGES. 3y

Considérons en effet une fonction f de p variables z,,..., z, et
supposons que l'on ait

A\ f=(Ayde\+. ..+ A dz,)d"f;
on déduira de la par la différentiation
dr+rf=(dAN dx,+...+~ dA,dx,) d"f + (A, dxy+...+ A dz,) dPHf,
et par conséquent
drtf=[dAdx, +...+~dAdr, + (Ajdey+. ..+ Apdz, ) ]drf.

En différentiant de nouveau, on démontrera de méme que
d"+3 f et les différentielles suivantes sont toutes divisibles par d*f.

Je me suis proposé de résoudre d’une maniére générale la ques-
tion suivante :

Trouver toutes les fonctions de w variables z, ..., x, pour
lesquelles la différentielle (n + 1)¥me est exactement divisible

par la différentielle ni¢me, c’est-a-dire toutescelles pour lesquelles
on a

(1) drif—=(Adxy+ ...+ Ay dz,)d f,

quelles que soient les différentielles dz,, ..., dz,. Je vais,
indiquer ici la marche que j'ai suivie et les résultats que j'ai
obtenus.

Les deux membres de I’équation (1) sont des polynémes homo-
génes d’ordre n + 1 par rapport aux différentielles dz, ..., dz,.
En écrivant que ces polynémes sont égaux terme a terme, on aura
une suite d’équations qui feront connaitre toutes les dérivées
d’ordre n + 1 de la fonction f, exprimées en fonction des dérivées
d’ordre n et des quantités inconnues, Ay, ..., A,. On pourrait éli-
miner ces quantités inconnues et 1'on serait conduit a un certain
nombre d’équations aux dérivées partielles d’ordre n 4 1, aux-
quelles devrait satisfaire la fonction f, et qu’il s’agirait d’intégrer.
J’ai suivi une marche différente dans laquelle on conserve les quan-
tités A;.

Désignons, pourabréger, par f;"’",“ la dérivée
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dont nous avons une expression en fonction des quantités A; et
des dérivées d’ordre n de f. Sil’on substitue les expressions de ces
dérivées dans les conditions d’intégrabilité

/) 9
;".—1_—" (./2:.‘...¢.,~__.,,..,u‘,_‘., ‘P‘) — d_.lz‘;‘ (fo,z’.t'“, @i @ -“)’

on sera conduit & des relations contenant les fonctions A; et leurs
dérivées premiéres, ainsi que les dérivées d’ordre n et n + 1 de la
fonction f. On pourra évidemment éliminer les dérivées d’ordre
n+ 1 de f, en les remplagant par leurs expressions connues, etil
restera des relations entre les dérivées d’ordre n de f, les fonc-
tions A; et leurs dérivées premiéres. Ce sont ces relations qui ser-
viront de point de départ & notre recherche, et nous allons d’abord
les établir.

Il serait beaucoup trop long de les considérer isolément. Mais
on peut les obtenir d’une maniére rapide et les écrire sous une
forme condensée assez élégante en opérant de la maniére suivante.
Nous désignerons, pour abréger, par dP37—2 f la différentielle n'*®®
dont I'expression symbolique est

dpin-rf

B P I\ /D L d N\
._(\d.’ll'i—d—‘,fl—i—...—iﬂ-d.l‘”az‘—”) <O‘Z‘,'0—‘;‘—l+...+0.l‘pm> f.

C’est la différentielle n'*™ que 1'on obtiendrait si 'on différentiait p
fois la fonction f en employant le systéme des différentielles

dz,,...,dr,

pour les variables indépendantes, et n — p fois en employant le
systéme

N )
OZyye ey Ol'xn

toutes ces différentielles étant d’ailleurs traitées comme des con-
stantes dans les différentiations successives.
Posons, pour abréger, .

g = A dr,+...+ A,d.r;;
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I’équation (1) pourra s’écrire
d”""f‘: udd"f.
Si nous remplagons partout la caractéristique d par

A+ 3,
c'est-a-dire
dx; par Adz;+ 3z,

et que nous égalions les coefficients de AP, AP+ dans les deux
membres, nous aurons les deux équations
(n+1)dpin+i-pf
=(n+1—p)usdPd*Pf + pugdpr=13n—p+Hif,
(n+1)dpP+idn—prf
= (n—p)usdpPH1d"—pP=1f 4 (p +1) ugdrPd—Prf,
Prenons la différentielle d de la premiére équation, et la diffé-
rentielle & de la seconde nous obtiendrons deux expressions de

(2)

dr+t 8n+l—pf’
que nous pourrons égaler, ce qui nous conduit a la relation
(n+1—p)dusdrP3r—Pf + pdu,d—P+idr-1f
— (n— p)dusdr+ten—r-tf —(p +1)duyd"Pdrf
+ usdPH13"—P f — uydP3r+1-P f—oo,
Si, dans cette équation, nous remplacons les différentielles

dpr13n=rpf, dpin+i-pf

par leurs expressionstirées des formules (2), nous serons conduits
ala formule

2
(n—p)dn—r-1 dP+‘f<;l—I—_t£—[ — 3us>

_ IS Uq Uy
-+ (P +l)8" pdpf(___ Oty + E—:—;)

(3) ‘

+(n+1—p)drér —pf(dus — :'il‘i>

15
gr—pr+idr=1 f{ duy — 4 )—o
-+ p J“< d 71 )

qui devra étre vérifiée, quelles que soient les différentielles d, 8,
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pour toutes les valeurs du nombre entier, p de oa r inclusivement.
Je commencerai par examiner le cas ol 'expression
uf N (Aydxry+ ...+ A dz,)?

aus
n—+1 n-1

— (A8 + ...+ 8A,3x,)},

sera nulle, quelles que soient les différentielles &z, ; alors on aura
de méme

w“?
([#) - =dug,

et I'équation (3) se réduira a la suivante :
(p+1)<3ua—;L:ﬂ):(nw——p)(d 5 — -"—"—"i)’

qui, devant étre vérifiée, quel que soit le nombre entier p,
nous donne

Uaqll
Sug = dus = RALL
n-—+1
L’équation
Sug—=d.us
entraine les relations suivantes :
dA;  0A;

oy~ or,

qui montrent que ug est la différentielle d’une fonction. Nous
pourrons donc poser

(n—+1)dv

—_—,

Ug— —

ce qui donnera

—(n+1)d*v 2
dug — (n+1) ‘+(lt+:)dv )

1% (4
Portant cette valeur dans 1'équation (4 ), nous aurons

dl¢—o,
et, par conséquent,

V= Xy Ay Tyt U Ty b

On ne peut supposer que toutes les quantités «; soient nulles,
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car alors d"*! f serait nulle, et la fonction f serait un polynéme
entier de degré n. Par suite, on pourra toujours, par une sub-
stitution linéaire a coefficients constants, ramener ¢ a la forme

V=T,
et I’équation (1) deviendra
(5) drvif—=_ (_'E:%)d_"’t an.
Posons
(6) arf— ;l‘_ﬁ F(zy,...,&, dry, . ..,dz,),

F désignant une fonction homogéne d’ordre n de dz,, ..., dzy,
qui reste a déterminer, et désignons, pour la commodité des
notations, dz, par pu. On aura

n—+ 1 [ OF JoF
dt\f—— — —dr F4+ ——(-— e —
f xllzn 1=+ -l',:+l(d.l'|p‘+ + d.l',.PF ’
et, sinous portons ces expressions des différentielles n*™ et (n —+1)®me
dans I’équation (5), il restera

oF oOF
(7) 5ZP:+-~-+EP:~—°,

mais cette derniére équation n’est pas suffisante. Il nous reste a
écrire les conditions qui expriment que le second membre de
I'équation (6) est la différentielle n'*"® d’une fonction. Ici encore,
pour éviter des calculs compliqués, nous ferons usage d’une pro-
position générale.

Considérons une fonction ¢ qui soit entiére, homogéne et
d’ordre n par rapport aux quantités p; = dx;, les coefficients de ce
polynéme étant d’ailleurs des fonctions quelconques des variables
x;, et cherchons les conditions qui sont nécessaires pour qu’il
existe une fonction f satisfaisant a I'équation

arf—=o.

Si, dans les deux membres de cette équation, on remplace d par
d + 3, et que I'on égale les coefficients de ) dans les deux mem-
bres, on aura

do

. 0o
ndr=18 f = 7—‘— Oy 4+ v ve A+ 5 Oy,
1

opy
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Le second membre devra donc étre la différentielle 8 de nd»=!f.
Réciproquement, toutes les fois que I'expression

0% do

3; 8r, + ... 0” 3xp,

ou les quantités py, ..., pp sont regardées comme des constantes,
sera une différentielle exacte pour toutes les valeurs possibles de
ces conslantes, il sera possible de trouver une fonction dont ¢ sera
la différentielle n**™. Ainsi les conditions pour que la fonction ¢
soit une différentielle '™ exacte sont les suivantes :

0’y _ 0%
dp,-dx,.. - dp/,d.r,-’

(8)

qui doivent étre vérifiées, quelles que soient les quantités p;.
Appliquons cette proposition générale, dont la démonstration

est facile, au probléme particulier que nous avons a traiter. Iei,

nous prenons pour ¢ I’expression

F(ey, ooy xp, py,y - .,p,)’

Q=
1 )
.Z‘l

F satisfaisant déja a I'équation (). Les équations (8) prennent la
forme suivante :

0*F J0*F

(9) : =

opidr;— Opiox;

dans le cas ol les deux indices i et k sont supposés différents de
I'unité. Sil’'un d’eux est égal a1,0n a

o*F _ 0'F _n+12§
opydx;” Op;duay z, op;

(10)

Il faut donc déterminer la fonction F quisatisfait en méme temps

aux équations (7), (9),(10).
Différentions I'équation (7) par rapport a p,, et tenons compte

des équations (10). Le résultat de cette différentiation prendra la

forme
n—+1 -E—o
d-ll EP'() zdl't i 21)‘0171‘_
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En vertu du théoréme des fonctions homogénes, on a

V L)
oliapioz, =~ "oz,

2[), dp, —=nF.

L’équation précédente peut donc aussi étre écrite sous la
forme

JoF JF
(1v) 'dx +p,d =nF.

Différentions maintenant I’équation (7) par rapport a p;, ¢ étant
différent de 1.; on trouvera, en suivant la méme marche et tenant
compte des formules (g) et (10),

JoF oF

(12) 10.1' +Pi dP:

—o.

Il est maintenant facile de déterminer la fonction F satisfaisant
aux équations (7), (11), (12).

Posons, en effet,

Prk=P1 X — PrZy.

Nous pourrons exprimer p,. ..p.en fonction depy, pya, pisy. . .,
Pip €t des quantités r;, et par conséquent donner & F la forme
d'un polynéme homogeéne par rapport a p,, pia,. .., Pi,, les coef-
ficients de ce polyndme pouvant étre des fonctions des variables ;.
Mais alors les équations (12) nous donnent

% =o0, I>1,
et]'équation (7),

9F _

- oz,

F sera donc une fonction homogéne ‘entiére a
stants des quantités

coefficients con-
dz,, z;dz, — x,dxy,

et il est aisé de voir que toutes les conditions (g), (10) seront
vérifiées quel que soit ce polyndme.
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Il nous reste a trouver la fonction f satisfaisant a 'équation
drf=— pred F(dxy, xydx,— z,dx,.. .., rydx, — xdx,),

ol F est ce polyndme a coefficients constants que nous venons de
définir. On trouve sans dlfﬁculle, par la considération du coeffi-
cientde dz7,
_ 1\n
f: 1_2%—1_)7‘1_‘17(1: Tgy T3ye ey .’L'p,),

€n négligeant un polynéme entier d’ordre n — 1, dont la différen-
tielle n'*™ est évidemment nulle. Le numérateur de I'expression
de festle polynome entier le plus général d'ordre n en z,, . . .,z,.
On peut lui ajouter évidemment des termes contenant z, en fac-
teur, d’ordre égal ou inférieur a n, puisque ces termes, divisés par
z,, donneront un quotient entier qui disparaitra dans la différen-
tielle n*™°. Sil'on se rappelle enfin que nous avons fait une sub-
stitution linéaire, on voit que notre premiére solution nous conduit
a la fonction f, dont I'expression est

(13) f= F(.r,,.cil,,...,.rp),

ou F est le polynome le plus général d’ordre n, et P une fonetion
linéaire quelconque:

(A suivre.)




