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MELANGES. " 83

ESSAI HISTORIQUE
SUR LA REPRESENTATION D'UNE FONCTION ARBITRAIRE
D'UNE SEULE VARIABLE
PAR UNE SERIE TRIGONOMETRIQUE;

Par M. ARNOLD SACHSE.

{suITE.)

III.

Dans son Mémoire, Riemann a réalisé un progrés considérable
et il a ouvert la voie a de nouvelles recherches sur un sujet qui
paraissait épuisé, en abandonnant la marche de Dirichlet et en se
proposant Ja question suivante : Quelles sont les propriétés que
doit avoir la fonction pour qu’il existe une série trigonométrique
qui, partout ou clle converge, converge vers la valeur de la fonction?

Dans la solution de ce probléme, Riemann ne s’est pas occupé
de savoir si la série représente la fonction. De cette maniére, il
pouvait reprendre la question des conditions néeessaires ct suffi-
santes, ou, plus briévement, « des conditions nécessaires ». Et, en
fait, il a réussi & trouver les conditions nécessaires pour qu’il y ait
une série trigonométrique qui, partout ot elle converge, con-
verge vers la fonction. Mais toutes les fois qu’il est revenum
dans la voie de Dirichlet, il a dui, de nouveau, avoir recours aux
conditions simplement suffisantes. C’est cn ce sens que Pon doit
entendre la remarque de Riemann (loc. cit., art. 7) « que I'on doit
d’abord rechercher les conditions néeessaires pour que la repré-
sentation soit possible, et en déduire ensuite les conditions suffi-
santes pour cette représentation. » Cetle afﬁrmgtion ne parait pas
tout a fait correcte, si on la prend dans un autre sens; car les con-
ditions suffisantes doivent toujours comprendre toutes les condi-
tions nécessaires, de méme qu’inversement les classes de fonctions
qui satisfont aux conditions nécessaires doivent comprendre toutes
les fonctions qui satisfont seulement aux conditions suffisantes.

Le Mémoire de Riemann se compose de trois Partics. La pre-
mi¢re est I'historique, auquel nous avons déja fait de nombreux
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emprunts. La scconde Partic comprend cette revision des propo-
sitions fondamentales de I’Analyse, dont Dirichlet avait déja re-
connu la nécessité et qu'il se proposait d’entreprendre. Avant de
poursuivre ses études sur ce sujet, Riemann définit d’'une maniére
précise 'intégrale définie, et il recherche dans quel cas une fonction
a une intégrale. Ces recherches sont universellement acceptées et
nous pouvons par conséquent nous dispenser de les soumettre a
un examen détaillé. A la vérité, M. P. du Bois-Reymond reprend
dans scs éerits sur les intégrales ‘de Fourier le point de départ de
Cauchy relativement a Vintégrale définie, et il rejette celui de
Riemann & cause de son indétermination. Par suite, plusieurs de
ses résultats sont écrits d’'une maniére dillérente de celle qui est
généralement acceptée (*). Les recherches de Riemann sur les
conditions d’intégrabilité des fonctions discontinues dans tout in-
tervalle ont conduit a cette conclusion qu’il y a des fonctions con-
tinues n’ayant pas de dérivée. Les travaux de M. Weierstrass ont
montré qu'il y a des classes trés étendues de fonctions continues
n'admettant pas de dérivée. Mais les fonctions continues sans
dérivée n’apparticnnent nullement, comme le pense M. Schlifli
dans le travail déja cité, a la classe de celles qui échappent entiére-
ment aux méthodes précédemment indiquées. Ni la démonstration
de Dirichlet, ni la condition d’intégrabilité de Riemann ne sup-
posent Vexistence de la dérivée.

Dans la troisi¢me Partie de son Mémoire, qui traite de la repré-
sentation d’une fonction par une série trigonométrique sans aucune
hypothése préliminaire sur la nature de la fonction, Ricmann
adopte la marche suivante.

Désignons par ) une série trigonométrique .

Ag+—=A 4+ ...+ \, + ...,
ou

b .
Ag=—3 Agp==aysinkx + by coskr,
2

<

ct nommons f(x) sa valeur a toutes les places ou clle converge.

(') Voir Journal de Borchardt, 1. LXIX, p. 70 ct suivantes : Ueber die 1} Werthe
eines Doppelintegrals, et Math. Annalen, t. V11 : Ueber die sprungweisen Werthverin~
derungen analytischer Functionen, en particulicr p. 257 et suivantes,
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Nous supposerous d’abord que le terme A; devienne infiniment
petit quand A croit indéfiniment, pour toute valeur de x. Riemann
. ’ . . ’ " M N ’ ’ ’ "
prouve alors que la séric déduite de Q par unc intégration répétée
deux fois
x? Ay Ay
> = / — —_— e T e e e
F(.l,)_C+Cx+A02 T
est convergente pour toute valeur de x, loujours continue et tou-
jours susceptible d’intégration. De plus, il fait voir 1° que, toutes les
fois que la série est convergente, I'expression

Flr+a+8)—F(r—a+8)—Flr+a—p+Flz—a—p)
s

converge vers f(x) lorsque « ct 3 deviennent infiniment petits,
pourvu que leur rapport demeure fini; 2° que I'intégrale

y.?t[cl“(x) cosp(x — a)n(x)dr

devient infiniment petite quand p croit indéfiniment, si b et ¢ sont
des limites finies, d’ailleurs arbitraires, si A(x) et ¥(x) sont
nulles aux limites de l'intégrale et toujours continues entre ces
limites, et enfin si 2”(x) n’a pas un nombre infini de maxima ct
de minima.

Ces deux propositions nous montrent que, si une fonction pério-
dique f(2) ayant pour période 27 peut étre représentée par une
série trigonométrique, de telle maniére que la série, toutes les fois
qu’elle sera convergente, soit égale a la fonction, il faudra 1° qu’il
existe une fonction continue /() telle que I'expression

F(.x‘—{—a—'—ﬁ)—%—F(.r—-a—ﬁ)—F(.x+u—-ﬁ)—F(.r——a+ﬁ)
' 4af ’

ol « ct {3 sont des infiniment petits dont le rapport est fini, converge
vers f(x).

2° Il faudra, de plus, que I'intégrale

‘Uﬁf F(r)cosp(r — a))(x)dr,
b
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ou A{x) satisfait aux conditions déja énoncées, devienne infiniment
petite lorsque p augmente indéfiniment.

Il y a maintenant a rechercher si ses conditions sont suffisantes
et & faire voir que, lorsqu’elles sont remplies, il existe une série
trigonométrique dans laquelle les coefficients *deviennent  infi-
niment petits, ct qui cst égale a la fonction toutes les fois qu’elle est
convergeute.

Pour cela Riemann considére la fonction

x?
¢(zr)=F(x)—C'x— 4, 5’

et il détermine A,, C' de telle maniére que ¢(x) ait 27 pour
peériode; puis il développe cette fonction parla méthode de Fourier,

On a pour A, la valeur

2 +7 t!
A,,:-—ﬁ- [F(t}-— C’I—A—o—]cosn(.r—t)dt,
=J_ | >

™

ct tout se réduit a établir que A, tend vers zéro quand n-augmente

indéfiniment. Riemann se contente d'indiquer que cela résulte de

Phypothése 2°, faite sur F () ; mais cette difficulté a éié compléte-

ment levée par M. Weber (p. 252 des OFuvresde Riemann) et aussi,

ct de la méme manicre, par M. Ascoli dans un Mémoire (') qui est

dans ses points cssentiels un commentaire de 'éerit de Riemann.
11 est donc démontré que la série

Ag+ A+ ..+ A, +...

ases termes qui décroissent infiniment; il résulte d’ailleurs del’hypo-
thése 1° que, partout ou clle converge, clle est égale a f(x).

Riemann établit ensuite (art. 9, 1) le théoréme trés important,
que laconvergence dela série pour une valeur déterminée ne dépend
que de la manicre dont se comporte la fonction dans le voisinage
de cette valeur.

(') Annali di Matematica, sévie Il, t. VI, déc. 1873, p. 21 et 298, Sulla scrie di
Fourier.
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On le voit, le Mémoire de¢ Ricmann s¢ maintient jusqu'’ici dans
les généralités. Sinous voulons maintenant reconnaitre sous quelles
conditions une fonction peut ¢tre représentée par une série trigo-
nométrique, nous devrons renoncer & trouver les conditions néces-
saires. Riemann considére des cas particuliers dans lesquels les
deux conditions générales qu’il a données sont remplics, et alors
il reste a rechercher d’aprés la méthode de Dirichler pour quelles
valeurs de x la séric trigonométrique converge ellectivement.
Riemann montre que ses deux conditions générales sont remplics,
quand la fonction (1) ne devient pas infinie, (2) est intégrable, (3)
n'a pas un nombre infini de maxima ct de minima. Dans cc cas, les
coefficients A, sont ceux de la série de FFourier et cette série, toutes
les fois qu’elle est convergente, est égale a la fonction. D'ailleurs la
séric sera convergente pour toutes les valeurs dans le voisinage
desquelles il n’y a pas un nombre infini de discontinuités. Si ces
valeurs sont en nombre limité, nous pourrons dire, d’apres notre
définition, que la série représente la fonction. Si, au contraire,
elles sont en nombre illimité, il ne pourra plus ¢tre question d'une
représentation de la fonction, quoique la série de IMourier puisse
encore converger pour une infinité de valeurs de @.

Jusqu’ici Riemann avait laissé de coté le cas ou la fonction
devient infinie : supposons que la fonction devienne infinic pour
la valeur @, mais sans maxima ni minima. Ricmann indique dans
ce cas, comme conditions de la représentation, d’abord que

fla+t)+ fla— 1)

puisse étre intégrée jusqu’a zéro, ct ensuite que tf (@ + ), tf(a—t)
deviennent infiniment petits avec t. Mais on reconnaitra aisément
qu’il n’a pas voulu traiter cette question de la maniére la plus
précise. C’est ainsi qu’a la condition que la fonction 1(x) puisse
étr.e intégrée jusqu’a la valeur a, pour laquelle elle devient infinie,
il substitue la condition que (x — a)F’(x) soit infiniment petit
avec (x —a), ce qui n’est pas permis e¢n général tant que la fonc-
tion I”(x) ne devient pas infinic comme une puissance de x — a.
Il »’a donc examiné que le cas le plus simple ou I'intégrale de
Dirichlet converge d’'unc maniére absolue. Du reste, il est possible
de montrer par des exemples qu'il v’y a aucun mioycn de trouver
des conditions nécessaires et suffisantes pour la convergence d'une
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intégrale, qui soient différentes de la définition générale de cette
condition.

Riemann a démontré que les cocflicients de IFourier deviennent
infiniment petits & mesure que leur indice croit, toutes les fois que
la fonction demeure finie et qu'elle est susceptible d’intégration.
11 est donc & désirer que I'on puisse appréeier Vordre de grandeur
des coeflicients ct indiquer comment il dépend de leur rang. Sil'on
suppose seulement que la fonction soit susceptible d’intégration,
ccla n’est pas possible, comme le montre Ia démonstration de Rie-
mann. Mais cn faisant des hypothéses plus restrictives on peut
arriver au résultat. Nous ferons connaitre ici les théorémes que
M. Heine a.donnés (Handbuch der Kugelfunctionen, p. 59).

Désignons respectivement par A, ct B, les coeflicients de Iourier,

h

U
ff(ﬁ)sinnﬁdﬁ, JiB) cosnBdB.

Si la fonction f(7%) demeure finic et que pour toutes les valeurs de
I'argument clle soit plus petite que 7, si en outre il y a entre o et e
seulement un nombre fini de maxima ct de minima ct de solutions
de continuité, alors nA,, nB, demeurent inférieurs a Gy, G dési-
gnant une constante indépendante de n. Mais si f(f3) devient
infinie pour 5 = o de telle maniére que (v étant inféricur ar)le
produit 5*f(3) demecure fini quand $ tend vers zéro, alors les
expressions

~H ~H

1—v 1i-v
VYA, — ———, a'-VB, —
" 2I(v)singvw n

21'(v)costvm

'

ou H désigne la valeur de §" () pour 3 =+ o, devicnnent infi-
. . 1 .
niment petites avec —- Les produits n'~A,, n'~—B, demeureront
n

donc finis quand 7 croitra indéfiniment.

On peut encore obtenir une évaluation si f{{#), tout en satisfai-
sant d’ailleurs aux autres conditions indiquées, acquiert pour la
valeur o un nombre infini d¢ maxima ct de minima, mais de telle
maniére que la condition de M. Lipschitz soit satisfaite. Sépa-

N/
rons dans A,:== | f(f)sinnfdf les deux intégrales partielles

o
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L 2

H 3 . X . ,
ut & —you K dé-
f -+ j: - Le reste peut étre rendu plus petit que ~»
v o -
n

signe une constante indépendante de 2. Les deux intégrales par-
tielles donnent

k3

/ [f(rs) —1(s+ g)] sinn 8l3;

mais, d’aprés la condition de M. Lipschitz, on doit avoir en valeur
absolue

A8 —r(s+2) <B(Z)

ou encore

rie)—s(s+3) < (1—;:)—*

« étant plus petit que zéro, et 'intégrale, d’aprés cela, devient plus
petite que
7\ 1+e B’
N B (—) ou n_(—__logn)“”"
B’ désignant une autre constante.

§’il y a dans I'intervalle plusieurs points pour lesquels la fonction
devient infinie ou acquiert une infinité de maxima et de minima,
on peut encore obtenir une évaluation en partageant I'intervalle
cn intervalles partiels dont les limites sont précisément ces points
" singuliers.

Riemann a montré, nous 'avons vu, que la convergence de la
série de I'ourier en un point déterminé dépend seulement de la ma-
niére dont se comporte la fonction dans le voisinage de ce point;
mais il a déduit cctte proposition de ses théorémes généraux. Dans
le cas ou la fonction est intégrable, il sera utile de donner de ce
théoréme une démonstration particuliére, en partant directement
de intégrale de Dirichlet 4 laquelle raméne d’ailleurs la méthode
suivie par Riemann. M. Schwarz a donné dans ses lecons une for-
mule d’évaluation pour I'intégrale

ko«

*Usink 8

[minean o<esisl,
vg

sin 8
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qui conduit immédiatement au but et qui sera encore employée
plus loin.

Pour évaluer I'intégrale

Y .

S= f{,B\' —) 0<,f,"SIIS"—9

mr mr {m—+)xw m'n
s ) =) - (Tt

oul'on a -

Posons dans le premier intervalle

118)=/(%F) + s,

715 =1(%5) - 4(9)

dans le second

dans le troisiéme
(m~+2)

\ T '@
A5 = (=) + wats) o
dans le quatriéeme '
N m-~+ 2w
A= (22E) 1),
cL ainsi de suite, et partageons S en deux parties §' et §”, dont la

premiére se rapporte aux fonctions f, la scconde aux fonctions ¢.
On a maintenant

m= (m+ﬂ-
,_ pfmw * sml 5 amlp
5 _f( & > f T sinf3 @3
£
(m4 = m4+n=
= k' sinkjB toA amlﬁ
+fl(m+2)- /‘ d5 +j
f(( ) A> Jim+4w S‘nﬁ (m+2= 5““6 p
* 3

R R T S

Posons avee Dirichlet

K

(— 1) /‘T sml,& 18 = pos

Jw—z Slﬂ(’
.




MELANGES. gt

si 'on remarque que 'on a

on peut écrire

mr mm -

r_ mm Tsinlﬁ . * sinl{i [3
5 _/( A ) s/: blllﬁ {l‘j m—1w Sing “
- __h_
mm 2
-+ ( - l)m-—l{f(__[_) (K Sil]g-— Pm+i>

+f<(_" “;' 2£’) (P"H‘? - Pm-H) -+ .. ':;

mais on a

mw m=

e T sind
f S‘f“pdg_f A g2 .
p sin (m—1= SIDG Asing

A

La seconde partie de §, si 'on désigne par ¢ la plus grande des
valeurs de f et si 'on remarque que Pon a p,<pp4y, cst plus
petite que

2
c Aaing _'(Pm-H - Pm+2) - (PIIH-S_ Pm+'.) ...

et, par suite, on a

be

!
§< ksing’

et comme on a

1 ™

B ’
sing

I
g

puisque g est plus petit que g" on en déduit

2¢cw

!
S'<Z 7,
Il reste encore la seconde partie, §”, de S. Si I'on désigne

par o,(f3) la valeur absoluc de la plus grande oscillation de f(B)
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dans le ¢"*" intervalle, elle n’est jamais plus petite que la valeur
absolue de la fonction correspondante ,(f5). On a done

h
. = ("e(B)
S <f m’: ﬁ<;»/; g ds

ou l'on suppose que a(B) =a,(f8) dans le ¢"*™ intervalle. On a
donc pour S I'évaluation

smlB _oc = ("a(B)
ff{j sn’i ~Tg +;“/s: g a.
"a(5)
e

4
Nous allons maintcnant montrer que l'intégrale [

dp
ve

peut étre rendue aussi petite qn'on le veut si I'on prend une valeur
suffisamment grande de A, pourvu que la fonction f(5) soit inté-
grable et demeure finie.

Eneflet,on a
h h
9,
B | a(B)4B.
[ 3

Vo
°

h .
f o()dB cst certainement plus petit que Lo ((3) A4, en dési-
€

gnant par A, B la grandeur du ¢*° intervalle, la somme s’étendant
d’ailleurs & tous les intervalles; mais cette somme, d’aprés 1a notion
méme de l'intégrale définie, doit pouvoir ¢tre renduc aussi petite
que 'on veut par la réduction des grandeurs des intervalles.

Pour démontrer maintenant le théoréme de Ricmann, parta-

geons l'intégrale de Dirichlet ff g‘—n{pdﬁ dans les deux

h
pamesf [ ou g sera trés petit. Supposons d’abord que ()

n’ait pasun nombre infini de maxima et de minimaj; sil’on applique
h .
maintenant & l'intégrale la formule d’évaluation précédente,
E

2¢w
on pourra prendre A assez grand pour

» aussi bien que .
O

3
w T . . . ,
5 [ (f) df, soient aussi petits qu'on le voudra.

[l

»
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On peut donc de cette manicre s’approcher autant qu’on le
voudra de la valeur considérée, puisque la partie de I'intégrale
relative & l'intervalle (g, &) ajoute a la valeur de l'intégrale une
quantité qui peut étre diminuée indéfiniment par une augmentation
convenable du nombre . 11 est ainsi démontré que la convergence
de la série de Fourier pour une valeur déterminée dépend seule-
ment de la maniére dont se comporte la fonction dans le voisinage
de cette valeur. On peut alors, au moyen de théorémes trés simples
de valeurs moyennes, montrer que la valeur de la série, pour tous
les points ou la fonction est continue et méme pour les points
de discontinuité simple, est égale & la fonction. Mais nous allons
en outre élablir que ccla a encore licu si la fonction a, pour la va-
leur o de 3, une infinité de maxima et de minima, pourvu qu’elle
satisfasse a la condition de M. Lipschitz.

eml

(l Posons

I1 faut dans ce but calculer 'intégrale f F(B)

f(B)=f(0)+ ¢(#), ct partagcons I'intégralc daus les suivantes :

: ﬂm k ’3 {‘ E <|n kB
[ flo] sm / smp <.

La premiére intégrale est égale a g f(0). Comme f{(f3) satisfait a la

condition de M. Lipschitz, on peut poser

9(8)=S(B) — f(o)<<BB* oulona «>o.

in A
La deuxiéme intégrale J est donc plus petite que B [ L“ ha pﬁ dp,
sin
sin B
ct, comme on a 7—; - <L 5 = Z1, onendéduil

g a
J<Bff g1 <BZ &,
2 ° 2 o

La troisiéme partic est, d’aprés ]a formule d’évaluation déja donnée,

plus petite que
20w 7 (8}
20T 3,
gk f 5 ¢

wiA
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On a donc
: sind 3 =
—= B = - + K;
g e =300
ou
o ;
K<BE’-'—-+2—”—r+f _-(p—(lﬁ.
2 « 8 P {3

Mais on peut prendre g aussi petit qu’on le veut, puis choisir k
assez grand pour que la quantité K devienne aussi petite qu’on le
veut, ct 'on obtient, par conséquent,

1
§ T
lim B\ L 5= ~flo
k=wJ, J(8, sinf3 @ mf\ b

ce qui démontre la proposition.

Riemann recherche encore, dans 1’article 11 de son Mémoire, si
une séric trigonométrique, dont les termes A; ne deviennent pas
infiniment petits pour chaque valeur de x, est propre a la repré-
sentation d’une fonction. 1l montre que, s’il s’agit de fonctions
n’ayant pas une infinité de maxima et de minima, la séric ne peut
étre égale a la fonction que pour un nombre limité de valeurs de
la variable et, par conséquent, est impropre a représenter la fonc-
tion ( OEuvres, p. 242, 245).

Pour ce qui concerne les fonctions ayant une infinité de maxima
et de minima, Riemann nc donne aucune régle générale, mais il
établit par des exemples (') les deux théorémes suivants :

I. 1l existe des fonctions ay ant une infinité de maxima et de
minima, susceptibles d’intégration et qui cependant ne peuvent
étre représentées par la série de Fourier.

IL. 1l y a des fonctions ayant un nombre fini de maxima et de
minima, n'étant pas susceptibles d’intégration, et qui cependant
peuvent étre representées par la série de Fourier.

(') Ces exemples ont ete soumis a une revision attentive par M. Genocchi : Aeei
della Reale Acc. delle Scienze di Totino, vol. X, 1893, Intorno ad alcune serie,
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1v.

L¢ Mémoire de Riemann forme la conclusion naturelle des re-
cherches entreprises uniquement sur la question de la représenta-
tion par une série trigonométrique. Les méthodes variées qu'il a
appliquées aux séries trigonométriques ont permis aux géométres
d’aborder avec succés I'étude de questions nouvelles, dont nous
allons maintenant nous occuper.

Cauchy, dans une Note, avait énoncé le théoréme que l'intégrale
d’une série est égale a la somme des intégrales de tous ses termes.
Cette proposition avait été acceptée sans restriction, et c’est sur elle
que reposent toutes les recherches que nous avons analysées jus-
qu’ici. M. Weierstrass montra que I'on ne peut démontrer le théo-
réme que si la série est uniformément convergente dans l'intervalle
de I'intégration, et il entendait par 1a que, pour toutes les valeurs
de la variable, lereste de la série, toujours compté a partir du méme
terme, peut étre rendu plus petit que toute quantité donnée. Cette
remarque a trouvé une premiére application dans le Mémoire de
M. Heine sur les séries trigonométriques (*). M. Heine y cite un
Mémoire de M. Thomé dans lequel l'idée de convergence uniforme
est considérée comme tout a fait connue (2). Cependant cette notion
de la convergence uniforme était déja contenue dans un Mémoire
de M. Seidel publié en 1848 (*), ct elle semble avoir été pendant
longtemps négligée. Cauchy (*) avait affirmé qu’unc séric conver-
gente, dont tous les termes sont des fonctions continues de I'argu-
ment, représente toujours une fonction continue. Abel remarqua
a ce sujet (*) qu’il lui semblait que ce théoréme souffre des excep-
tions, et il cita comme exemple la série

sing — smzfz',a 4 s1r;3? .

(') Journal de Borchardt, t. LXXI. 1870.

(* Ibid., t. LXVI, p. 33/; 1866.

(*) Abh. der Bayerischen Akad., 1847-4q : Note iiber eine Eigenschaft von Reihen,
welche discontinuirliche Functionen darstellen.

(*) Analyse algebrique, p. 131.

(*) Journal de Cielle, t. 1, p. 316.



96 PREMIERE PARTIE.

qui, malgré la continuité de ses termes, cst discontinue pour
¢=(2m~+1)n. Pour dclaircir ce point, M. Scidel démontre le
théoréme suivant : 8¢ une série convergente dont les termes sont
des fonctions continues de l'argument est une fonction discon-
tinue, il y a dans le voisinage d’un point de discontinuité des
points pour lesquels la série converge aussi lentement qu’on le
veut. Il distingue deux cas: le premicr, lorsque la fonction montre
ce que nous appelons aujourd’hui la convergence uniforme; alors
le théoréme de Cauchy est exact: le sccond, quand la convergence
n’est pas uniforme; alors son théoréme a licu. M. Heine démontre
aussi qu'unc fonction discontinue ne peut jamais étre représentée
par une série uniformément convergente; mais il introduit d’abord
la notion d’une séric uniformcément convergente en gencral, ou il
faut entendre, par cette expression en général, que I'on doit re-
noncer a la convergence uniforme dans le voisinage de tous les
points de discontinuité. M. du Bois-Reymond (') montre que la
convergence uniforme ne cesse pas sculement aux points de discon-
tinuité, ce que M. Seidel avait déja présumé (loc. cit., p. 393 ) (2).

Il n’est donc pas évident a priori qu’'une séric trigonométrique,
qui représente une fonction continue, présente la convergence uni-
forme.

Par suite de la remarque de M. Weierstrass, il était devenu clair
que le procédé employé par Fourier pour la détermination des
coefficients par des intégrales définies ne pouvait pas étre appliqué
sans examen, puisqu’il repose sur la supposition que I'intégrale
d’une série convergente est égale ala somme des intégrales de ses
différents termes. La méthode suivie par Iourier avait porté les
géometres a conclure que 'on obtient toujours lo méme dévelop-
pement pour une fonction, quelle que soit la maniére dont on opére.
Sur ce théoréme de 'existence d’un scul développement pour une
méme fonction, reposaient non-seulement les applications a la
Physique, mais aussi plusicurs recherches mathématiques impor-

.

(") Abhandl. der Bay. Akad., t. XIl, p. 119.

(*) Pour compléter cet historique, il reste a signaler une Note de Cauchy (Comptes
rendus des seances de I’ Academie des Sciences, t. XXXVI. p. 456-458; 1853), ou l'il=
lustre géométre revient sur le théoréme qu’il avait donné dans son Analyse alge-
brique, et établit au fond la notion de la convergence uniforme. G. D.
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tantes, par exemple la représentation que Jacobi a donnée des
racines d’une équation par des intégrales définies. Ce théoréme fut
donc remis en question. Une démonstration nouvelle en a été
entreprise par M. Heine dans le Mémoire cité, ct achevée par
MM. G. Cautor et P. du Bois-Reymond.

M. Heine remarque qu’il est établi par les travaux de Dirichlet,
de Riemann et de Lipschitz, qu'une fonction de x peut étre déve-
loppée sous certaines conditions en unc série trigonométrique,
mais que 1'on ne peut savoir de combien de manicres cette repré-
sentation peut avoir lieu.

On pourrait peut-ttre se proposer de démontrer qu'une série
trigonométrique, qui représente une fonction continue, converge
d’une maniére uniforme ; mais, comme il n’est pas établi générale-
ment qu’il existe une série jouissant de cette propriété, M. Heine
se contente d’abord de démontrer (lot. cit., §§ 7, 9) que lasérie de
Fourier posséde la convergence uniforme lorsqu’clle représente
une fonction continue, discontinue seulement en un nombre limité
de points et n’ayant pas un nombre infini de maxima et de minima.
M. Schlifli (dans le travail cité, p. 7) a fait & ce sujet la remarque
que la démonstration cesse d’¢tre probante quand la valeur de la
variable se rapproche de I'une des valeurs qui font acquérir un
maximum ou un minimum. Mais on peut répondre i cette objec-
tion et montrer que la proposition subsiste dans tous les cas.
M. Schwarz a donné cette démonstration dans une de ses lecons a

P Université . . . .
niversité; nous allons en faire connaitre les points essenticls.
Considérons l'intégrale

b .
s_—_f £(8) 20K g,
0

sin 8

Si la fonction f/(3) n’est jamais croissante entre les limites zéro
et ., et si elle demeure constamment positive, en désignant par
¢ sa valeur maximum dans l'intervalle, on a

s—Zflo)< S T plo) — s (2mmY
2 2m 2 v k ’
ol m désigne un nombre positif enticr assujetti a I'unique condi-
tion que 2/m + 1 soil inférieur i k. Cette formule a encore licu si

) , C 1, .
la fonction n’est jamais décroissante et clle est modifiée d’une ma-

Bull. des Sciences mathém., 2 Serie, t. IV. (Mars 1880.)

~
‘
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ni¢re insignifiante si f'(5) devient négative. Mais, pour plus de
simplicité, nous supposcrons dans ce qui va suivre que f(f3), par
Paddition d’une constante convenable, ait été ramende a étre ton-
jours positive. 1l reste i examiner ce que devient la formule pré-
cédente, lorsque /() a un nombre fini de maxima ct de minima.
Supposous, pour fixer les idées, que f(f3) croisse dcpuis 0 jus-
qu a g, puis qu “elle déeroisse depuis le maximum qul a licu pour g
jusqu’a un minimum ayant licu pour =7, et ainsi de suite;
supposons qu’il y ait en tout x maxima ou minima entre o et /.
Pom‘ évaluer Pintégrale entre g et &/ considérons la fonction f; (f8)
égale d f(g)entre o et g et & f( ) entre g et /. On peut lui appli-
quer la formule })uudcnl(', ctl’'on a

m

sin/ L)
nis =T ate< 5, + I A=A (2) |

Jo ').IH

Mais la fonction f(3) étant continue, on sait que, étant donnée
unc quantité ¢, aussi petite qu'on le veut, il existe toujours une
quantité ¢’ telle que Ton ait, quelle que soit la valeur de 2 prise
dans I'intervalle considéré, /(£ + ") —f () <e, dés que I'on a

. . , .  amm
¢" < ¢’ en valeur absolue. 11 est clair que 'on peut déterminer =

de maniére a le rendre inféricur a . Si I'on a alors o< g, on

AT ) =hio =11

ct la formule précédente deviendra

obtiendra

o sink % ™ !
AlE A s Ty < <

sl 2 am

vo

Comme on a d’ailleurs

SII] % 2m

& 3 x
f./‘(g AL s T () <

il en résulte que P'on peut éerire
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Cette formule s’applique a tous les intervalles suivants entre un
maximum ¢t un minimum, de sorte que nous pouvons en conclure

SN N . 2mm)
S—Zrlo) < o)yt Lol =1 (255 ]

et comme, d’ailleurs, on a

a2mm

f(o)—f( 7 ><€.,

on pourra écrire

3 c ™
S — ;f(o)<_(2pz+l);.;+;el.

Mais si la valeur g, contrairement a4 I'hypothése faite plus haut,
est inférieure a ¢’ et qu’en outre 7’ soit supérieure a ¢, 'évalua-
tion donnée plus haut pour V'intégrale de g & &' n’a plus licu, parce
e o 2mx , . , . s e . .
u'ici —— ) n’est plus constant et égal & f(g). Voici comment
quici f; ( y > 1 gal 3 f(g)
on peut lever cette difficultd.
Considérons une fonction f; (f2) qui, de o a g, soit égale a £(f3),
AR . . N o,
etde gal'a f(g); ct une fonction f,(3) qui, de 0 & g, soit égale

af(g),etdegalla f(#). Notre premiére formule est maintenant

applicable a /1 (), f2(j3), ct 'on a

n .
sink A T c 7 rmw
6] ! J— P A
[ H(8) sin 3 a3 2f(°) Som F‘).[f(o’ f< k >:|’

0

Par I’addition on obtient

I .
. sink ™
[ g~ i)

ain 4
. Jo sin 3

I .
. sin4 B T ¢ T
__l_I (r\_b. .L.d [ /_ - .
S st St — 2l < &+ T

Comme on a, d’ailleurs,

o sinkf8 ™ c
| e =<0

2m
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on en conclut

et, par suite,

c ¢ ¢ x
S——f(()) 2l7t+ €1+;I+(‘U.—~l)'-;;<(2‘u+|)2_”.’+;‘"

comme précédemment.
Jusqu'ici ¢ était arbitraire. Sion le choisit de telle maniére que
. ™ ~ . . N . .
I'on ait e — 5 £12> 0, on voit que m peut toujours étre choisi de
telle maniére que S — = £(0) soit inféricur a e.

Si on appiique les considérations précédentes a chacune des
deux intégrales de expréssion

1 1
;(-r.-#—v) :'j!-ﬁ-x)
X . ‘ . sink
! ?(,_96\5'" Ila+l/‘ 1;(.L‘+'2{3)§—l!1—5(1‘3,
= J, sin 3 =J, sinj

qui est égale a la somme des 2 premiers termes de la série de
Fouricr, on établira sans difficulté que la formule précédente s’ap-
plique pour toute valeur de x, ct, par conséquent, que la série
précédente est absolument convergente.

S’il y avait entre o et ¢’ p]usuurs maxima et minima, pourvu
qu’ils fussent, en nombre limité, il y aurait a appliquer plusieurs
fois la méthode précédente, et la conclusion ne cesserait pas de sub-
sister. '

11 est ainsi démontré qu'il y a en général un développement en
série qui posséde la convergence uniforme. Mais il pourrait y avoir
d’autres développements possédant ou ne possédant pas la conver-
gence uniforme. Or, pour reconnaitre 1'identité des deux dévelop-
pements, il suffit de former leur différence, qui sera un développe-
ment de méme nature, devant représenter zéro. Le théoréme qu'’il
sagit d’éiablir pour prouver Iexistence d’un seul développement
est donc le suivant : Il n'existe pas de série trigonométrique -
qui converge en géncral (c’est-a-dire a 1'exception d un nombre
limité de valeurs particuliéres) et qui représente zéro, ou, en
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d’ autres termes, tous les coefficients de ce développement doivent
étre identiquement nuls.

M. Heine n’examine pas cette proposition dans toute sa géncra-
lité, mais il la démontre d’une maniére compléte, en supposant que
la série qui représente zéro posséde la convergence uniforme en
général (cest-a-dire & I'exception d'un nombre limité de valeurs
particuliéres ). Pour cela il montre que, si Ay = ax sin ka + by coskx
est le terme général de la série, ax ct by doivent devenir infiniment

. 1 . o .
petits avec - ; en se servant ensuite de cette propriété ct d'un théo-

réme de Riemann, il conclut que a; et b; doivent &tre identique-
ment nuls.

Le résultat du travail de M. Heine est donc le suivant : Une
fonction finie, discontinue en un nombre limité de points, n’ayant
pasun nombre infini de maxima et de minima, peut étre développée
d’'une seule maniére en une série douée en général de la conver-
gence uniforme, et ce développement est celui de Fourier.

Il reste maintenant a examiner s’il ne peut pas y avoir d’autres
développements qui n’auraient pas la convergence uniforme et qui
représenteraient la méme fonction. M. G. Cantor s’est occupé de
cette question. Il suit la méme méthode que M. Heine et il dé-
montre d’abord que, sila série Z (a, sinnax + b, cosnx) est con-
vergente en général, les coefficients a,, b, deviennent infiniment

petits avec ,—‘; toutefois il établit ce théoréme sans rien supposcr sur

la nature dela convergence. Il démontre ensuite qu'une série tri-
gonométrique X(c, sinna + d, cosnx) convergenle en géndral et
qui représente zéro, i 'exception d'un nombre fini de places, ne
peut exister, c’est-a-dire que les cocfficients c,, d, sont tous
nuls (). M. Kronecker a remarqué (*) que le théoréme prélimi-
naire est inutile. Considérons, en effet, la différence de deux déve-
lappements, convergents en général, d’unc méme fonction,

D(.r;:CO—i—éJ—+—.-.+C,,-!—...:O

(') Journal de Borchardt, t. LXXII, 1870 : Ueber einen die trigonometrischen Reiken
betreffenden Lehrsatz, et Math. Aunalen, t, 1V, 1871 : Ueber trigonometrische Reihen.

(*) Journal de Borcharde. t. LXXI, 1870 : Beweis dass eine Siir jeden reellen
Werth, ete.
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d, .
Co= ;", C,=c, sinnx +d, cosn.r.

Formons la diflérence

D(z+-0) — D(z — &) = e, + e, cosx + e, cos2xr +. .. = 0.

On aura
e,==c, sinnd + d, cosnd,

.

et, par suite, e, devra devenir infiniment petit avec — sila nouvelle
n

série est convergente en général, ce qui a lieu en vertu des hypo-
théses primitives. On peut maintenant appliquer i cette fonction le
procédé de MM. Heine et Cantor.

IFormons la fonction de Riemann

alors
Flr4+o)\—aFl VY Flr—e«)

u?

devra converger vers zéro; il n’y aura d’exception que pour un
nombre limité de valeurs de x. Par suite, d’aprés une proposition
due a M. Schwarz, I'(x) devra étre une fonction linéaire dams
chaque intervalle ou la limite demeure nulle, ct, en outre, comme
I'a montré¢ M. Heine, elle devra ¢tre égale a la méme fonction
linéaire dans tous les intervalles. Ainsi 'on doit avoir

r? e

3
¢
e, 7~—cr—e'_~e,+

72 -+ = !
t 9

Si I'on multiplie par cosn(x —t) ct que I'on intégre de — =
a + m, on voit que, pour chaque valeur de # et pour unc infinité
de valeurs de ¢, ¢, cosnt + d, sinnt doit s’annuler ct, par consé-
quent, ¢, et d, sont cux-mémes nuls.

I1 est ainsi démontrd, par ccla méme, qu’unc fonction, continue
en général, qui a seulement un nombre limité de solutions de con-
tinuité et qui n’a pas un nombre infini de¢ masima et de minima,
peut étre développée d’une seule manicre en une série trigonomé-
trique convergente en géndral.
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M. Cantor est parvenu, en appliquant un théoréme de M. Weier-
strass, & étendre la proposition précédente aux fonctions qui pos-
sedent un nombre infini de discontinuités, pourvu toutefois que
ces discontinuités soient distribuées d’une certaine maniére (). 8'il
y adans une région limitée un nombre infini de points caractérisés
par une propriété déterminée, il résulte, d’'un théoréme que
M. Weierstrass établit dans son Cours, qu’il existe dans cette ré-
gion au moins une position dans le voisinage de laquelle sc
trouvent un nombre infini des points considérés, mais il peut y
avoir plusieurs positions de ce genre, et méme il peut y en avoir
un nombre illimité. Appelons I'ensemble de ces positions le pre-
mier groupe dérivé. S’il contient un nombre infini de points on
peut en déduire un second, et ainsi de suite. Si, cn opérant de cette
maniére sur les points de discontinuité d’unc fonction, on finit par
arriver 4 un groupe composé d’un nombre limité de points,
M. Cantor démontre qu’il est possible d’étendre la démonstration
précédente et d’établir le théoréme relatif 4 I'existence d’un scul
développement. Ccla revient a montrer que, dans les segments
séparés par les points de discontinuité, I (x) est toujours la méme
fonction linéaire de x.

Pour cela, on établit que, dans chacun des intervalles qui sont
compris dans les intervalles formés par les points du premicr
groupe dérivé, il ne peut exister qu'un nombre limité de points de
discontinuité, en sorte que la démonstration de M. Heine a licu
pour chacun de ces intervalles. On n’a qu’a répéter ce raisonne-
ment un nombre limité de fois, puisque le dernier groupe dérivé
comprend sculement un groupe fini de points pour ¢tablir que F ()
est partout la méme fonction linéaire.

Nous avons donc le théoréme suivant : Une fonction finie qui
posséde un nombre fini de discontinuités, de telle maniére que
[ ’ltl'l des groupes dérivés se compose d’un nombre limité de termes,
et qui, d’ailleurs, est développable en une série trigonométrique,
ne peut l'étre que d’une seule maniére. Unc telle fonction est inté-
grable si clle n’a pas un nombreinfini de maxima et de minima; par
suite, toutes les fois quela série de Fourier converge, clle a pour

1 - . . ’, N
(") Marh. Ann., \. V. 187> : Ueber die Ausde'nung cines Satzes aus der Theorie
der trigonometr ischen Rethea.
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limite la valeur de la fonction et clle est le scul développement
possible.

D’aprés cela, pour toutes ces fonctions, les coefficients de la
série doivent éwre les intégrales de Fourier et d’Euler, et, si I'on
démontre directement qu’il en est ainsi, on scra conduit, par une
voie différente, aux mé¢mes résultats que MM. Heine et Cantor. De
méme, une démonstration qui prouverait que le développement
d’une fonction de cette classe ne peut avoir comme cocflicients que
les intégrales de IFourier rend inutile le théoréme relatif a P'exis-
tence d'un seul développement pour la fonction. Des démonstra-
tions de ce genre ont été données par MM. Dini(*) et Ascoli (2);
mais elles s’appliquent sculement a des fonctions formant une
classe moins étendue que celles dont il est question dans 1a démon-
stration de MM. Heine ct Cantor, ct par conséquent clles ne
donnent pas une extension de la théorie.

Nous devons, au contraire, reconnaitre un progrés dans les re-
cherches de M. du Bois-Reymond (2) ou se trouve démontré le
théoréme suivant : De quelque maniére qu’'une fonction puisse

n=—mx

étre developpée en une série f(x) = y (@ sinnx + b, cosnx)
v
n=0

. . e . I
dont les coefficients a,, b, deviennent infiniment petits avec =

les coefficients ont toujours la forme

+a
I

by= b B fl«)da,

1 uakd X 4+
a,= ;] fl«)sinnade, b,= - S (%) cosnade,
- -
pourvu toutefois que les intégrales aient un sens.
M. du Bois-Reymond néglige d’indiquer dans I'énoncé la restric-
tion que les coefficients a,, b, deviennent infiniment petits ; mais il
est aiséde voir qu’clle est nécessaire dans la démonstration ( loc. cit.,

(') Sopra la serie di Fourier, 1872.
(*) Voir le Mémoire déja cité et Math. Ann., t. V1, p. 231-210; 1873,

(*) Abhk. der Bayer. Akad., t. X1, p. 115-167, 1875 : Beweis dass die Coefficien-
ten, etc.
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p- 141). Le théoréme précédent comprend celui de MM. Heine et
Cantor, et, comme il entraine cette conséquence que, toutes les fois
que le développement sera possible, il sera unique et sera précisé-
ment celui de Fourier, il donne aux recherches antérieures le com-

plément qui leur faisait défaut.

Nous allons maintenant exposer les points principaux de la dé-
monstration de M. P. du Bois-Reymond. Nous considérerons
d’abord la fonction comme demecurant finie et nous allons, en pre-
mier lieu, présenter la démonstration pour les fonctions continues
qui n’ont pas un nombre infini de maxima et de minima, démon-
stration qui, d’ailleurs, ne diflére pas dans ses traits généraux de

celle qui avait été donnée par MM. Dini et Ascoli.
Formons la fonction de Riemann

n=mw»

. x? a,sinnr +~ b, cosnzx
1) Flr)=b,% — ¥ n COSNZ,

n*
n=1

On a nécessairement, pour toute valeur de x comprise entre

—met +m,
dz x 1.3 .
‘m.[—d«i~j(ﬁ)llﬁ :f(t)
Formons I'expression

P(x) =F(2) -—./_‘;(Iak/_.if[ﬁ)dl@,

on en déduit

P(x+c)—ad(x) +&(r—e) _ A2¢ (x)

lim
e=o e? g?

et, par suite,

@ (x) = co+ cyx.
Doncon a

AT "G

(2) F(.r):j_" d«]_ f(B)dB + é,+ ¢y

Si, multipliant successivement la formule (1) parsinnz, cosna, 1
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on intégre entre — « ¢l + T, on obtient ©o-
+x
. a, .
F(«)sinneds = — - =,
nt
-
+* . -
b Y
f F(a)cosnuda.-_:— —;—'7r+(—|)“ hidalhd .
—= n ’l2 .

] N
/ F(a)(lu:——’-;—bo.

—_—

Remplagons maintenant I (&) par 'expression (2), et déterminons
la valeur de I'intégrale au moyen de 'intégration par parties. En

remarquant que a,, b, ct les intégrales /‘ S(2)sinnade,
¢ =

-+ w
- . . 1
[‘ S (a) cosnz da doivent devenir nulles avee -, on trouve d'a-
J_o.o n

bord
+= 3
cy= »1'-?/‘ f(a)[%——-(ﬁ—a)’]![«,
c‘:—# Sla)(m—w)da, by=—= [ fl«)du,

ct, en général, pour toute valeur de n,

+7 +%
I

a,= ;f Sfle)sinnade, b,—= JS () cosnu da.

1
™

On peut ensuite, en suivantla méthode de MM. Heine et Cantor,
étendre cette démonstration, relative aux seules fonctions continues,
a toutes les fonctions qui ont un nombre fini de maxima et de
minima ct un nombre infini de discontinuités, mais de telle ma-
niére qu'il existe pour les points de discontinuité un groupe dérivé
composé d’un nombre limité de points.

La démonstration précédente cesse d'¢tre applicable si la fone-
tion est assujettic a la scule condition d’¢tre intégrable, car on ne

24/
. . [ J .r] . , I
peut plus affirmer que lim ——5— ost loujours égale a zéro.
. |

Alors la fonction n’a pas néeessaivement en chaque point une
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valeur déterminée; sa valeur peut osciller entre une limite supé-
vieure et une limite inférieure. Désignons la demi-somme des deux
limites inféricure et supéricure de la fonction f(x), pour la va-
leur x, par S(x), leur demi-diflérence par D (). On pourra évi-
demment donner i la fonction la forme $(x) + jD(x), ou j désigne
unnombre réel compris entre — 1 et - 1. Si maintenant on forme,

\ . , . . AF(x
d’aprés la méthode donnée par Riemann, lim — ‘( -), on trouve

g

. A?F(.
lim — 1;( ) =S(xr)-+J (E -+ i»- + 1>D(r)
™

£E=0 2 U

On a, d’autre part, a former la méme limite pour

P‘l(x):[ da/’. J(B)d3,

et 'on obtient

. A?F,(x
lim '}ﬁ =8(x) +/,D(x),

e=o0 €

ou j, est également compris entre —1 et + 1. Comme on a
¢(x)=F(x)—TF,(x), la plus grande valeur que puisse prendre

2o ()

A .
—— sty on le voit,

5 1 1 \
;'—I—;;—i‘; D(-l'l.

b . ’
Il w’est donc pas possible de démontrer que, pour chaque valeur
de x, on a ‘

. AT ()
lim (—J —=o0
82

Néanmoins on peut encore établir, en se servant de la condition
e Tete s .
d’intégrabilité pour f'(x), que ¢ (x) estune fonction lindairede .
Partageons l'intervalle (x, 2 + a) en intervalles particls limités
aux points X, & + 0, L+ 0y -+ 0y e .y X 40y 4. .. Op_iy T+ a
et formons la somme

ND(x+ 0,9+ D(w -+ +0,d,) +.. . + 2D+ +.. +p,9

/1,‘9
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ot les quantités p sont des fractions positives. Cette somme, en
vertu de la condition d'intégrabilité, doit s’annuler avecles d. 11 faut
donc que, lorsque les d deviendront nuls, on ait

lim 25 18,0 (2 + pidy) + 3,8 (r-1- 8y ) +. .
t=0
-+ 6"4’("‘ + 0"1 e Puau)] =0,
ou, ce qui revient au méme
Ar
lim -3 /‘ ¢lr+ «)de =o.
Jo

1=o €

Il suit de la que, d’aprés le théoréme de M. Schwarz, on a
e
/ ¢(r+a)de=rc,+ ¢ 2,
0

Coy ¢, 6tant des constantes. Mais on a

a a a
f 1)(.:-4—«}(11:[ P‘(.L‘+a)tla—f F,(r+ a)da.
o o o

Si l'on désigne par o, unc quantité intermédiaire entre o ct a,
ona

f b(r+«)de=a[F(x +a) —Fy(r+ )],

o .

pour a suftisamment petit, et par conséquent

\ ¢ c
1“(.r+al)—F,(.r+al):—°-l- L.
a a

Si l'on fait tendre a vers o, le premier membre prend une valeur
déterminée; il doit donc en étre de méme du second, et par consé-

c c
(uent des constantes — et —. On a donc
o a -
F(z) —F(r) = ¢, + ¢\ =,

. ’ ! . . [ ’ .
ou ¢,, ¢, sont des constantes, ct 'on est ainsi ramené a la démon-
stration déja donnée.
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Si la fonction devenait infinie, il faudrail faire intervenir les
conditions de Riemann.

Je pense maintenant avoir indiqué les recherches les.plus essen-
tielles sur la représentation des fonctions par les séries Pngono—
métriques, entreprises depuis la publication du travail de Riemann,
et il me reste seulement a développer l'exemple donné par
M. Schwarz d’une fonction continue pour laquelle la séric de
Fourier n’est pas partout convergente.

V.

Partageons l'intervalle (g, o) dans les intervalles suivants de-

venant de plus en plus petits

BRI ) EE

ou l'on a
(3)=1.3.5.. .(2)2~+1) pour A=1,2,3,....

Considérons une fonction qui dans le A*™ intervalle serait définie
par la formule f(8)=csin(})B3, ot les constantes ¢y, Cyy...y Cpy...
forment une suite décroissante jusqu’a zéro. Cette fonction est
évidemment continue; elle décroit lorsque 3 s’approche de zéro, en
présentant une infinité de maxima et de minima d’amplitude dé-
croissante et nous supposons que, pour 5= o, elle ait la va-
leur zéro. Pour reconnaitre maintenant si la série de Fourier, qui
pour toutes les autres valeurs représente la fonction, la représente
aussi pour 3 = o, il faut former cette série et obtenir la limite de
I'intégrale

P
J:ff(ﬁ)MdB

sing
.
Nous allons faire voir que cette intégrale ne converge pas. Pour
cela nous attribuerons seulement A k les valeurs égales a (u), ott
croitra indéfiniment. Partageons I'intégrale en intégrales particlles
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relatives aux intervalles précédents ,

= [ re I

(w (w—1) o ‘ v
Lsin(u)8 T ¥sin? (p) B
= G —Fd8 _—
_(‘F‘H'/o‘ sm(f"_.—l)l smﬁ a; +rP£ sinﬁ
z -

= 3
A=12 T 3

en sin(u)f8 . sm\u. B
-+ 2 o snn())ﬁm—dﬁ ¢y | sin(1)3———dB.

“sing
A=p—1

OTD o)

Nous allons étudier séparément ces quatre partics. La premiére
intégrale sera divisée enintégrales particlles telles que dans chacune
d’elles sin (v + 1) conserve son signe. Il résulte alors, de I'applica-
tion d’un théoréme connu surles valcursmoyennes, quel’intégralene

R u\l"sin(u\a R .,
peut pas étre plus grande que / —==" dB; C’est la quantité p,
L3 S )
. . . A o e 2 ~ o e .
deDirichlet, qui est elle-méme inféricure a = +- = Ainsi le premicr
™ 2

. = 2 .
terme de J est plus petit que ¢, (; + :>, et par conséquent

s’évanouit lorsque p. grandit indéfiniment.
Pour une des intégrales de la troisiéme partic J;, on peut appli-
uer la formule donnée plus haut (p. 92). On a, d’apres ccela
q ! y dap )

- kd

e ”—"g'n())esm(")ﬁ(l’ﬁ/27“\ 7 /v‘k_—_l—»aq(‘a)d
=0 ] sin (A ) sng S +;‘1.,- "“E— 3,
m B &

o g, (f3) désigne la plus grande oscillation de la fonction sin(2)3

dans le ¢ intervalle de 7 P ) afg+1] ——\, mais, comme la diflé-

rence de deux sinus est toujours plus petite que la différence des
arguments, on a

5 (8) <[q -+ '}m()-) — (Im(ﬂ,
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ct par conséquent o)
7 (B <7 5)’

§

Y

m

et par suite

T)‘(Z(‘)\( )'

()

LQ[-J

)=
.L<2(',.m -+ —z—f‘z.m

?

log[2) +1].

Sil’on forme la somme 2 J,, on obtient pour la troisiéme partie
A=p—1
de Vintégrale J I'évaluation

A=2 r=2 r=2

, LN
J, < ac E Ay e A log[2) 41
) PRSP ArT
r=p—1 A=p—1 d=u—1
ou
N & flog[>p—1] _ log[op — 3]
. (A og |2p —1 ogl2p —
2 ety c'? 2+t [etalfag—1]
=p—1
+ log5 ,
7.9...l2p+1]
ou
r=9 r=2 )\
DESTPNE
A=p—1 A=p—1 !
w* log[ap—1] T 1
=30 24— l+2y—|+[2y—xj[2y—3]+
+ T
———————— 1y
20 —1|...0Q.
ou enfin L2 J-+9-7
r=2 r=2e
» 2 J:A__2cr E ((i;(\ﬂ-?cl!og[i_:_l_}.
T=p—1 r=p—1 # 21"—‘

Il résulte de cette inégalité que, v croissant mdefimment la troi-
siéme partie 2J; tend encore vers zéro.

En employant la méme marche, on peut établir le méme résultat
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. . . ’ . L
pour la quatriéme; il nous reste donc sculement 4 étudier la
seconde

_T

* Vi sin® ()

V> TsinB @8-

L 4
(a

Comme tous ses éléments sont positifs, on a

k3

(=1 . 9
oy [ .
v

sinf

)
On peut facilement prouver aussi que

A

w—1 ®
cos®(u)B
. JII> l‘:*f __6_b__dp’
= V
)
et I'on obtient par I’addition de ces deux inégalités .

w—1)
" dB
J > !:C?, ?3
()
et par conséquent

17> e, loglap +1]. '

Mais les quantités ¢, qui ne sont assujetties qu’a devenir infiniment
petites quand leur indice augmente indéfiniment, peuvent néan-
moins étre telles que le produit ¢, log[ » o + 1] devienne infiniment
grand. Cela arrivera, par exemple, si 'on prend

1
Cp = ———————

v logloy +1]

Dans ce cas, la deuxiéme partie de I'intégrale J, et par conséquent
cette intégrale elle-méme, deviendra infiniment grande quand p
augmentera indéfiniment. Il est donc établi quelasérie de Fourier,

qui partout ailleurs représente la fonction continue, ne converge
plus pour x = o.



