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MELANGES.

ESSAI HISTORIQUE
SUR LA REPRESENTATION D'UNE FONCTION ARBITRAIRE
D’'UNE SEULE VARIABLE
PAR UNE SERIE TRIGONOMETRIQUE (*);

Par M. ARNOLD SACHSE.

Depuis que Riemann, dans sa dissertation inaugurale publiée en
1854, a donné un apergu historique sur les recherches antérieures

(*) Au sujet de ces recherches, voir KiuuiN, Der Flichenbiischel zweiter Ordnung

(Berlin, 1872) ; HARNACK, Ueber dic Darstellung der Raumcurve . Ordnung ( Annalen
der Mathematik, t. XII).

(*) Persuch einer Geschichte der Darstellung willkiirlicher Functionen einer Va-
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des géométres concernant la représentation d'une fonction arbi-
traire d’une variable indépendante, on a publié tant de recherches
fécondes sur ce sujet qu'il nous a paru utile d’exposer dans leurs
points essentiels les résultats nouveaux qui ont été obtenus. Si I’on
entend par ce mot de fonction arbitraire toutefonction dont la ma-
niére d’¢tre dans un intervalle, quelque petit qu'il soit, n’entraine
aucune restriction relative a sa détermination dans tout autre inter-
valle, le probléme le plus général qui constitue le point de départ
et la tache la plus importante des travaux sur la représentation
d'une fonction arbitraire est le suivant : Représenter une telle
fonction sous une forme mathématique dans laguelle inter-
viennent seulement les opcrations fondamentales de U Arithmé-
tique, addition, soustraction, multiplication et division; ces opé-
rations pouvant d ailleurs étre répétces soit un nombre fini, soit
un nombre infini de fois. L'extréme généralité du probléme ainsi
posé a naturellement limité les recherches entreprises en premier
lieu au cas des fonctions d'une scule variable; et c’est de ce cas
seulement que nous nous occuperons dans ce qui va suivre.

Dans le siécle dernier, les recherches sur les cordes vibrantes
conduisirent a I'équation aux dérivées particlles

D’Alembert donna comme intégrale générale la somme suivante
des deux fonctions enti¢rement arbitraires des variables x, ¢,

Y :f(.z' —+ at)+ q)(.r— at),

et il montra qu'’il doit subsister dans cette solution une seule fonc-
tion arbitraire, si y doit cn outre satisfaire a la condition de s’an-
nuler pour x = o et x = /. Daniel Bernoulli montra de son cété

riabeln durch trigonometrische Reihen : Inaugural-Dissertation, zur Erlangung der
Doctorwiirde der hohen philosophischen Fakultit der Georg-Augusts-Universitit zu
Gattingen vorgelegt von ARNOLD SAcHSE aus Schwerin a/W. Gottingen, 1879.

Nous avons cru devoir traduire cet intéressant travail, qui donnera a nos lecteurs,
une idée d’ensemble des travaux accomplis dans différentes dircclions sur ce sujet,

surtout depuis Riemann. Nous rappellcrons que déja le Mémoire de Riemaun se
traduit dans le Bulletin, t. V, 1™ série, p. 20 et 79+
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que I'équation aux dérivées particlles, ainsi que les co?(!.itim.ls aux
limites, peuvent étre vérifiées également par" une serl.e trigono-
métrique, et il affirma que cette série donnait la solution la plus
générale. .

La comparaison de ces deux solutions différentes conduisit Euler
A formuler le probléme suivant : Une fonction enticrement ar-
bitraire d’une variable peut-elle étre toujours représentée par
une série trigonométrique?

Le but de notre travail est précisément d’indiquer tous les pas
qui ont été faits jusqu’a notre époque vers la solution compléte de
ce probléme. C

AT époque d’Euler, lanotion de fonction arbitraire était entendue
d’une maniére beaucoup plus étroite que nous ne I'avons fait au
début de notre travail. On partait de considérations purement géo-
métriques et 'on avait seulement en vue les fonctions qui peuvent
étre représentées par une courbe formant un trait continu. On
parlait de fonctions déterminées graphiquement, et cette expression
a été employée plus tard par Riemann a cause du sens précis dont
elle est susceptible. Euler nommait ces fonctions functiones con-
tinuce. En ce qui les concerne, aprés une longue discussion, on
crut étre parvenu a ce résultat, qu’elles peuvent toujours étre re-
présentées par une série trigonométrique. On considérait aussi
d’autres fonctions, celles qui s’interrompent brusquement en un
point et (ui sont continuées par une autre fonction. On ne les re-
gardait pas comme formant une fonction proprement dite, mais
plutdt comme formées de parties de fonctions, et I'on pensait que
toutes les parties ensemble ne pouvaient pas étre représentées par
une méme série trigonométrique. Aussi I'impression fut-elle pro-
fonde lorsque Fourier affirma que toute fonction arbitraire, soit
simple, soit composée de parties de fonctions, peut étre repré-
sentée par une série trigonométrique. Car cette proposition était
en contradiction avec la notion de fonction telle qu’elle était
acquise a I'époque de Fourier, ct elle conduisait nécessairement
pour 'avenir a regarder une fonction composée de dilférentes
parties définies par des lois différentes comme une véritable fonc-
tion. C’est en 1807 que Fourier communiqua i I’Académie des
Sciences la grande découverte qu’il venait de faire; ses recherches
ultérieures sur la représentatiou des fonctions arbitraires, qui
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s¢ rattachaient 4 des problémes de la théorie de la chaleur, ont
été publies dans différents Mémoires ct finalement réunies dans
son grand Ouvrage, la Théorie de la chaleur, publié en 1822.

Supposons que I'on veuille représenter unc fonction f(x) par
une série trigonométrique de telle maniére que I'on ait, pour chaque
valeur dex, .

k=
flz)= 2 (ax sinkz + by coskz).
k=o

Fourier détermine les coefficients a,, b,, en multipliant les deux
membres successivement par sin nx, cosnx, et en intégrant de —
a 4+ n. Il croit pouvoir énoncer en toute généralité la proposition
suivante : Si, dans la série T (@, sin k x + b4 cos &k x), on a

+=
by—=— f(«)d=,

’

1 ~+r 1 +x
bp—=- S(=) cos kada, akz;f S(«)sin kadz,
T _x —x

la série représente la fonction pour toute valeur de x, dans I'inter-
valle entre — 7 et + . On a depuis appelé séries de Fourier les
séries trigonométriques dont les coefficicnts sont déterminés par
les intégrales précédentes, et finalement on a donné le méme nom a
toutes les séries trigonométriques. C'est seculement dans ces der-
niers temps qu’a la suite de M. Heine () on a commencé a distin-
guer de nouvcau les séries trigonométriques avec des coefficients
quelconques des séries de Fourier, et a admettre qu'il puisse exister
des fonctions d’une nature particuliére, représentées par des séries
trigonométriques, n’ayant pas leurs coefficients déterminés par les
intégrales précédentes.

Tout ce qui concerne l'origine des séries trigonométriques et
leur emploi dans certains problémes de Physique mathématique a
été traité d’une maniére détaillée par Riemann; nous nous conten-
terons d’appeler I'attention sur déux points diflérents.

Le mérite de Fourier n’est pas, & notre avis, dans la découverte

(') Journgl de Borchardt, t. LXXI, p. 354.
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d’'un moyen général de détermination des coefﬁciems,’n.lais .plutét.
dans cette remarque, qu'il a faite le premier, qu’une série tngomz-
métrique, ayant les coeflicients déterminés par le? mtegf-‘ales dé-
finies données plus haut, peut représenter unc fonction entiérement
arbitraire. En effet, la détermination des cocfficients par des inté-
grales ne lui appartient pas. Lagrange avait déja fait connaitre cette
méthode en 1766 dans les Miscellanea Taurinensia ('), a la vérité
sans se rendre pleinement compte de son importance et sans la
conduire jusqu’au bout. Il résout le probléme de faire passcr une
courbe, dont I’équation a la forme

¥y =asinx +...+4 ksinnz,

par les n sommets d'une ligne brisée donnée, et il dit expressément
que la ligne précédente et cette ligne brisée se rapprocheront a
mesure que 'on prendra un plus grand nombre de points, en sorte
qu’en prenant un nombre infini de points on obtiendrait 'expres-
sion d’une courbe continue qui serait identique a la courbe donnée.
. La méthode d'interpolation de Lagrange est, au fond, celle de Fou-
rier; seculement le procédé employé par Lagrange pour la déter-
mination des coefficients est plus fécond; aussi a-t-il été employé
avec avantage par Dirichlet (2) et par Riemann (3) dans leurs dé-
monstrations. Mais il y a plus, la méthode de multiplication em-
ployée par Fourier ne lui appartient pas en propre. Il semble
avoir échappé a4 Riemann qu’Euler, dans un Mémoire de 1777
publié dans les Nova Acta Acad. Scient. Petrop., t. XI, 1798,
p. 114, avait indiqué le procédé de détermination des coefficients
par la multiplication et les intégrales définies. Jacobi a, du reste, déja
signalé ce fait (#). Comme, dans le troisitme Volume des Misc.
Taur., o le Mémoire de Lagrange a été publié, se trouvent aussi
des travaux d’Euler, il n’est pas douteux qu’Euler ait connu la for-
mule de Lagrange; il n’est pas moins certain que Fourier a connu
les résultats d’Euler; car il indique lui-méme (ZThéorie de la cha-
leur, art. 428) que T'on trouve chez presque tous les mathémati-

(') Poir LacraNcE, OEuvres, t. 1, p. 551,

(*) Dove et Mostr, Repertorium fiir Physik, t. 1, p. 152-174; 1837,
(*) RieyANN, Porlesungen iiber partielle Differentialgleichungen.
(*) Journal de Crelle, t. 2, p. 2.
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ciens de cette époque, Daniel Bernoulli, Clairaut, Euler, Lagrange,
des résultats et des dévcloppements analogues aux siens.

Peut-ttre devrait-on aussi ajouter a 'exposé historique de Rie-
mann que Poisson a fait connaitre une méthode particuliére de
détermination des coefficients qui mérite I'attention a cause des
nombreuses recherches et des conséquences auxquelles elle a donné
lieu. Poisson part de la formule (*)

+®

f(«)

|

l—zrcos(c—-a)-f-r‘d

f Sla)du + 27" cosn(x — «)da,

n=1

(qui est exacte toutes les fois que r est plus petit que 15 il y
fait r =1, et il cherche a4 prouver que I'intégrale du premier
membre a pour limite la valeur de la fonction f{x).

Fouricr n’a pas prouvé que la série trigonométrique qu’il obtient
pour la représentation de la fonction converge récllement vers
la valeur de la fonction. A la vérité, il donne (Zhéorie de
la chaleur, art. 177) une définition rigourcuse de la convergence
d’une série; mais il regarde, dans le cas actuel, la démonstration
de la convergence comme facile, et il laisse au lecteur le soin
de la trouver. Dans les cas particuliers que I'on avait surtout a
considérer et pour des valeurs particuliéres de la variable, on
reconnaissait qu’en réalité la série convergeait vers la valeur de la
fonction ; mais Cauchy parait étre le premier qui ait senti la néces-
sité d’'une démonstration rigourcuse, indépendante de la forme de
Ja fonction et applicable & toutes les valeurs de la variable (2).

Il communiqua, en 1826, a I’Académie des Sciences une dé-
monstration de la formule de Fourier. Il y améne le terme général

de la série a une forme qui prouve que le rapport de ce terme a la

sinnz
quantité A

» 0ft A ¢st une constante indépendante de n, dif-

() Journal de I’ Ecole Pol) technigue, Cahier X1X, p. fof, 1825; Mémoires de I’ A-
cadémie des Sciences, p. 574, 1823, et Théorie de la chaleur. Une étude rigoureuse
des conditions d’existence de la formule se trouve dans un Mémoire de M. A. Schwarz :
Zur Integration der part. Differentialgl. Au=o (Journal de Borchardt, t. LXXI1V,
p. 2265 1872).

(*) Mémoires de I' Académie des Sciences, t. V1, p. 603 el suiv.
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. ) o s L 1
fore d’autant moins de 'unité positive que Il. cst plus grand. De ce
sinn.r

n

: s terme géné § gente,
que la série dont le général est A est convergente

Cauchy conclut qu'il en est de méme pour.]a série de Iourier.
Dirichlet a montré que cette conclusion est inexacte (*). Cauchy
reconnaissait aussi Jui-méme que sa méthode est insuffisante da;ms
bien des cas, et qu'elle exige que le terme général soit d:éterm.mf'y
pour n = o . D'ailleurs, la transformation que Cauchy fait subir a
la série et contre laquelle Dirichlet éléve des objections repose,
comme Riemann le fait remarquer (loc. cit., art. 2), sculement
sur la supposition qu'il existe une fonction ¢(x + yi) de argu-
ment complexe x + yi, qui demeure finie pour toutes les valeurs
positives de y, et dont la partie réelle se réduit pour y =o ila
fonction arbitraire donnée f(x). Riemann ajoute i ce sujet : « Si
I'on admet ce théoréme qui, en fait, est exact, alors la voie suivie
par Cauchy conduit au but; de méme que, réciproquement, cc
théoréme peut se déduire de la série de Fourier. »

Dans un Mémoire déja cité (Journal de Borchardt, t. LXXIV,
p- 232), M. Schwarz appelle I'attention sur cette affirmation de
Riemann et engage a I'examiner. On ne peut pas admettre que
Riemann ait voulu dire que, le théoréme unc fois admis, la démon-
stration de Cauchy devient irréprochable, puisque les objections
de Dirichlet aux autres parties dc la démonstration conservent
toute leur valeur.

La remarque de Riemann ne peut donc recevoir que le sens
suivant : Etant données une fonction Jla) et la série de Fourier
correspondante Z, il est toujours possible de trouver une fonction
¢(x +yi) de Pargument complexe x ~+ yi=re@ qui soit déve-
loppable en une séric £’ ordonnée suivant les puissances de cet
argument complexe, série dont la partie réelle se réduira, pour unc
valeur de’terminég de r, ala série T, en sorte que la convergence de
cette série résulte de la convergence de la premiére. Or on a la

série
n—w

) += 4w
1 I .
;—7;/‘ f(‘/)l"}/"{—;zr"f f(f/)C()SIl(K—'/)(['/’

n=t1

() Journal de Crelle, . &, p. 138,

Bull. des Sciences mathém., 2* Série, t. IV, (Février 1880.) 4
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qui est convergente dans P'intéricur d’un cercle de rayon 1 et qui,
pour r ==1, se réduit a la série de Fourier. La question est de savoir
si 'on peut faire r = 1. Cette question ct les questions connexes
ont été complétement résolues dans deux Mémoires parus presqu’en
méme temps : le premier de M. A, Schwarz ('), le second de
M. Prym (2). M. A. Schwarz démontre le théoréme suivant,
déja donné dans ses parties essenticlles par Riemann :
Considérons sur un cercle de rayon v une fonction réelle de
Uargument o qui soit finie, continue et uniforme et qui reprenne

S
ne soit (um]eliw @ aucune aulre (‘onduwll, il existe tou]om s une

la méme valewr quand U'argument & augmente de 2w, mais qui

/oncnon, et une seule, u, continue & Uintériewr et sur la circon-
Ju l)u d*u 0*u

férence du cercle, dont les dérivées o' 3y 0’ oF
Uintériewr du cercle, des fonctions urzg/ornws et continues de x

, e s . Qe Qu

el de)‘, qui .mu,g/(ut a le(/ualwn -— + 3 = o0,el (/ll.L evte gale
de d)

pour tous les points du cercle & la fonction f(a). La démon-
stration de ce théoréme ne se déduit pas toutefois de la considé-

ration de la série; elle repose sur U'emploi de U'intégrale

sont, dans

1 T y —r?
— f( ! - du.

27 1—2rcos g —a) + 7

Ceute intégrale est parfaitement déterminée pour tous les points a
Pintérieur du cerele; elle est égale ala série donnée plus haut, et
elle constitue la partie réelle de Pintégrale suivante :

1 etz
?\3;:—' f )“_—d'/’ '

or J

ui, pour toutes les valeurs de z = re* dont le module est plus
qui, p
petit que 1, offre les caractéres d'une fonction entiére et uniforme

(Y) Pierteljahrschrift der Naturforschenden Gesellschafe zu Ziirich, 15* année:
Ueber die Integration der Dffgl. Au=o fir die Fliche eines Kreises. Un extrait de
ce Mémoire, avec la continuation et le développement des recherches qui y sont con-
tenues, a paru dans le Journal de Borchardt, t. LXXIV; 18-n,

) 2
(*) Ueber die Dﬁ'.;/ G 0 “

aii ‘KF =0 (Journal de Rorcharde, t. LXXHI: 18-1).
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de I'argument complexe a + yi. L’intégrale dc Poisson cesse
d’avoir un sens déterminé sculement pour les points du cercle;
mais, si 'on admet que la fonction qui cesse d’étre détermh?ée par
cette intégrale coincide avec la fonction f(«) en tous les points du
cercle, il est- aisé de montrer qu’il y a continuité et que la va]e}n'
de Pintégrale tend vers celle de f(«) lorsqu'on s’approche de la cir-
conférence. En d’autres termes, la partie réelle de la fonction
¢(x 4 yi) définie ainsi 4 I'intérieur du cercle se transforme d’une
maniére continue dans la fonction f(«) quand on s’approche du
contour.

D’autre part, il résulte d’un théoréme bien connu d’Abel ()
que le développement en série, pour les points & I'intérieur du
cercle de la partie réelle de ¢(z), se transforme dans la série de
Fourier pour les points du cercle. Toutes les fois donc que cette
série sera convergente, elle sera nécessairement égale a la valeur
correspondante de f{«). Mais I’on n’a aucun moyen de savoir si la
série sera convergente, ct la proposition précédente ne permet de
rien affirmer a cet égard.

Il nous reste a revenir sur la seconde partie de la remarque de
Riemann, & savoir que le théoréme qui joue un role fondamental
dans I'analyse de Cauchy peut se déduire de la série de Fourier.
Cette marche a été suivie par M. Ncumann dans son écrit : Das
Dirichlet' sche Princip in seiner Anwendung auf die Riemann’schen
Flichen (*). Mais elle est soumise a des difficultés qui ont été
signalées de dillérents cotés. M. Heine a donné 'impulsion et a
fait remarquer qu’en laissant méme de c6té diflérentes objections,
la méthode de M. Neumann lui parait incertaine; car elle con-

(*) Ce théoréme, démontré dans le célébre Mémoire sur la série du bindme, est le
suivant : Toutes les fois que la série

Cot+C ..,
est convergente, elle est la limite de la séric
et e r et 4.,
ot r tend vers 'unité par des valeurs réelles inféricures a I'unité.
Voir aussi la démonstration de Dirichlet, Journal de Liouville, t. VII, 2¢ série
p. 253-255. ' '
(*) Journal de Borchardt, t. LXXI, p. 361.
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duirait, sans aucunc hypothése nouvelle, a cette conclusion, que
toute fonction serait développable d’une seule maniére en série
trigonométrique. M. Prym, dans le travail déja cité, a appuyé sur
les différentes objections qu’on peut présenter. Il ne semble donc
pas qu'on puisse partir de la séric de Fourier si 'on veut démon-
trer le théoréme dans loute sa généralité, parce qu’on n’a pas la
démonstration que la séric de Fourier converge pour toutes les
fonctions continues. La deuxiéme partie de la remarque de Rie-
mann ne parait donc pas justifiée.

IL.

La tentative de Cauchy était la scule que Dirichlet connit, lors-
qu’il publia, en 1829, son Mémoire sur les séries trigonométriques,
que Riemann regarde a juste titre comme la premiére recherche
solide sur ce sujet. On avait remarqué que les méthodes regardées
auparavant comme rigourcuses se montraicent défectucuses et insuf-
fisantes dans les cas particulicrs, sans qu’on pit trouver une faute
dans les calculs, et 'on en avait conclu que Yerreur ne pouvait se
trouver que dans les principes. Les principaux représentants de
cette période, dans laquelle on soumit a une revision tous les prin-
cipes de I’Analyse infinitésimale, sont Cauchy, Abel et Dirichlet.
Dans unc Lettre de 1826 ('), Abel insiste sur 'insuflisance des
démonstrations de la théoric des séries infinies, et, en particulier,
il trouve étonnant que 'on étende sans démonstration aux séries
infinies toutes les régles qui s’appliquent aux fonctions formées a
Taide d’'un nombre limité d’opérations. Il indique ainsi la véritable
origine des paradoxes si nombreux que I'on rencontrait alors en
Analyse.

Riemann, dans son travail, a mis en évidence, d’une maniére
magistrale, les points fondamentaux de la démonstration de Diri-
chlet, qui repose précisément sur la découverte, due a Dirichlet
et signalée par lui a dillérentes repriscs, de la distinction essen-
tielle qui sépare les séries absolument convergentes et celles qui
cessent de I'¢tre quand on prend tous les termes avee leurs valeurs

’
(') Aner, OEueres complétes, (11, p. 265.

-
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absolues. Dirichlet, en employant dans la théorie des séries trigo-
nométriques la définition la plus précise des notions fondamentales
de 'Analyse, a donné naissance, par cela méme, a I’extension et
aux éclaircissements que ces principes ont recus & la suite des
recherches ultérieures, relatives aux séries trigonométriques.

En dehors du Mémoire déja cité, Dirichlet en a publié un autre
sur les séries Lrigonométriques, dauns le Repertorium de Dove;
mais ce second travail n’est, en somme, qu’'une exposition déve-
loppée des méthodes exposées seulement d’'une maniére incompléte
dans son premier travail.

Dirichlet se propose le probléme de rechercher dans quel cas la
série de Fourier converge, et il suit la méthode suivante : il re-
cherche comment doit se comporter une fonction ¢ (x), pour que la
somme des 27 + 1 premiers termes de la série de Fourier

I +w lk:n n
S—— ) do - / X
271'[r ’P(a)(a—i—ﬂEcosﬂLA/:- ?\“)C()sludz

" k=1
k=n

+=
1 . .
—i—;Esml-xf 9(#) sinkadu
. k=1 -r
[
. to2 sin(272 +1)8
= &r—2928)——— /T
L ?(l 22) sinﬁ dﬁ
o sin{2n + 1)8
+ a8 — ¢
f., ol +ap) 22 2 gp

converge, lorsque n croit, vers la valeur de la fonction ¢(x). La
recherche revient & la détermination de la limite suivante :
P .
. sin &
hmf £16) 248 e o <a<T.
o sin 3 )

k==

Si on suppose que f(f3) soit constamment finie et déterminde
entre o et %, et cnsuite qu’elle soit constamment positive et ne
décroisse jamais, I'intégrale est décomposable en une suite d’inté-
grales partielles, dont chacune est telle que la fonction sous le
signe d’intégration garde le méme signe dans tout I'intervalle.

Dans chaque intervalle on peut appliqucr alors un théoréme
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connu, ct 'on obtient une suite alternée formée de termes décrois-

sant indéfiniment. Par suite de cette propriété de la série, on peut

trouver deux quantités comprenant intégrale et qui toutes les
.« e T 4 ) Py .

deux convergent vers la limite ;_](o), (uand 7 croit indéfiniment.

On a donc

. i
(1) lunff’i)s—l—n—“d’i_—f(o), 0</1§§,
A==
et il suit de la immédiatement que I'on a
b smk’i 1r
(11) limff(ﬁ) d3=o, o<g<h§;
k= g

A T'aide du théoréme 11, on peut étendre le théoréme I & toutes les
fonctions continues qui ont sculement un nombre fini de maxima
et de minima. Dirichlet dit qu'une fonction est continue si elle
demcurc finle ct déterminée entre o et hy ct si, en outre,
S(B+93)—f(B) décroit indéfiniment avec 9. Dans la suite, nous
adopterons partout la définition suivante, qui est plus précise : Une
fonction f(3) est continue pour un point § si, pour chaque valeur
de ¢, ¢ étant une quantité diflérente de zéro, mais aussi petite qu’on
le voudra, il existc une quantité ¢ telle que, pour toutces les gran-
deurs 7 dout la valeur absolue est inféricure a ¢’, la dillérence
S(B=+93")—f(B) soit inféricure en valeur absoluc i e.
Si la fonction {3 est discontinue pour la valeur zéro, I'intégrale
. précédente converge encore, mais vers la valeur

lllll-—'[/‘ (0+:) 4+ flo—z¢)]

te=0 ,
Cela a encore licu 5'il existe en outre dans Vintervalle de o a 2 un
nombre quelconque, mais fini, de points de discontinuité.
Si 'on assujettit maintenant la fonction ¢ (a) aux mémes con-
ditions que f'(f), on reconnait sans difficulté que la somme S con-
verge, pour chaque valeur de x comprise entre — @ ¢t + 7, vers la

. rtc) 4 plr—2: : . \
valeur lim il )+ 2l )y ct, pour les limites mémes, vers la

t==0 “

valeur

lim B b em—),
t=0 2
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Nous avons donc le théoréme suivant :

La série de Fourier relative & une fonction qui 1° ne devient
jamais infinie, 2° n'a pas un nombre infini de discontinuités,
3° n’a pas un nombre infini de maxima et de minima, converge
vers la valeur de la fonction & toutes les places o il n’y a pas
de discontinuité, et, pour les points de discontinuité, elle con-
verge vers la moyenne des deux valeurs de la fonction prises de
part et d’autre de ce point. Les conditions auxquelles est ici assu-
jettie la fonction s'appellent le plus souvent les conditions de

Dirichlet.

Proposons-nous maintenant de rechercher ce que T'on doit en-
tendre par cette expression : La série représente la fonction. Si
nous entendions par la que, pour chaque point pris dans I'inter-
valle, la valeur de la série coincide avec celle de la fonction, nous
devrions déji renoncer, méme pour les fonctions qui satisfont aux
conditions de Dirichlet, & une représentation par les séries de Fou-
rier. Nous proposerons donc la définition suivante : Une serie
représente une fonction dans un intervalle donné, si ses valeurs
coincident avec celles de la fonction pour tous les points pris dans
Uintervalle, a Uexception d’un nombre limité de points connus.
Alors une fonction satisfaisant aux conditions de Dirichlet peut
¢étre considérée comme représentée par une série de Fourier, et les
points d’exception correspondent aux discontinuités. 1l est encore
plus avantageux d’admettre avec Riemann qu’en un point de dis-
continuité on donnera a la fonction une valeur égale a la demi-

2
fonction qui posséderait des discontinuités en nombre infini ne
pourrait pas étre représentée par une série de Fourier. Si 'on fait
cette supposition, alors une fonction satisfaisant aux conditions de
Dirichlet sera représentée par la série pour tous les points; et de
plus, on n’exclut pas la possibilité de représenter une fonction avee
un nombre infini de points de discontinuité par une série de
IFourier.

. (o]
somme des Vﬂ]Clll'S lllll]leS k )' Alltl'(:l]l(?l]t une

On pourrait encore adopter comme définition qu’une série re-
présente une fonction, méme en renoncant a I’égalité de la fonc-
tion et de la série pour un nombre infini de valeurs de . Riemann
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parait avoir fait cette supposition (voir en particulier loc. cit., ala
fin de 'article 12), bien qu'il n’ait jamais donné dans son Mémoire
une définition de U'expression : Une série représente une fonction.
Comme il s’agit en tout ceci d’une question de mots, je garde la
premiére définition, car elle me parait la plus naturelle.

Jusqu'ici il a été question, pour plus de simplicité, seulement de
la représentation entre — m et + « d'une fonction ayant 2 7 pour
période. A ces limites on peut aisément en substituer d’autres
quelconqucs ct étendre les théorémes précédents aux fonctions
ayant une période arbitraire. Ils ont licu aussi pour une fonction
non périodique, si elle satisfait aux conditions reconnues comme
nécessaires, entre des limites quelconques, puisque la variation
d’une fonction arbitraire dans un intervalle déterminé n’impose
aucune condition aux valeurs que on peut attribuer a la fonction
en dehors de cet intervalle.

Nous avons encore a insister sur un point de la démonstration
de Dirichlet, a savoir que la série de Fourier converge, pour tous
les points de discontinuité, vers la moyenne des valeurs-limites a
droite et a gauche, f(x + o), f(x—o). M. Schlifli n’a pas cru
que cette conclusion fut légitime (). M. Schlifli s’appuie de I'auto-
rité de Duhamel (2). 11 lui semble que, dans son Mémoire, le géo-
métre francais a cu la pensée qu’il serait plus naturel d’attribuer,
en un point de discontinuité, toutes les valeurs comprises entre
J(x—o)et f(x + o) ala fonction représentée par la série trigo-
nométrique. Il est vrai que Duhamel énonce le théoréme suivant :
Si lon fait la somme des n premiers termes d’une série dont tous
les termes sont des fonctions continues de x, et que l'on y mette &
la place de x une fonction de n qui jouisse de la propriété de
tendre, lorsquen croit indéfiniment, vers la valeur x, pour laquelle
la continuité de la Sfonction est interrompue, on peut choisir cette
fonction de n de telle maniécre que la somme converge vers toute

(") Einige Zweifel an der allgemeinen Daystellbarkeit einer wilkiirlicken periodi~
schen Function einer Varicbelen durch eine trigonometrische Reihe, Berne, 18745 Uni-
versitits-Programm, p. 15 ,et Journal de Borcharde,t. LXXI, Ueber die part. Differen-

1
tialgl, %‘7' = %;?—, p. 284,

(%) Journal de Liouville, t. X1X, 1834 ; Note sur la discontinuite des scries et sur

les moyens de la reconnaitre.
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valeur comprise entre les deux limites f(x,+ o), f (x1—o). I dit.
-¢n méme temps. qu’il y a deux moyens de déterminer la somme de
la série pour la valeur x; de la variable. On peut ou bien faire tout
de suite x = x, et effectuer la sommation : on trouvera alors une
valeur déterminée, et c’est la méthode que 'on emploie pour cal-
culer la valeur numérique de la série; ou bien considérer la somme
des n premiers termes, y remplacer 2 par une valeur qui tend vers
x, quand le nombre des termes croit indéfiniment. Duhamel recon-
nait, comme cela est vrai, que pour les fonctions continues les
deux méthodes conduisent au méme résultat, et que pour les fonc-
tions discontinues on est conduit au théoréme énoncé plus haut.
Mais la seconde méthode de sommation n’est pas admissible, parce
qu’on ne peut pas affirmer que la somme obtenue par le second
procédé coincide avec la valeur dela série pour x=x,. Il y a
une objection décisive a faire a cette seconde méthode : c’est sa

>

compléte indétermination. 11 est donc sculement permis d’adopter
la premiére, et par suite la série de Fourier converge sculement vers
la valeur moyenne. -

M. P. du Bois Reymond (') a aussi cherché a établir que la série
de Iourier, aux points de discontinuité, peut prendre toutes les
valeurs comprises entre les limites f(x + o), f(x — o). Il donne
comme valeur de la série de Fourier, pour x = x,

S [f {1+ 0) + f (21— o)]

n=w» T
a=x ¢/,

-z .

+ [f(#1+0) —f(xy — 0)]lim / ' li“—«-d«.

Si Von fait d’abord x = x,, puis 7 = o , on obtient la valeur de Di-
richlet; si 'on fait d’abord 7 = %, puis x = xy, on obtient I'une
ou I'autre des deux limites f(x, + 0), f(x1— o), suivant que x
s’approche de x, par des valeurs supérieures ou par des valeurs
inférieures ; si on laisse arbitraire le passage a la limite, on obtient
toutes les valeurs intermédiaires. C’est en cela que consiste, d’a-

(*) Mach. Annalen, t. V11, 18

23 Unbor die < . . .
o , . 73, Ueber die sprungweisen J¥ erthverdnderungen ana-
breischer Functionen.
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prés M. du Bois-Reymond, la détermination précise de la somme
de la série de Fourier. 1l résulte de ce qui précéde que cette déter-
mination repose sur une définition, qui ne parait pas admissible,
de la somme d’une série. Il ne peut y avoir qu’'une maniére d’opé-
rer : faire £ = x, et ensuite n=00 , et alors disparait ce que I’on a
appelé 'indétermination continuce de la séric (*).

On a été conduit a cette opinion erronée, que la détermination
de Dirichlet n’est pas absolument exacte, par la considération déja
rappelée d'une fonction de a et de r, définie a U'intéricur du cercle
de rayon 1 par I'intégrale de Poisson. Si la série identique a 'inté-
grale de Poisson se transforme pour tous les points du cercle en une
fonction finic continue et bien déterminée, ce passage a lieu d’une
maniére continue; j’ajoute que le théoréme de M. Schwarz a en-
core lieu quand la fonction est discontinue pour un nombre limité
de points du contour. Si I'on ne considére que les points pour les-
quels la fonction est continue, M. Prym, dans le Mémoire cité,
a étudié comment s'eltectue le passage a la valeur-limite r =1

‘pour les points de discontinuité, ct il montre que pour ces points

Pintégrale de Poisson peut tendre vers toutes les valeurs comprises
entre les limites f(x +-0), f(x — o), et que sa valeur-limite dé-
pend de la direction-limite de la droite qui joint le point variable
a sa position-limite sur le cercle. La série de Iourier, au contraire,
converge sculement vers la valeur moyenne assignée par Dirichlet,
parce qu’il s’agit ici de fonctions d’une seule variable.

Les conditions de Dirichlet ne sont en aucune facon néceessaires;
clles sont sculement suflisantes. 11 restait a examiner si une fonce-
tion qui 1° devient infinie en un ou plusicurs points, 2° qui a un
nombre infini de discontinuités, 3° qui a un nombre infini de
maxima et de minima, peut encore étre représentée par la série de
Fourier.

Si la fonction devient infinie pour un point ¢, Dirichlet, dans un
autre Mémoire (2), indique la convergence de Vintégrale ff" ) da

(') Il'y a ici encore unc question de mots et de définition. L’auteur a choisi entre
les deux définitions de la somme celle qui est la meilleure; mais il n’a nullement
Iintention de méconnaitre U'intérét du théoréme de Duhamel et de la curicuse for- -
mule de M. du Bois-Reymond. G. D.

(*) Journal de Crelle, 1. 17, p. 54,
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étendue de part et d’autre du point ¢ comme condition pour que la
série de Fourier représente encore la fonction. Pourtant Dirichlet
a voulu présenter cette condition non comme nécessaire, mais seu-
lement comme suffisante. Si I'intégrale est absolument convergente,
cette condition est en effet suffisante, comme I’a remarqué M. P. du
Bois-Reymond (').

Pour ce qui concerne les deux autres cas d’exception, Dirichlet,
ila fin de son premier Mémoire (loc. cit., p. 169), affirmait qu’ils
peuvent étre ramenés a ceux qu’il avait examinés. Il annonce qu’une
fonction, ayant un nombre infini de discontinuités ou de maximaetde
minima, pourra toujours étre représentée par la série de Iourier
pourvu que, dans un intervalle quelconque (a, ), on puisse tou-
jours en placer un autre (7, s) dans lequel la fonction demeurera con-
tinue. « Mais », dit-il en terminant son Mémoire, « la chose, pour
¢tre faite avec toute la clarté qu’on peut désirer, exige quelques
détails liés aux principes fondamentaux de I’Analyse infinitésimale,
ct qui seront exposés dans une autre Note, dans laquelle je m’occu-
perai aussi de quelques autres propriétés assez remarquables de la
série de Fourier ». Dirichlet n’a pas tenu cette promesse. Quant a
la restriction qu’il formule relativement aux fonctions discontinues
un nombre infini de fois, elle résulte d’aprés lui de la notion de I'in-
tégrale définie, et I'on peut par conséquent conclure que, dans1’opi-
nion de Dirichlet, toutes les fonctions intégrables daus le sens qu'il
a donné a ce mot peuvent ¢tre représentées par la série de Fourier.

Le développement rigourcux de la démonstration a été donné
par M. Lipschitz ().

Pour ce qui concerne les fonctions ayant un nombre infini de
discontinuités, M. Lipschitz interpréte certainement d’une ma-
niére fidéle les vues de Dirichlet en considérant le cas unique d'un
nombre limité de points singuliers, dans le voisinage desquels
existent une infinité de points de discontinuité. Dans ce cas encore
la série représente la fonction, comme le démontre M. Lipschita.

(') Journal de Borchardt, t. LXXIX, 1854, Allgemeine Lehrséitze iiber den Giltig-
keitsbereich der Integralformeln, die zur Darstellung willkiirlicher Functionen die-
nen, p. 43-16, et Abhandl. der Bayerischen Akad., t. X1, II, Math. physik. Classe,
P 43-44. :

(*) Journal de Borchardt, t. LX11, 186}, p.

; 296 1 De explicatione per series trigo-
nometrecas, cle,
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Mais la démonstration n’indique rien relativement aux valeurs
singuliéres, et nous n’avons aucun moyen de reconnaitre si pour
ces valeurs particuliéres la séric est égale a la fonction.

Si I’on a maintenant une fonction ayant un nombre infini de
maxima et de minima, rien n’empéche de former la série de Fourier
pour cette fonction, si les coeflicients ont un sens ct si la série est
convergente. Mais on ne peut affirmer que la série ainsi formée
représente la fonction qu’aprés avoir prouvé que la série a les
mémes valeurs que la fonction, sauf pour un nombre fini de points
déterminés. :

Les fonctions qui ont un nombre infini de maxima et de minima
peuvent étre divisées en deux classes : les unes qui ont dans le voi-
sinage d'un point déterminé une infinité d’oscillations avec une
amplitude infiniment petite, et les autres pour lesquelles les ampli-
tudes sont finies. Les premiéres peuvent étre des fonctions con-
tinues; les autres sont des fonctions discontinues. Dirichlet regar-
dait toutes les fonctions continues comme susceptibles d’étre
représentées par la série de Fourier, sans aucun point d’exception,
et, d’aprés une communication verbale de M. Weierstrass a laquelle
fait allusion M. P. du Bois-Reymond ('), nous pouvons penser qu’il
a toujours conservé cette opinion. Riemann aussi parait avoir ac-
cepté cette aflirmation de Dirichlet, comme on peut le reconnaitre
en plusicurs endroits de ses écrits (2). H. Hankel pense méme
qu'il a été démontré par Dirichlet, Lipschitz et Riemann que
toutes les fonctions continues sont développables en une série de
Fourier (3). L’inexactitude de cette opinion a été reconnue par
M. P. du Bois-Reymond qui, aprés plusieurs essais infructueux
pour démontrer le théoréme, a été conduit a penser qu’il pourrait
_ bien étre inexact. Dans un travail développé (*) il'a fait connaitre
des conditions compliquées sous lesquelles la série de IFourier, qui
représente d’ailleurs la fonction, cesse de lui étre égale pour un

(') Abhandl. der Bayer. Akad., t. XII, II, p. 8.

(*) OEuvres compleétes, p. 3 : « Neuere Untersuchungen haben, ... », et p.223: «In
der That fir alle Fille der Natur, ... »; p. 224 : « Wenn man die unndthige Voraus-
selzung, etc. »

(*) Ueber die unendlich oft oscillirenden und unstetigen Functionen. Tibingen, 1870,
Universititsschrift, § 3.

(*) Abh. der Bayer. Akad., t. X1, Math. phys. Classe, 1875 : Untersuchungen iiber
die Convergenz und Divergens der Fourierschen Darstellungsformeln, Chap. IV,
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certain nombre de valeurs. Comme, pour nous, le résultat principal
de ces recherches consiste dans la découverte de telles fonctions
continues, nous donncrons & la fin de ce travail un c&mp{e simple,
que M. Schwarz a fait connaitre dans ses Lecons et qu’il a bien voul.t_l
nous autoriser a publicr. Cet exemple est formellement compris
dans Vexemple plus général de M. du Bois-Reymond, mais il s'en
distingue par une plus grande simplicité dans la définition comme
dans la démonstration.

Cette supposition que la méthode de Dirichlet s’applique a toutes
les fonctions continues a conduit Riemann & cette opinion que les
fonctions auxquelles la méthode de Dirichlet ne s’étend pas ne sc
trouvent pas dans la nature (p. 223, 230 et 251 des OEuvres com-
plétes). M. Heine (') pense qu'il est inutile de rechercher si les fone-
tions discontinues se trouvent dans la nature. Ce qu’il y a de mieux
peut-étre a dire sur cette question philosophique, ¢’est que nous
ne savons rien a son égard. Toutefois nous devons demeurer con-
vaincus que ce serait ajouter une nouvelle hypothése a toutes celles
qui sont déja admises en Physique que d’admettre la possibilité de

" développer une fonction rencontrée dans un probléme en une série
trigonométrique.

M. Lipschitz a éiudié les fonctions ayant un nombre infini de
maxima et de minima, mais satisfaisant pour le reste aux conditions
de Dirichlet, et il en a fait connaitre une classe pour laquelle la série
de Fourier est convergente et en outre est toujours égale 4 la fonc-
tion. M. Lipschitz considére une fonction qui est finie et continue
entre les limites extrémes, ou du moins qui n’a qu’'un nombre
limité de solutions de continuité, mais qui posséde un nombre
illimité de maxima, soit en des points, soit en des segments. Les
deux autres cas, que Dirichlet n’avait pas traités d’une maniére
compléte, ne doivent pas avoir lieu ici: quia duobus vel tribus
casibus simul adcilis seriei species potius quam vis et natura mu-
tatur.. Pourtant le caractére de la séric se conserve seulement si
plusieurs des singularités laissées de coté par Dirichlet ne se super-
posent pas en un point. M. Lipschitz appuie sa démonstration sur
les théorémes I, IT de Dirichlet, donnés plus haut. Il montre qu’ils

(') Handbuch der Kugelfunctionen, 2° édition, t. 1, p.-55.
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sont encore vrais ct par conséquent que la série de ourier con-
verge encore vers la valeur de la fonction, si, a toutes les places oula
fonction oscille, la valeur absoluc de la différence £ (B + 0) — £(B)
décroit plus rapidement, quand d tend vers zéro, que le produit
d’une constante B et d’une puissance de 9 avec un exposant positif
quelconque. Désignons par D la valeur absolue de la différence

f(&+0—=/(8);

alors la condition de M. Lipschitz est D <3 0%, ou l'on a ¢ > o.
Cette condition est plus restrictive que I'hypothése d’une con-
tinuité uniforme. Si 'on veut que la fonction soit uniformément
continue, ildoit y avoir pour toute valeur de f§ une valeur minimum
0’ dépendante de B et telle que, pour toute valeur ¢” inférieure en
valeur absolue & &, f(5 + 9") — f(f3) soit plus petit qw'une quan-
tité ¢ donnée a I'avance et aussi petite qu’on le veut. La condition
de M. Lipschitz exige plus que la continuité uniforme, car clle en-
traine entre les deux quantités ,d" la relation ¢ £ Bd'* et par con-

. a 7 . ’ . e . . »’ .
séquent ¢' 2 —é Or rien, dans la définition de la continuité uni-

forme, n’exige que cette relation soit vérifiée. La condition ne
s'applique done pas a toutes les fonctions continues.

La démonstration de M. Lipschitz ne s’applique pas seulement
si la différence 1) s’approche plus rapidement de zéro que Bde.
Il est aisé de reconnaitre qu'elle exige sculement que l'on ait
lim Dlogd = o, ct cette derni¢re condition est plus générale que la

d=o0
premicre, car clle est remplie toutes les fois que la premiére Iest;
mais la réciproque n’a pas lieu, ct il sufiit de prendre le cas ou I'on

aurait D = pour reconnaitre que la seconde condition

1

logd log log @
peut ¢tre vérifiée sans qu'il en soit de méme de la premiére. Dans
son Mémoire (Sopra la serie di Fourier; Pisc, 1872), M. Dini s¢
sert sans aucunc explication de la seconde. On peut done dire que
la séric de IFouricr représente toute fonction ayant un nombre infini
de maxima et de minima, pourvu que I'on ait, & toutes les places ou
la fonction oscille, lim Dlogd = o. Si, pour un nombre limité de

0

points d’oscillation, cette condition cesse d’étre remplic, on peut
dire encore que la série de Fourier représente la fonction; toute-
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fois I’on doit renoncer 4 démontrer, par les moyens qui conduisaient
au but dans les cas précédents, la convergence de la séric de Fou-
rier, en ces points singulicrs, ct son dgalité avec la fonction. Le
suceés des recherches de M. Lipschitz sur I'extension des deux
théorémes relatifs & Uintégrale de Dirichlet nous apprend déja que
Riemann était dans 'erreur quand il pensait (OEuvres, p. 224) que
ces théorémes ne peuvent plus servir dans le cas ou la fonction a
un nombre infini de maxima et de minima. Il me semble que la
question de savoir si la série de Fourier converge ou diverge ne peut
en général ¢tre décidée que par I'emploi de ces deux théorémes,
tant que la fonction est intégrable. Si la fonction ne remplit plus la
condition d’intégrabilité, alors, il est vrai, les deux théorémes
perdent toute signification; mais dans ce cas nous ne connaissons
aucune méthode géndrale de recherche.

Les recherches de M. Lipschitz ont fait connaitre une classe
nouvelle de fonctions qui peuvent étre représentées par la série de
Fourier; mais, pas plus que celles de Dirichlet, elles ne nous ont rien
appris sur la nature des conditions qui sont nécessaires pour la
représentation d’une fonction par la série de Fourier. On n’a aucun
moyen de reconnaitre si unc fonction qui nc satisfait ni aux condi-
tions de Dirichlet ni & celles de M. Lipschitz est ou n’est pas suscep-
tible d’¢tre représentée par la série de Iourier. On peut objecter, il
est vrai, que c’est peut-cire trop exiger que de demander les con-
ditions nécessaires pour qu’une fonction puisse étre représentée par
la série de Fourier. Quand on a donné la définition la plus générale
d’une séric & termes positifs en disant que la série est convergente
lorsque la somme des 7 premiers termes tend, pour n croissant
indéfiniment, vers une limite déterminée, il n’y aucunc autre défi-
nition qui ait précisément la méme étendue.

On pourra bien trouver des conditions de plus en plus étroites,
des classes de plus en plus étenducs de fonctions susceptibles d’étre
1‘cpré§entées par la série de Fouricr ; mais si 'on parvenait a trouver .
les conditions nécessaires et suffisantes pour la représentation, elles
pourraient fort bien étre équivalentes a celles qui sont contenues
dans la définition, et tout énoncé caractérisant les fonctions suscep-
tibles d’une représentation par la série de Fourier pourrait se ré-
duire purement et simplement i la définition méme de la repré-
sentation.
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Si une tentative d’obtenir des conditions plus étroites que celles
de Dirichlet et de M. Lipschitz ne parait pas devoir conduire a
des résultats simples, il est néanmoins a désirer que I'on puisse
obtenir un nombre illimité de classes de plus en plus étendues,
absolument comme on a pour les séries i termes positifs des régles
de convergence dont I'application peut étre indéfiniment pour-
suivie. Une seule tentative a été faite dans cette voic par M. P. du
Bois-Reymond dans son Mcémoire : Untersuchungen iiber die
Convergenz und Divergenz der Fourierschen Darstellungs-For-
meln (loc. cit., Chap. I-11I). Nous né signalcrons dans ce travail que
le résultat suivant : il y a en réalité des fonctions qui ne satisfont
pas a la condition énoncée par M. Lipschitz et pour lesquelles la
séric de Fourier est divergente.

(A suivre).



