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516 PREMIERE PARTIE.

MELANGES.

SUR UNE PROPRIETE DES FONCTIONS UNIFORMES D'UNE VARIABLE LIEES
PAR UNE RELATION ALGEBRIQUE, ET SUR UNE CLASSE D'EQUATIONS
DIFFERENTIELLES ;

Pir M. EMILE PICARD.

Désignons par u et ¢ deux fonctions uniformes d’une variable z,
liées par la relation algébrique irréductible de degré m

(1) F(u,0) =o.

v

Je me propose de montrer, dans ce travail, comment on peut trou-
ver les formes possibles des deux fonctions u et v, et il résultera
tout naturellement de cette recherche que le nombre caractéristique,
ordinairement désigné par p, relatif a I'équation (1) ne peut étre
que zéro ou l'unité. Tel est I'objet de la premicre Partic de cette
étude, auquel on peut encore donner la forme géométrique sui-
vante.

Une courbe étant définie par une relation telle que (1) entre les
coordonnées u et v d’un quelconque de ses points, deux cas parti-
culiérement intéressants ct bien connus sont ceux ou le genre p de
la courbe est ¢gal a zéro ou a l'unité. On sait que dans le premier
cas u et v peuvent s'exprimer rationnellement a 1'aide d'un para-
metre, et dans le second cas on peut les regarder comme des fonc-
tions doublement périodiques aux mémes périodes d'un para-
meétre z. On peut donce, dans ces deux tas, mettre u et v sous la
forme

«="P(s), v=0Q(s),

P et Q étant des fonctions uniformes de z n’ayant d’autres points
singuliers que des poles. On estamené tout naturellement a se poser
alors la question suivante : Existe-t-il d’autres courbes algébri-
ques que celles du genre o et 1, dont les coordonnées soient suscep-
tibles de s’exprimer par des fonctions uniformes d’'un parameétre a
discontinuités exclusivement polaires? L’étude analytique dont j’ai
annoncé plus haut le résultat montre qu'il n’existe pas d’autres
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courbes algébriques quec celles du genre o ou 1, jouissant de cette
propriété. :

La scconde Partie de ce travail est consacrée & quelques applica-
tions des résultats précédemment obtenus. Je fais notamment une
étude détaillée de I'équation différentielle

/ [2 \
o d*u
Fo Zm)=o
ou F est un polyndme, en me proposant de reconnaitre si cette
équation admet ou non des intégrales uniformes.

I

.

1. Examinons d’abord le cas ou la courbe représentée par 1'é-
quation (1) serait unicursale. On peut alors exprimer rationnel-
lement u ct v au moyend’un paramétre, et cela de telle maniére qu’a
un systéme de valeurs de u et v ne corresponde qu’une seule valeur
de ce paramétre (pour ce dernier point, wvoir Liuworn, Math.
Ann., 1. 1X). '

Soient, par exemple,
e=9(2), ¢=wn)

et I'on pourra tirer de ces deux équations A = f'(u«, v), f'étant une
fonction rationnelle de « et v. Or, si u et v sont des fonctions uni-
formes a discontinuités exclusivement polaires, A sera une fonction
de méme nature, que nous désignerons par R(z), et 'on aura, par
suite,
wt=1¢ [R(3)],
o= [R(z)].
Telle est donc la forme des fonctions u et v dans le cas ou le

nombre p, relatif a I’équation (1), a la valeur zéro.

2. Abordons maintenant le cas général. Nous supposerons,
comme on le fait dans la théorie des fonctions abélicnnes, que
I'équation (1) conticnne un terme de degré m par rapport a v et que

[ - Ve . .
le rapporl — aitm valeurs finics ct distinctes pour u —= oo .
u
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Soit ' , -
Slu, u,da ) ‘
) S5y

une intégrale abélienne de premiére espéce relative a I'équation (1),
f(u,v) désignant un polyndme convenable de degré m — 3. J’en-
visage I’expression

Fluno) o

F(u,v) .

qui est manifestement, comme « et ¢, une fonction uniforme de z;
mais je veux montrer de plus que cette fonction est une fonction
entiére, c’est-a-dire qu’elle n’a pas de poles.

Examinons d’abord cc qu’elle devient pour un pole z =« de w.
Dans le voisinage de « infini, on aura, puisque I'intégrale consi-
dérée est de premiére espéce,

Slu,v) _P(i)
P

1 2 e ’ . . .
P(;) représentant une série ordonnée suivant les puissances crois-

1 . ;
santes de -, ¢t prenant une valeur différente de zéro pour u =0,

et m étant un entier égal ou supérieur a 2. Désignons par n le
degré de multiplicité du péle «; on aura

Slu.v)
F,(u,v)

= (z2—«)""P(z — a),

° I r . B
P(z — «) représentant d’une maniére genérale une série ordonnée
suivant les puissances croissantes de z — «, et par suite

du
Su,0) 2z
—_— - —_— (m-nn—|p Z — .
Fl"(u,‘,). (z a) ( “)
Or on a certainement
m—1\n21,
( Jn2

puisque 7 n’est pas nul et que 'entier m est égal ou supérieur a 2;
par suite, I'expression (2) garde une valeur finie pour z = «.
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Soit, maintenant, z, une valeur de z telle que la valeur corres-
pondante u, de « soit un point critique de la fonction algébrique
de u, détinie par I'équation (1), et désignons par ¢, la valeur de ¢
pour z = Z,. A une valeur de z voisine de z, correspondent une
valeur de « ct une valeur de ¢. Supposons que cette derniére fasse
partie d'un certain systéme circulaire de racines de I’équation (1),
relatif au point critique u,, et soit p le degré de ce systéme circu-
laire. Je suppose que ce degré soit réduit autant que possible, c’est-
a-dire que ce ne puisse étre qu’aprés un nombre de tours égal 4 un
multiple de p de la variable « autour de u,, que la fonction algé-
brique ¢ reprenne la méme valeur. 1l est facile de voir que dans ces
conditions z = z, devra &tre une racine de I'équation u = u,, avec
un degré de multiplicité égal a p ou & un multiple 2p de p. En
cffet, soit 4 ce degré de multiplicité; z ayant tourné une fois autour
de =g, « a tourné g fois autour de u, et v a nécessairement repris la
méme valeur; donc ¢ doit étre un multiple de p.

On a nécessairement d’ailleurs, dans le voisinage de u= iy,

flu,o)  M{w)
Fo(u,v) q’
(te — uo)"

M () prenant une valcur finie et différente de zéro pour u = u,, et
Pentier positif ou négatif ¢ satisfaisant a I'inégalité ¢ < p. Cela
résulte immédiatement de ce que P'intégrale

f ) (Iu /‘" M(u)du
(uyv) A
(& — o)

doit rester finie quand u tend vers zéro. :
w—u, contenant d’autre part en facteur (z — z,)'?, et, par

. du _ .
suite, — contenant le facteur (z — z,)*7~', on aura manifeste-
2

ment

du
Fluye) o

_  —(z - M p—q)—1
F",(u,v) (z zo) P,

P prenant une valeur finie et différente de zéro pour z = z,. Mais
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ona
Mp—q)21,

puisque p — ¢ > o ct que 'entier X est au moins égal a 1.

Par suite, 'expression (2) garde une valeur finie pour z = z,.

11 peut arviver que 17, (u,¢) s’annule pour un systéme de va-
leurs w,, ¢4 el que, dans le voisinage de w,, la racine considérée ¢
soit une fonction holomorphe de u. Il est évident que dans ce cas
le quotient

Slu,v)
F,(u,v)

est holomorphe dans le voisinage de u,, ct la conclusion précé-
dente subsiste.
Nous pouvons donc écrire

<

du

f("»“)(,—z

=Gz

F,(u,v) (2),

G (z) étant une fonclion entiére. On en déduit par I'intégration,
en désignant par u, la valeur de u correspondant i unc valeur z,

de z,
w Jo)d 3
(3) %:‘[ G(z)d:=G,(3),

uy
G, (z) étant, comme G (z), une fonction entiére.

Nous allons montrer (uela relation entre les deux fonctions uni-
formes u et G, est impossible si le nombre p relatif a I'équation
F(u,¢) =0 est supérieur a I'unité. Supposons, en cffet, qu’il en
soit ainsi. Dans ce cas, nous pouvons supposer que 'intégrale

) f"f( u,v)du

(4 AT .

a au moins trois périodes distinctes. Une intégrale déterminée de
premiére espéce, relative a une fonction algébrique d’un genre p
supérieur i I'unité, peut bien avoir moins de trois périodes; mais
on sait que la méme chose ne peut arriver pour unc intégrale quel-

conque, comme l'est Uintégrale (4). Cela posé, revenons a la rela-
tion (3); elle montre qu'a une valeur donnée de u correspondent
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deux valeurs de G (z) dilérant d’aussi peu qu’on voudra, puisqu’on
peut ajouter i Uintégrale une somme des multiples des périodes,
ety celles-ci étant en nombre au moins ¢égal a trois, on sail que
cette somme peut ¢re rendue moindre que toute quantité donnée;
mais & deux valeurs trés voisines de Gy (3) correspondent évi-
demment deux valeurs de z, clles-mémes trés voisines, et nous
arrivons, par suite, a cette conclusion inadmissible, qu’a unc
valeur de « correspondent deux valeurs de =z dont la diflérence a
un module aussi petit qu'on voudra. La seule hypothése que nous
puissions faire est done que p = 1. )

Dans ce cas, la relation (3) montre de suite que « est une fonce-
tion doublement périodique I'[ G,(=z)] de la fonction entiére Gy(z).
A causce de la relation

Ydu - F,dv=o0

ou
du dv
Fl(u,0) Fuu,0)
on aura
f{u, ¢) dv '"/ (uy0) du
/ F, (v F, B

vy uy

e, par suite, v sera, comme u, unc fonction doublement pério-
dique aux mémes périodes de Gy (3).
Ainsi, en résumé, le genre de la relation algébrique
F(e,0)=0

doit ¢tre égal & zéro ou a 'unité. Dans le premier cas, on a

u:?[ﬁ(.’»)], o= g;[R(z]],

¢ et g, étant des fonctions rationnelles de R(z), qui est une fonction
uniforme, quelconque d’ailleurs, & discontinuités exclusivement
polaires, et 'on a dans le second

=F[Gy(z)], v=F[Gy(2)],

I" ¢t I, étant des fonctions doublement périodiques aux memes pé-
riodes, ct G4(z) unc fonction entiére, qui peut d’ailleurs étre quel-
ronque.

.
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I1.

Je me propose d’'indiquer maintenant quelques applications de la
o s . ye , . )
proposition précédente, ct j'ai surtout en vue l'intégration d’une
classe d’équations différentielles.

1. Nous allons déduire immédiatement du théoréme précédent
la démonstration de la proposition suivante. On ne peut satisfaire
a I’équation de I'ermat,

X"+ Y" 4 Z"=o0,

en prenant pour X, Y et Z des fonctions uniformes a discontinuités
uniquement polaires, que si I'entier 2 est au plus égal 4 3. Si P'on

.o X .
pose, en ellet, Z=uel, =v,ona la relation

Z
u' 4" 1= o0,

et, si zn'est pas égal a 1, 2 ou 3, le nombre p relatif & cette équa-
tion est supérieur a I'unité. Si n=3,0n a p=1ct u et ¢ sont
alors des fonctions doublement périodiques d’unce fonction entiére.

2. Considérons encore, avant d’aborder la classe d’équations qui
fait le principal objet de cette étude, les équations

[ du
(l) F("'Z>:0’

.
en se proposant de chercher dans quels cas on peut y satisfaire
par des fonctions uniformes de z. C’est le probléme que se sont posé
MM. Briot et Bouquet dans leur mémorable travail sur V'intégra-
tion de certaines équations différentielles, au moyen des fonctions
elliptiques.

Tout d’abord le genre de la relation algébrique (1) doit étre égal
a zéro ou 4 I'unité. Cela posé, étant donnée la relation

F(u,v)=0o,

dont le genre est, par hypotheése, zéro ou 'unité, on peut, dans le
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premier cas, exprimer rationnellement « et v au moyen d’un para-
métre 2,

dans le second, exprimer u et ¢ par des fonctions doublement pé-
riodiques aux mémes périodes de A, pour lesquelles nous garderons
les mémes notations, et nous pouvons regarder dans 'un et I'autre
cas les fonctions ¢ et ¢, comme déterminées.

Soit d’abord p = o3 on devra avoir alors

| du
u=y[R(z], — =nlR(z)]

R(z) étant une fonction uniforme.
On en conclut que

(2) ?(R)R'=g,(R)
ou

dR

d_z:'HR)'

¥ étant une fonction rationnelle de R.

Mais il est bien aisé de voir qu’'une pareille équation ne peut
avoir d’intégrale uniforme que si ¢(R) se réduit & un polynéme du
second degré AR*+ BR + C.

On doit donc avoir
¢ (R)=9'(R)(AR*+ BR + C),

A, B et C étant trois constantes.

Si p est égal & 1, on voit que I'équation (2) ne pourra avoir d’in-
tégrales uniformes que si ¢, et ¢’ sont dans un rapport constant, et
dans cc cas R(z) seréduit a Az + B, A et B étant deux constantes.

3. Venvisage maintcnant les équations différentielles de la forme

d*u
F(u, —d—z;> =o,

I étant un polynodme, en me proposant de rechercher dans quels cas
clle admettra des intégrales uniformes. Le genre de la relation
précédente doit étre tout d’abord égal a zéro ou a I'unité; plagons-
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nous d’abord dans la premiére hypothése, et nous pouvons écrire
d*u
u :9[[{(3)} A2 :‘Pl[R(z)]'
¢ et ¢, étant des fonctions rationnelles que l'on peut considérer
comme données. Or la premiére égalité donne de suite

d*n

=5 = ¢"(R)R*+ ¢/(R)R";
donec on a
91(R) =4"(R)R"?+¢'(R)R",

et nous avons a chercher si 'on peut satisfaire a cette équation par
des fonctions uniformes R. Or posons R'= p; cette ‘équation
s’éerira

n(R)=¢"(R)p*+ o (R)p 2,

"dR R’
et enfin, en posant p*="P,
P

20,(R) = 2¢"(R)P + ¢'(R) 5>

d’ou 'on tire immédiatement
"R 2/o1(R) ¢’ (R)dR
> — ) = I,

) poou () ="

Nous'sommes donc amenés a rechercher dans quels cas une pareille

relation différentielle pourra étre satisfaite par une fonction uni-
forme R.

4. Supposons d’abord que l'intégrale f4;4' dR ne contienne pas
. . dR\? .
de terme logarithmique; =) sera, dans ce cas, une fonction ra-

tionnelle de R. Nous devons donc voir dans quels cas ’équation

admettra une intégrale uniforme, F étant une fonction rationnelle

de R.

11 résulte immédiatement des recherches de MM. Briot et Bou-
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quet que F(R) ne peut étre qu'un polynome de degré inférieur on
égal a 4. Nous aurons donc i rechercher si 'on peut déterminer la
constante entrant dans |'intégrale

Joi(R)9'(R) <R

’
. . 2 o0 dR . R
de maniére que le quoticnt ~/1—',2—— soitun polynéme d’un degré
o

inférieur ou au plus égal a 4. Il est manifeste que trois cas pourront
se présenter @ il pourra en étre ainsi soit pour toute valeur de la
constante, ct alors toutes les intégrales de 1'équation scront uni-
formes, soit pour une scule valeur de cette constante, et alors I'é-
quation proposée aura une premiére intégrale uniforme, et par
suite toutes celles qu’on obtient en remplacant dans celle-ci z
par z plus unc constante; il pourra enfin arriver, ct ce sera le cas
général, que 'on ne puisse pas déterminer d’unc maniére conve-
nable la constante d’intégration.

5. Abordons maintenant le cas ou I'intégrale f4,¢' dR donnerait
naissance a des termes logarithmiques. Soit Alog (R — @) un pareil
terme, A étant nécessairement une constante. Montrons d’abord
que I'équation R(z) = a ne pourra avoir de racine. Supposons,
en cffet, que R(z,) = a; on aura

R(z) —a={(3—3)"P(z),

P (z)désignant unc séric ordonnée suivant les puissances croissantes
de z — Zo Cct ne s’annulant pas pour z = z,.
Donc Alog(R — a)seraégal a mAlog(z— z,) + AlogP(z).

Si donc nous considérons 1’égalité

((ll{> ? l['?l(p'll

- -9
dz ¢'*

on voit que le second membre n’est pas une fonction uniforme de z
autour de z,, puisque par une rotation autour de ce point son
numérateur augmente de 2 mAni;le premier membre, au contraire,
est unc fonclion uniforme de z, dans le voisinage de zy; 1'égalité
précédente cst donc impossible.

Nouspouvons maintenant établirquelintégrale fo,4'dR ne pourra
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pas, si I'intégrale de I’équation (1) est, comme nous le supposons,
uniforme, contenir plus de deux termes logarithmiques. On sait, en
etfet, comme je I'ai montré dans mon Mémoire sur les fonctions
entiéres (ALnnales de I’ Ecole Normale, 1880), qu'il ne peut y
avoir plus de deux valeurs a et & pour lesquelles les équations
R(z) =« et R(z)=>5 n’aient pas de racines, R(z) étant une
fonction uniforme dans tout le plan a discontinuités exclusivement
polaires.

6. Supposons d’abord qu’il n’y ait dans I'intégrale qu'un terme
logarithmique. Notre équation (I) aura la forme

dR\!

: — ) =F(R)+f(R)log(R — a), v
dz

F et f étant des fonctions rationnelles de R, et f n’étant pas identi-

quement nul.

Je dis qu’une fonction uniforme intégrale de cette équation ne
peut étre qu'une fonction entiére, c’est-a-dire qu’clle n’a pas de
poles. Soit, en cffet, z, un pole de R; on aura dans le voisinage de
ce point
P(z)

Riz)=——-5

(z— 2)
P(z,) étant différent de zéro, et I'on voit que le second membre de
(I), contenant le terme non uniforme

— mf[(z_i(z_jw:' log(z — 2),

'

ne serait pas, comme le premier, uniforme dans le voisinage de z,.

. dR o .
autre part, —- ne peut devenir infini pour aucune valeur finie

de R, car, en posant <t—f?[-‘:>i= $(R), on a de suite

R dR

“J V3(B)

3— 3

et z a une valeur déterminée z, quand R tend vers une valeur 2
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rendant ¢ (R) infini; donc, pour une valeur z, de z, R prend une

dR . . . . .
valeur « et - ost infini, ce qui est impossible. Cela montre de

suite que I'(R) et f(R) doivent ¢tre nécessairement des polyndmes.
On voit ensuite que I'expression

F(R)+f(R)log(R — a)

doit s’annuler pour R = a. Sinon, on pourrait certainement trou-
ver une valeur finie de z pour laquelle R serait égal a a, et nous
savons que cela ne peut étre. Les deux polynomes F et f doivent
donc s’annuler pour R = a.

Montrons maintenant que leur degré ne peut surpasser le second.
Jenvisage, a cet effet, 'intégrale

f“ dR
3 — 5= ’
" Ju VFIR)+F(R)log(R—a)

(11)

R, désignant la valeur de R pour une valeur arbitraire z, de z.
Soient m le degré de F(R) et n cclui de f(R). Pour R infini,
Pexpression
F(R)+f(R)log(R — a)

est comparable a R” ou a R”logR, suivant que m > n ou m Sn.

On voit de suite que, dans le premier cas, 'intégrale (II) tendra
vers une limite quand R augmentera indéfiniment, si m est supé-
rieur & 2; m et par suite z ne peuvent donc dépasser .

R
., . dR .
Dans le second cas, l'intégrale est comparable & _———— in-
) g
X R”log R
)
k4
tégrale qui, en posant R == z*~", devient, & un facteur constant

. M dz . , . . .
pres, } ———, ct, si n cst supérieur a 2, z tend vers zéro quand R
J. ylogs

augmente indéfiniment; par suite, cetie derniére intégrale aévidem-
ment une limite. L'intégrale (1I) tend donc encore vers une limite
quand R augmente indéliniment. On voit donc que, si les degrés
de I' et f'dépassent 2, la fonction R aura au moins un péle, ce que
nous savons ¢tre impossible.

Montrons enfin que F(R) et /{R) contiendront (R —a)? cn
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.
facteur, car, dansle cas contraire, 'intégrale (1I) serait comparable

N ot dR .
solt a ————> soIt a » (ul ont toutes
VR —a V(IR —a)log(R —a)

R, /i,
deux une limite, R tendant vers «.

DoncF (R) et f(R)doivent avoirla formeA(R—«)* B(R—a)?,
A ct B étant deux constantes, ct B étant différent de zéro. Ces cas
sont les sculs ou I'intégrale de I'équation

(%) =F0) /(R g(R —a)

pourra ére uniforme, f(R) n’étant pas identiquement nul, et il
est aisé de voir qu’cffectivement dans ce cas I'intégrale est uniforme.
Revenons maintenant a V'équation

(113)2_ 2 o9 dR

dz gt
>
) , )
on voit que 'on devra avoir
1 \a : )
;,7 =B(R —a)}, )

d’oun

M étant une constante. Mais il est manifestement impossible de
trouver unc fonction rationnelle ¢ (R) satisfaisant i cette relation :
il ne sc peut donc que P'équation (I) admette une intégrale uni-
forme, 'intégrale J91¢' dR contenant un seul terme logarithmiquc.

7. Supposons maintenant que I'intégrale /0,9’ 4R contienne deux

9
. . ¢ = .
termes logarithmiques. On aura pour <~d——> unc expression de la
2z

forme ¢

(?{%)221’(1{) -+ £ (R)log (R —a) + /(R ) log (R —b),

et nous pouvons, comme précédemment, nous proposer de trouver
d’unc manié¢re générale dans quels cas cctte équation admettra une
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intégrale uniforme, fi(R) et f2(R) ne pouyant ni I'un ni I'autre
¢tre identiquement nuls. ’

Une étude toute semblable a celle qui a été faite dans le n° 6
montre que IV, f, et f, doivent éire des polynomes, et que, de plus,
ils doivent tous trois contenir en facteur (R —a)2 (R — 5)2.

Cela pos¢, remarquons maintenant que la fonction R(z), ne
pouvant, pour unc valeur finie de z, devenir égale a a ct b, aura
nécessairement des poles, ct dela on conclut immédiatement que

f,(R)’i—fg(R):O,

condition nécessaire pour que R = oo ne soit pas un point cri tique,
de nature logarithmique, du sccond membre, et I'équation peut
s’éerire

—a

dR\? R
(;,;) =F(R) +/(R)log —F; ’

la fonction

a . . .y . . .
R p Sera ume fonction cntiére, ne devenant jamais

nulle. Désignons-la par u, d’on

R:a—bu

2
1—u

ct Péquation précédente devient
(du\? (1—u)_ (a—bu (1—u)* . fa— bu
k'rTz_> —_(a—//)’F<|-—-u>+(a—b)2f' 1—u log .

Cette dernicre équation a la forme de celle qui a été étudiée dans
le numéro précédent. En nous reportant aux résultats précédem-

ment trouvés, on voit que I'on doit avoir, pour que l'intégrale u
puisse étre uniforme,

—_ 4 —
\ (1— u) ,,.l(a llu) — A,

(a—0b)*" 1—ua

'

A étant une constante, et cette relation montre immédiatement que
le degré du polyndme f; ne peut dépasser le quatriéme; il en est
de méme de F. Mais nous avons vu que F et f; devaient admettre
le diviscur (R — a)?(R — 6)2. Il suit de 1a qu’on ne peut avoir que

F=AR—aPR—10)} fi=BR—a(R—5),
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A et B étant deux constantes, et il est facile de voir qu’e‘ffective-
ment, dans ce cas, l'intégrale de I'équation

a
b

(@) =rmeamnegs

est uniforme.
Revenons maintenant a I’équation (I,

idR)’ 9'/'%?’({[{
) = ey ?
ds 9 (R)

ou I'intégrale, dans le second membre, est supposée conduire a deux
termes logarithmiques log(R — a) ct log(R — ).

On devra nécessairement avoir

-

s =A(R—a)(R —8),

¥
A étant une constante, ou

d_t v
AR~ Ji (R—a)(R— D)

1]

et il est manifeste que 9 ainsi défini ne peut étre une fonction ration-

nelle de.R.

8. Nous arrivons donc & cette conclusion : I'équation différen-
tielle
(rﬁ)’_ 2 fo;(R)¢'(R)dR
&) =TT R
ne peut admettre d’intégrale uniforme si ’expression /¢, ¢’ dR con-
tient des termes logarithmiques. A la vérité, y’ai seulement examiné,
dans les numéros précédents, les cas ou elle contiendrait un oun
deux termes de cette nature; mais j’ai dit plus haut pourquoiil n’y
avait pas lieu d’examiner les cas ou il y aurait plus de deux loga-
rithmes.

9. Nous avons supposé, dans ce qui précéde, que le nombre p
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relatif a I’équation différentielle

. d*u
F (u. -(?;—2-) =0

était égal a zéro; supposons maintenant que I’on ait p =1.
d'u . .
wet — devront avoir cette fois les formes o(R) et ¢,(R), ¢

et ¢, désignant deux fonctions doublement périodiques, ct R une
fonction uniforme entiére de z. On voit, comme précédemment,
que

dR\? 2 fs(R)¢'(R)dR
m (@) =5

équation que nous avons maintenant a discuter, en supposant que
¢ el ¢, soient des fonctions doublement périodiques.
Si I'intégrale f¢,9'dR est une fonction doublement périodique

de R, on aura
dR\?

F étant une fonction uniforme doublement périodique.
Si F ne se réduit pas & une constante, cettc équation ne pourra
admettre d’intégrale uniforme, car, soit R = a un péle de F(R),

dR .. . . . .
— serait infini, R prenant une valeur finie . Si donc on peut dis-
2z

poser de la constante d’intégration dans f'¢,¢' dR de maniére que F
se réduise a une constante, I'équation admettra, et dans ce cas seu-
lement, des intégrales uniformes. On aura alors

').fcpl o’ dR = A%'?,

d’ou, en différentiant,
p1=A%",

et R se réduit 4 Az + B, A et B étant des constantes.

Supposons, en second lieu, que l'intégrale f¢,¢'dR soit uni-
forme, mais non doublement périodique; le second membre de
I’équation (I) sera évidemment encore susceptible de devenir infini
pour certaines valeurs de R, et, par suite, 'équation ne pourra
admettre d’intégrale uniforme.
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Enfin, si f'9,¢ dR contient des termes logarithmiques, la méme
conclusion subsiste encore.

En résumé, quand p =1, le seul cas on il y ait des intégrales uni-
formes est celuiou l'on a '

1= A? “,

A étant une constante. Toutes les intégrales de I'équation proposée
ne sont pas, dans ce cas, uniformes; il n’y a que celles que 'on peut
déduire d’une premiére intégrale uniforme par le changement de
z en z plus une constante. '

Il résulte de toute cette étude que les équations

d*u
Flu =o0

dzt
ne peuvent admettre d’autres intégrales uniformes que des fonctions
rationnelles de z, des fonctions rationnelles de €27, o a est unc
constante, et enfin des fonctions doublement périodiques. Nous

avons montré comment on pourrait reconnaitre s’il en est ainsi et

trouvé en méme temps la nature spéciale de ces intégrales uni-
formes.




