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SUR LE CONTACT DES COURBES ET DES SURFACES;

Par M. G. DARBOUX.

M. Kummer a démontré que les surfaces du quatriéme ordre
douées d’une conique double peuvent étre engendrées de dix ma-
niéres différentes par le mouvement d'une conique variable assu-
jettie a rencontrer en deux points la conique double.

Dans le cas ou ces surfaces sont des cyclides générales, c’est-a-
dire ou la ligne double devient le cercle imaginaire de Vinfini, les
coniques deviennent des cercles, et il passe, par conséquent, dix
cercles réels ou imaginaires par chaque point de la surface. Cette
propriété des cyclides m’a toujours paru des plus remarquables; les
nombreuses recherches des géométres sur les surfaces du troisiéme,
du quatriéme et du cinquiéme ordre nous ont fait connaitre des sur-
faces admeutant plusieurs sérics dc coniques; mais aucune d’elles ne
contient un aussi grand nombre de séries de sections circulaires que
les cyclides. Il m’a semblé qu’il y aurait intérét a démontrer rigou-
reusement qu'une surface ne peut admettre plus de dix séries de
sections circulaires et que les cyclides sont les scules surfaces dans
lesquelles ce nombre maximum de dix séries soit effectivement at-
teint. On verra, dauns la suite de ce travail, que la démonstration de
cette proposition se déduit assez facilement des théorémes généraux
que I’'on peut établir relativement aux contacts de différents ordres
que peut avoir en un point donné un cercle avee une surface.

Jai aussi étudié le contact d'une conique quelconque avec une
surface. Je ne connais sur ce sujet que deus Mémoires de M. Tran-
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son, I'un publié en 1841 dans le Jow nal de Mathématiques de
M. Liounille, I'autre en 1870 dansles Nouvelles Annales de Ma-
thématiques. Ces Mémoires intéressants contiennent surtout des
résultats 1clatits a I'élement introduit par M. Transon sous le nom
de deviation. J'ai retrouvé ces résultats et d’autres quime paraissent
nouveaux (!).

(') Ces recheiches ont ete communiquees a I’Academie dans la seance du 13 de-
cembre 1880 Dans la seance suivante, M Moutard a presente une reclamation qu
nous patait fondee, et a laquelle nous taisons dioit en reproduisant 1c1 une partie
de la Note de ce savant geometre, 1nseree a la page 1055 du tome XCI des Comptes
rendus des seances de I Académie des Sciences

« Ta question du contact des coniques et des surfaces, examinee par M Darboux
dans une Note inseree au dernier numcro des Comptes rendus (13 decembre 1880),
2 fait 1 objet de deux Communications verbales que j’a1 presentees a la Societe phi-
lomathique vers 1865 Dans la premiere, j’enoncais, a céte d’autres resultats, ceux
qui, dans la Note de M Daiboux, sont relatils a des coniques quelconques, en excep-
tant toutelors le theoreme, non le moins impoitint, qui concerne les surtaces sur
lesquelles 1l passe, en chaque point, une infimite de coniques, dans la seconde, je
1epresentais, a 1 aide d’une cubique gauche, la lo1 de distiibution des cercles qu
surosculent une surface en un meme point. sous une forme assez simple pour per-
mettre d’en deduire, non seulement les propositions de M Darboux sur ce sujet, mais
auss1, dans une certaine mesure, les constructions coriespondantes

» De cette derniere Communication, il n’eaiste aucune tiace impiimee, et je n'ai
par consequent aucune reclamation de priorite a faire de ce chel Il nen est pas de
méme de la premicre, j en a1 consigne les points principaux dans une lettre adressee
en 1863 au general Poncelet, lettre dont I'illustre geometre m’a fait 1 honneur de
publier un extrait dans le lome Il des Applications d’Analyse et de Geometrie
(p 363 et 364) (M Chasles en a reproduit une partie, en 1870, dans son Rapport
sur les progres de la Geometrie, p 321.)

» Apres avoir enonce et demontre a 1 aide des principes de Poncelet un theoreme
general sur le contact de deux surfaces en un point, j’ajoute

» Parmi les nombreux corollaires que 1’on peut deduire de ce theorcme general,
en y joignant quelques auties considerations, je me bornerai a citer les suivants

» St autour d une tangente quelconque menee a une surface, en un pownt A, on fait
tourner un plan et que dans chacune de ses positions on construse la comque qui a
en A avec la surface un contact du quatrieme ordre, il existera en general deux pose-
tions du plan secant pour lesquelles le contact montera au cinquieme ordre L'en-
semble de toutes ces coruques forme d’atlleurs une surface du deurieme ordre, en ge-
neral sumplement osculatrice a la proposee

» Par chaque pownt d’une surface continue il est, en general, possible de mener
wvingt-sept conques ayant avec la sulface, en ce point, un contact du sixieme ordre.

» Dans le cas particulier ou la surface donnee est du troisieme degre, les positions
singulieres du plan secant mene par une tangente quelconque pour lesquelles le
contact avec une conique peut monter au cinquieme ordre sont celles qui contien-
unent les asvmptotes de 1 indicatrice relative 1u point ou la tangente consideree perce
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Pour simplifier les calculs relatifs 4 1'étude de cette derniére
question, j’ai cherché quelle est 1a formela plus réduite a laquelle
on puissc ramener 1'équation de la surface dans le voisinage d’un
point simple, en employant la transformation homographique la
plus générale. La solution de cette derniérc question m’a permis
d’énoncer quelques propositions relativement au contact le plus
intime que peut avoir en un point une surface du second degré
avec une surface donnée.

1.

Considérons une surface quelconque (S) et un point simple O de
cette surface. Si I'on choisit pour plan des xy le plan tangentenO,
on pourra développer le z d’un point de la surface suffisathment
voisin du point O suivant les puissances enti¢res de x et de y, ce
qui donnera une série de la forme suivante,

(1) z=a,(x, ) +o(xy y)+ ...,

Ol Gy, Gs, ... sont des fonctions homogénes de x et de y d'un degré
égal a leur indice. Jexaminerai d’abord une question intéressante
dont la solution nous sera utile dans la suite de ce travail : Quelle
est la forme la plus simple & laquelle on puisse ramener le déve-
loppement (1) en remplacant la surface par sa transformée ho-
mographique la plus genérale, ou, ce qui est la méme chose, en
rapportant la surface donnée, non plus a des coordonnées homo-
génes ordinaires, mais & des coordonnées tétraédriques quel-
conques?

Analytiquement, ce double probléme se formule de la maniére
sulvante : '

Quelle est la forme la plus simple & laguelle on puisse ramener

de nouveau la surface. On peut ajouter que le plan tangent en ce dernier point con-
tient la courbe d’intersection de-la surface osculatrice formée par toutes ces coniques
avec la polaire du deuxiéme degré du point A par rapport a la surface du troisiéme
ordre donnée.

» Ces derniers énoncés ont besoin de quelques modifications pour s’étendre aux

surfaces algébriques de degré quelconque, mais ce n’est pas le lieu d’insister sur ce
point. »
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le développement (1) en employant la substitution

Z
Ti T aX+bY+Z’
(2) - aX +0Y+c'Z , R
1+aX+06Y +cZ
a’"X +0"Y 4+ "7,
= 1+~aX +b6Y +cZ’

dans laquelle figurent quatre fonctions linéaires dont le détermi-
nant (a'b"— ¥ a") doit érre différent de zéro?

Si, au lieu de prendre d'abord les variables X, Y, on choisit leurs
combinaisons lindaires @'X + b'X, @Y + 4"Y, on voit que la sub-
stitution (2) peut étre remplacée par la suivante,

X + AZ
T 19
1+ uy -+ uyl
(3 Y iZ /
I 'y—l-{-ul—i— qu’
s — 7
VT w2

u, désignant une fonction linéaire de X,Y, et u, une constante,
cette substitution pouvant ¢tre suivie d’'une autre substitution li-
néaire effectuée sur les seules variables X, Y.

Si P'on porteles valeurs de x, y, = tirées des formules (3) dans
le développement (1), on aura

Z_?z(X—FIIZ,Y—F—l‘Z\ o (X + RZ,Y + £7)
- 142y + 1y Z (1 uy + ugZ)?

Désignons par le symbole A 'opération

9 d
Ay S
% dx + ay’
posons, pour abréger,

92 (B, k) = 30,

ct développons les différents termes en nous arrétant au (uatriéme
ordre. Le développement de Z suivant les puissances de X, Y sera
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évidemment de la forme '

Z=19,(X,Y)4+U;+U,+...,

et I'on devra avoir

Up+ Us+ ... =99 (X, Y) (— gy — ugZ + 0?) + (— 1) Z Apy + 9,22
+ oy (X, Y ) (1 —2u)) + ZApy+ 9, (X, Y) 4+ .. ..

En remplacant Z par son développement et égalant dans les deux
membres les termes du méme degré, on aura

Uy= — u, 9o+ 92293+ 934
U, = (90— #y) 92 + 59, + UgApy — 19y Apy — 92,95+ 93 Apg + 44

ou plus simplement, si 'on pose ’

Avy — Uy =9,
(4) | ™
’ Po - Uy =19y

Us= 95+ v1 95,

(3) ’

Ui= 9, + 20193+ 93¢} + 22895 — 9349, + 9,93.

Les formules (4) montrent que la fonction linéaire v, et la con-
stante ¢o sont absolument arbitraires. En ajoutant % et &, on voit
que Pon a cing constantes dont on peut disposer pour donner une
forme simple aux nouveaux termes du troisi¢me ¢t du quatriéme
ordre.

Supposons d’abord que le point O de la surface (S) ne soit pas un
point a indicatrice parabolique. On peut admettre alors que
@s (x, ) a d’abord été ramené a la forme

\

92 (2, y) =z,

et I’on pourra disposer des deux constantes contenues dans v, pour
faire disparaitre dans Uj les termes en X*Y, XY?, et ramener par
conséquent Us a la forme

\

U,= AX*+ DY?.
Tant que ¢, (x,y) et 9,3 (a,y) n’auront pas de diviseur-commun,

c’est-a-dire tant qu’aucune des tangentes asymptotiques ne coupera

.
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la surface en quatre points confondus en O, les constantes A et D
seront différentes de zéro.

Cela posé, et pour faciliter la discussion suivante, supposons que
P'on ait fait une premiére transformation homographique dans la-
quelle on se soit contenté d’amener Uy a la forme précédente. On
aura donc

Qe=7y, 93=Ar3+ Dy3,

et, si 'onapplique la substitution (3 ), il faudra que, pour maintenir
a U, la valeur
U,= AX3+ DY,

on fasse vy= 0. Alors I'’expression de U, sera

{ Ui=0,(X,Y) +XY(3AX2% + 3DY?#)
i — (AXP 4+ DY?)(Xk =4 Y7) + ¢, X2Y2.

(6)

On voit donc que, au moins tant que A et D ne seront pas nuls,
on pourra disposer des constantes h, k, ¢, de maniére a faire dispa-
raitre soit les termes en X4, Y4, X2Y2, soit les termes en X®Y,
X2Y2, XY3. On pourra donc donner a U; I'une des deux formes

U,= XY (BX®+ CY?),
U,= BX‘+ CY*.

Choisissons, par exemple, la premiére; nous obtenons, pour le
développement de Z,

Z=XY +AX*+ DY+ XY (BX*+ CY*} + ....

Nous examinerons a part le cas d’exception ou 'un des coefli-
cients A, D serait nul (*).

(') La mémc méthode s’applique a une fonction quelconque de 7 variables indé-
pendantes x,, ..., x,. Supposons, en effet, que ’'on ait obtenu le développement de
cette fonction sous la forme

=y Qe
¢ désignant une fonction homogéne d’ordre & des variables a,, ..., x,. En effectuant
d’abord la substitution

J = ?I%—z,
on aura

2= @yt Pyt

On peut majntenant remarquer que la substitution homographique la plus géné-
Bull. des Sciences mathém., 2° Série, t. 1V. (Octobre 1880.) 23
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Mais auparavant nous allons montrer que, dans le cas ou A et D
ne sont pas nuls et ou ’on n’a pas 4 se préoccuper d’introduire des
irrationnelles, on peut ramener A ¢t D i étre égaux a 'unité.

rale peut se ramener a la suivante, .
YA

l—t—lll-i—"aZ’
X,+ A2

X, = —

¢ n-+—u,+uoi’ .

ol u, est une constante, u, une fonction linéaire et homogéne des variables X,. sui-
vie d’une seule substitution linéaire cffectuée sur les seules variables X,. En cherchant
le développement de Z suivant les puissances de X,, ..., X,, on trouvera, comme
dans le texte,

=0, (X(s .0y X))+ U+ U0y 4

U,. U, ayant les valeurs definies par les formules

Uy=py+ ¢ 9
U= Pt 2V, 0+ ?:",l + P4 A9, — 9, Apy+ ?o?’:'
v = A?,—-ul,

o= ?a(hu cer b)) —ug.

Voyons comment on pourra disposer des constantes contenues dans ¢,, de #&,, . .,
by, our obtenir une forme reduite du développement.

n Po

Posons, suivant les notations de la théorie des formes,

On disposera des constantes contenues dans ¢, de maniére a annuler le covariant
linéaire
(wab)te,,
!

puis des constantes k,, h,, ..., h,, u, de maniére a annuler a la fois I'invariant

(Aab 2 (Acd)
et le covariant linéaire
¢ (Aab)*(Aac)a,.

Ces conditions ne sont pas impossibles, en géneral, et conduisent a un développement
parfaitement défini. Il suffit maintenant de substituer aux variables n covariants li-
néaires des formes ¢,, U, Uy, ... pour obtenir un developpement dont tous les
coefficients sont des invariants par rapport a toutes les substitutions homographiques
auxquelles on peut soumettre les variables; ou bien, si ’'on ne veut pas changer de
variables, les invariants sont ceux du systéme de formes ¢,, U, U, ....

Nous touchons ici a cette question des invariants differentiels, qui a ete 'objet des
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Faisons la derniére substitution
Z=abz, X=ar, Y=0by;

le développement deviendra

Aa® D2 §
I=ay + T.r‘+ ——(—L—_yi‘—+— xy(B'ax?+C'y?) + ...

Or, on peut déterminer a et b par les équations

Aa’=0b, Dl*=a,
(ui donnent

1 4 T e, .
a’® — b=  ah = — :
A’D’ AD? AD’ -
et ’on aura détinitivement ‘ - e
(1) z=uy +23 3+ xy(ar+ by?)+ .. ..

Cette forme réduite est plus simple que la forme (6); mais elle
n’est pas unique, car clle subsistera si 'on remplace x, y respecti-
vement par 9, 0?3, 6 étant unc racine cubique de 'unité.

Si I'une des tangentes asymptotiques coupe la surface en quatre
points confondus, on peut supposcr qu'une premicre transformation
homographique ait ramené g; a la forme Ax?, ou plus simple--

ment 3. Alors on aura
U= 90+ 3X3Y ke — X3 (Xk + Yh) + 9, X2Y2,

On pourra disposer de %, k,9y de maniére i réduire a zéro les coeffi-
cients de X*Y, X2Y2, X*. La forme réduite du développement sera
done

(8) 7.=XY + X'+ a¥’X + DY+ ...

Si 'une des constantes @ ou b n’cst pas nulle, on pourra méme la
réduire a 'unité.

importantes recherches de M. Halphen, en ce qui concerne les courbes planes et
gauches, et méme les surfaces (voir Journal de Mathématiques, 3° série, t. 11, et
Thése sur les invariants différentiels des courbes planes); je me contenterai des dé-

veloppements donnes dans le texte, qui étaient indispensables pour la suite de ce
travail. :
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Si en chaque point de la surface une tangente asymptotique coupe
en quatre points confondus, la surface est réglée et la forme (8)
convient pour chaque point de la surface. Mais alors elle est beau-
coup trop générale. Si nous exprimons, en effet, que la valeur (8)
de Z satisfait a I’équation aux dérivées partielles des surfaces
gauches, qui est, comme on sait, en désignant par a, 3, 7, 0 les déri-
vées du troisiéme ordre,

34 a0 3 (3B — 2ay) + 30:2(392 — 253)
+ 675t (ad — 38y) + 1252ty + 1275230
— 6aBs®? — 69951 — 8s3ad = o,
nous verrons que tous les termes, sauf le dernier, sont au moins

dutroisiémeordre, et, en égalant i zéro les termes de moindre degré,
nous obtiendrons la forme réduite

(9) z=uxy + 23+ ar’+ baty 4 cxiy?,

ou 'on néglige les termes du sixieme ordre.
On verra de méme que dans le cas d'un point parabolique ordi-
naire on est conduit a la forme suivante,

(10) z=at 4+ )34 ayx®+ byt

et, si la surface a tous ses points paraboliques, c’est-a-dire est
développable, on trouvera

(r1) z=wt -yt ug .,

au moins tant qu'un invariant du quatriéme ordre ne sera pas nul.

\

IL.

On peut se servir des formules réduites précédentes pour
résoudre différentes questions. J’examinerai les deux suivantes.
Supposons d’abord que V'on veuille étudier les surfaces du se-
cond degré ayant en O le contact le plus intime avec la surface (S).
Soit
(12) s=axy 4+ a2+ i ay(ar+ byt)+ ...

le développement de z. Toute surface du second degré (Q) ayant
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avec (S) un contact du second ordre sera représentée par une équa-
tion de la forme

(13) 3=y +z{ar 4By + y3),
qui donne, pour le développement de z,
(14) z=wr+ay(es+By)+ay(ax+By)2+ 92y +....

La projection de la courbe d’intersection des surfaces (Q) ¢t (S)
sur le plan des xy a pour équation

o0=2a 4y — xy(ax + By)
+aylart+ by — (ax+ By ) — yay]+.. .,

et elle a un point triple & lorigine, quels que soient « et f3.

On ne peut pas disposer des constantes « et 3 de maniére a
obtenir un contact complet du troisi¢éme ordre, mais on peut les
choisir de telle maniére que les tangentes au point triple soient
confondues. On a alors les trois systémes de solutions

«=—23, B=—3,
a=—36, B=— 36
a=—36, pH=—30,

auxquels correspondent les trois faisceaux de surfaces

S s=ay—3z( x+ y)+9y3,
(15) zz=ay — 3z Oz + 6%y) + 922,
‘ z=ay — 3z(0x+ 0r) + y2*.

Il y a dans les résultats obtenus un fait qu’il importe de signaler :
les surfaces (Q) ayant avec la surface (S) un contact du second
ordre dépendent de trois constantes arbitraires a, 3, 7. Il semble-
rait donc qu’on pourra disposer des constantes , 3, 7, non seule-
ment de telle mani¢re que les tangentes en O au point triple de la
courbe d’intersection coincident, mais encore qu’elles coincident
avec une tangente quelconque donnée a I’avance. Ces conditions,
qui pourraient, en eflet, étre satisfaites si 'on avait au lieu d’une
surface du second degré (Q) une surface quelconque a neuf pa-
ramétres, ne peuvent pas I'étre dans le cas actuel. Quand les tan-
gentes au point triple sont confonducs, elles l¢ sont nécessairement
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avec I'une des trois tangentes définies par I’équation
(16) &3 4 y3 = o,

et il y a une infinité de surfaces du second degré pour lesquelles
les tangentes au point triple se confondent avec I'une de ces tan-
gentes : ce sont les surfaces définies par les équations (15).

Ces trois directions jouent le méme role que les directions prin-
cipales relativement au contact d’une sphére ct de la surface (S), et
I'on voit que la théorie du contact des surfaces du second degré
avec une surface quelconque ($) nous conduit aussi a un systéme
de lignes courbes tracées sur la surface : ce sont celles dont la tan-
gentc en chaque point serait définie par 1’équation (16). Nous pou-
vons appeler les tangentes tangentes d’osculation quadrigue et
les lignes correspondantes lignes d’osculation quadrique. Elles sont
définies par une équation diflérentielle du troisiéme ordre, qu’il est
aisé de former dans tous les cas.

. . . d
On l'obtiendra en exprimant que la fonction de <,
dx
dy? dv? dy dy dy? dy
o 3,9 L35, < & iy
s 3/dx* + 3 de et <m = ”)(rdx:*-‘—zs at)

est un cube parfait, ce qui conduit aux trois équations
wdr
3(mr—+3) o+ 37+ nr+2ms=o,
ax

dy

(37 + nr+ 2ms) o

+ 38 + mt + 2ns =o,
4
(3@+mt+2ns)(7r+3(u+nt)=o,

entre lesquelles il y aura & éliminer m, n. On obtient ainsi I'équa-
tion différentielle

dy\? dy -
2 (4 . & 2
a[?ﬂ (dx> —+ 61\& = 4s rtJ

(190 ¢
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qui est identiquement vérifiée dans le cas des surfaces du second
degré, comme cela était évident a priori.

La deuxieme application que j'aie & indiquer des formules
réduites consiste dans la détermination de la surface de Steiner
ayant en O un contact du quatriéme ordre avec la surface (S). La
surface de Steiner dépendant de quinze constantes, il ya au plus
une surface de Steiner ayant en un point un contact du quatriéme
ordre avec une surface donnée. La question est seulement de savoir
si cette surface existe effectivement.

A cet effet, je fais toujours usage du développement (12), et je
vais démontrer que, sil'on prend la surface de Steiner définie par
les formules

o ¢ —+ w 3
P LU PV o L. S I

1+ u, . i+u,

ou uy, va, Wq sont des fonctions homogénes et du second degré des
parameétres @, (5, on peut disposer des constantes contenues dans
Uz, v2, w2 de maniére 4 obtenir le contact du quatriéme ordre de
cette surface avec la proposée, Pour cela je substitue les expres-
sions précédentes dansla formule (12) et J’écris que tous les termes
se détruisent jusqu’au quatricme degré. On obtient ainsi sans diffi-
culté les valeurs

uy= au+ b3 — 5u5,

vp=—

o= — o, .
en sorte que la surface de Steiner cherchée est définie par les for-
mules

_ «—8
T X awr + b —Bap
] 2
. IJ——'“
(18) . Y a4 b —bap’
«f5

T ad®+ 6P —b5aB

II1.

Nous allons maintenant commencer I’étude des différents pro-
blémes relatifs au contact d'une conique ct de la surface ($). Sup-
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posons que les axes des x et des y aient été choisis d’'une maniére
quelconque et que la surface soit définie par le développement

.

(19) 2=y (&, y) + 93 (2 y) ...
Coupons-la par le plan dont I’équation est
(20) mz + nx —y =o.

On aura une courbe planc dont la projection sur le plan des xy
aura pour équation

{2r1) y—nzx=mgy(L, y)+meos+....
La formule de Lagrange permet d’obtenir trés rapidement le dé-
veloppement de y suivant les puissances de x. Posons pour un

instant y = Ax. La fonction ¢;(x,y) sc changera en xig;(1), et
I’équation précédente deviendra

A=n-+mzg,(2)+mateo;(A)+....
Elle est, comme on voit, de la forme
A=n+F(}),

ct elle donne, par conséquent,

. 1 d
)‘:Il—}—l‘(ll}—f-;d—nl“’(ll)-i--

Remplacons F(7) par sa valeur et ordonnons par rapport 4 x ; nous
aurons le développement de A d’ot’on pourra conclure celui de
et aussi celui de z. On obtient ainsi les formules

= 2 S
(23) z=ay,x ax

Y — nx = ma,x*+ mazxd*+ ...,
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les valeurs de a,, a;, ... étant données par les formules suivantes,

Qg — Pas
a3= g, + Mmo,9,,
mi

a,= g, m(py93) + ry (93)"s

2\ m3 m3
as=%+'n<?m+ %) + - (e3e)" + 7 {93)"

24
(24) { ’

B m
ag= g5+ m(py9s+ y304) + Y (93 94+ pap3)”

m? +

m
- 3 " 5 \iv
+ g (239s)" + o (92)™

2

14 m’
"7:?7“""’(?29’6"‘ 9395 + %) + 5 (3eres+ 691959+ 93)"

m? m* m®
+ s (2eank 3ed)" o 7 (ode )"+ o (aa),
ou ¢, désigne la fonction ¢,(x, y), dans laquelle on a remplacé x
par 1, y par n, et ou les accents supérieurs indiquent des dériva-
tions & eflectuer. Au moyen de ces formules, auxquelles, on le voit,
nous sommes conduits presque sans calcul, nous allons résoudre les
([uestions que nous avons en vue.

Commencons par étudier les coniques osculatrices, c’est-a-dire
les coniques ayant cinq points d’intersection avec la surface con-

fondus au point O. Soit
(25) z==gy(x, y) + z(ax + By)+ y2*

I'équation de I'une des surfaces du second degré qui sont oscula-
trices & (S) et qui conticnnent cette conique. Le développement de
la coordonnée z d’un point de cette surface nous donnera, en posant
pr=oax+f),

(26) 2=g,( 7 ) )+ p192+ 9192+ 793+ 9192+ 9]
+ o192+ 6ypipa+ 2979},

les termes négligés étant du septi¢me ordre au moins. La conique
section de cette surface par le plan (P),

mz-+nx — ) =0,
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aura pour projection sur le plan des xy la conique dont l’équation
est

y — nx = mbyx®+ mbyx®+ ...,

et by, by, ... seront définis par les formules (24 ), ou 'on rempla-
cera 9,, @3, ... par les valcurs qui conviennent a la surface du
second degré, valeurs définies par le développement (26). Posons,
pour abréger,

uy—a—+ fn;
on aura
b
by = ¢,y '
b3= Uy g+ m?g?;) . ' !
m? |
bi=uips+ 793+ m(wi93) + — (33)", ’
2 3 2,92 3
by=udpy+ 3yu o+ m ;“1?:'*‘7?:
(27) 4

m? ., m
+ () + & (93)",

by—=utg,+6yulg, + 29%¢3 + m(zui‘(p§+ 37u,9§)'

m? m3 m*
om® B
+ - (2uiel+ v9i) + g (o) + = (23)™-
Ecrivons que la conique est osculatrice a la section plane de (S).
Nous aurons les équations

(28) ay==0b,, a;=2b,, a,=b,
dont la premiére est identiquement satisfaite. Les deux derniéres
nous donnent

Uy P = Pos

2
(29) ui gyt uo9; + m(uy93) = g, m(pa9;)"

Supposons que le plan sécant (P) soit donné, c’est-a-dire que
I'on connaisse m et n. Les équations précédentes contiennent les
arbitraires a, 3, u, ; elles ne suflisent donc pas a déterminer ces trois
arbitraires. Il y a, en eflet, une infinité de surfaces du second degré
contenant la conique osculatrice de la section et données par une
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équation de la forme (25). Elles ont pour équation
2=y, y)+z(ax + By +yz)+ kz(mz +nx—y),

ou k est arbitraire.

Mais nous pouvons achever de déterminer la surface du second
degré cherchée en ajoutant une équation nouvelle aux deux équa-
tions (29 ), par exemple en exigeant que dans la seconde de ces équa-
tions les coefficients de m soient égaux dans les deux membres.
Alors on st conduit au systéme

#s = p2(2 + fn),

(30) 93 = Bps + (- Br)g,,

9 = 793 + (« -+ Bn)e,, -
qui donne, nous allons le voir, des valeurs parfaitement détermi-
nées pour a, 3, 7.

On cn déduit en effet

P X e 11

2

P2
(31) a:?}-—n&;-ﬂi’-,
P2 P2
P2

et équation de la surface du second degré correspondante est

(32) ( [2— 922, 7 )]93
= 229393+ 2() — 77) (925 — 939, ) + (2 ps — 93) 2"

Mais alors nous sommes conduits 4 une importante conséquence :
I’équation précédente ne contient pas m; elle représente donc le
lieu des coniques osculatrices des sections par les plans sécants

mz+nx —y=—o,

ou m est variable, c’est-a-dire des sections dont les plans passent
par une méme tangente. Nous avons donc le théoréme suivant :

St dans une surface on considére toutes les sections planes pas-
sant par unc méme tangente, le lieu des coniques osculatrices de
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ces sections & leur point de contact commun avec la tangente est
une surface du second degré ayant un contact du second ordre
avec la surface proposce. '

Ce théoréme est tout a fait analogue a celui de Meusnier sur les
cercles osculateurs des sections planes passant par une méme tan-
gente.

Pour étudier plus complétement les surfaces du second ordre

représentées par I'équation (32), prenons pour le développement
de z la forme réduite

z=ay +a®+y 4+ zy(ax’+ by?);
I’équation (32) deviendra

( (— xy)r®=1z2x(2n*— n®)+zy(2n*— n)
(33) + 2 [an®+ bnt— (1 + n3 )2,

On voit qu'il passe six surfaces de ce systéme par un point
quelconque de Vespace. Il passe donc par chaque point de I'espace
six coniques osculatrices en un point déterminé d’une surface quel-
conque (S).

Dans son Mémoire de 1841, M. Transon a établi que le lieu des
axes de déviation des sections planes passant par une méme tan-
gente est un plan. Cette proposition est une conséquence du théo-
réme fondamental établi plus haut, car on sait que les axes de dé-
viation sont les diameétres des coniques osculatrices passant au
point de contact. Ces coniques se trouvant sur une surface du
second ordre, le lieu de leurs diamétres scra le plan diamétral de
cette surface conjugué a la direction de-la tangente. Ce plan diamé-
tral est représenté par 1'équation

Je+nf, =0

ou
ny + n*z + (14 n¥)z=o.

On voit donc qu’il y a trois de ces plans passant en un point de
Iespace. En d’autres termes, il y a trois sections planes dont I'axe
de déviation coincide avec une droite donnée passant par le point
de contact.

1l est intéressant de rechercher quelle est la nature du -contact
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des surfaces du second degré contenant les coniques osculatrices

avec la surface (S). Le développement de la valeur de z tirée de
I'équation (33) est

z(2— n?) - .y(zn’:— )’
n n

=Xy + 2y [

.

S 3 )2
+ 2y [.z'(?. n)+y(2n 1)

n nt |

Ta4-bn? (14 n3)? !

2,2| ! _ .
+.zy[ n ns W’

et, par suite, la projection de la courbe d’intersection de la surface
du second degré et dc la surface (S) sur le plan des xy aura pour
équation

(;'-; +y) (r — nx)?
ar y(2nt—1)? _-"(2—'"3)’] dennn

—+-.l:j(_y-n.1:)|:by-—,—l+ pos —

On voit que deux tangentes au pointtriple de la courbe d’intersec-
tion seront confondues, ct, cn outre, la tangente double coupera la
courbe d’intersection en cing points confondus.

Pour les trois valeurs de 7 correspondantes aux tangentes d'oscu-
lation, on aura les trois surfaces du second degré que nous considé-
rons comme ayant le contact le plus intime avec la surface.

Iv.

Aprés avoir étudié les coniques osculatrices, c’est-a-dire les
coniques coupant la surface (S) en cinq points confondus en O,
cherchons les coniques surosculatrices, c’est-a-dire les coniques
coupant la surface cn six points confondus. Pour cela, il faudra
Joindreaux équations (28) la suivante,

as= by,
ou, en tenant compte des valeurs déja données pour as, by,

! mz

. 3
uiga+ Suyyp3+m (; “igy+ 7?*) + 5 (p3)”

2\ m‘l ,
= p5+ ’"('{'z% ‘*’?;—3) -+ —2‘(?3?3)’-



366 PREMIERE PARTIE.

Si 'on considére la valeur de » comme conuue, u, ct v seront
donnés par les équations (31), et I'équation précédente fera con-
naitre m. Comme clle est du second degré, on voit que chacune des
surfaces du second ordre qui contiennent les coniques osculatrices
des sections mences par une méme tangente contiendra deux co-
niques surosculatrices. Remplacons dans I'équation précédente uy,
7 par leurs valeurs; nous scrons conduits a la relation suivante
entre m ct n,

(34) A + Bmg,+ Cm?pl=o,

ou A, B, C ont pour valeurs

‘ A=129}— 39,939, + 9395

v

L 93 ! g ! '
(35) ,B=?§—<?———~’??3 ’)—':3?3?2—2?2%%+¢§%.—29:?3?'3'
2

1 1 T W’ (o
- ry o - L w2 — - .3 I3
C=p92 — mavs¥:— S vty + 5937 =5 0 d——,,q_(% .

Cette équation (34) donne la condition pour que le plan
mz 4 nx —y=o

détermine dans la surface une section surosculée en O par une
conique.

Il est aisé de reconnaitre que les fonctions A, B, C sont respecti-
vement des degrés 9, 6, 3. L’équation (34) représente donc un
cone de neuviéme classe; mais, comme elle est du second degré
en m, on voit que le plan tangent est un p]an septuplc de ce cone.
Ainsi :

Par une droite quelconque passant au point de contact on peut
mener neuf sections surosculées par une conique au point de con-
tact; mais, si la droite est une tangente de la surface, on ne peut
plus en mener que deux.

Je ferai remarquer en outrc que les génératrices de contact du
cone et du plan tangent sont les tangentes asymptotiqucs, qu’il faut
compter chacune deux fois, et les droites que nous avons appelées
tangentes d’osculation quadrique.

On peut se servir de I'équation de ce cone pour résoudre une
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question intéressante. On connait, en dehors des surfaces du second
degré, d’autres surfaces par chacun des points desquelles passent
une infinité de coniques: ¢’est ce qui alicu pourla surface de Steiner,
par exemple. Proposons-nous de rechercher toutes les surfaces
jouissant de cette propriété. Ce probléme, qui parait au premier
abord trés difiicile, peut étre résolu d'une maniére trés simple a
I’aide de la méthode suivante.

Je remarque d’abord qu’il 0’y a pas de surface autre quc les sur-
faces du second degré dont la section par un plan quelconque se
décompose et contienne une conique. Il est aisé, en eflet, de démon-
trer la proposition suivante :

8i une droite D coupe une surface algébrique en des points qui
sont tous distincts, et si les plans passant par cette droite coupent
la surface suivant une section comprenant toujours au moins
une conique, la surface se décompose et contient au moins une
surface du second degré.

Par suite, il estimpossible que des plans quelconques déterminent
dans une surface indécomposable, d'un degré supérieur au second,
des sections comprenant chacune une conique. D’autre part si,
comme nous le supposons ici, il y a une infinité de tels plans, pas-
sant par chaque point de la surface, il faut qu’ils enveloppent une
surface non développable : je dis que cette surface est la surface
proposée.

En effet, il y a, par hypothése, une infinité de plans tangents du
cdne (34) coupant la surface suivant unc conique. Sidonc le cone
(34) est indécomposable, tous les plans de ce cone devront jouir de
la méme propriété. Il suit de la que le cone (34) devrait étre le
cone de sommet O circonscrit a la surface enveloppe des plans cou-
pant la surface (S) suivant unc scction conique. Or un des plans
tangents de ce cone coincide avec le plan tangent en O. On voit
donc que la surface enveloppe des plans déterminant dans (S) des
sections coniques ne peut ¢tre que la surface (S) elle-méme, et, par
conséquent, le cone (34) ne serait autre chose que le cone de som-
met O circonscrit a la surface (S).

Or, jedis que cela ne peut &tre. De méme que la section par un
plan tangent en un point simple a sculement un point double an
point de contact, les tangentes en ce point double étant les tan-
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gentes asymptotiques, de méme le cone circonscrit 4 une surface
ayant son sommet en un point simple admet seulement le plan tan-
gent pour plan tangent double, les génératrices de contact de ce
plan tangent double étant les tangentes asymptotiques. Or le cone
(34) admet le plan tangent pour plan tangent scptuple. Donc, tant
qu’il sera indécomposable, les sections par ses plans tangents ne
pourront étre des coniques. .

Il faut donc que le cone se décompose. Cela ne peut arriver que
de deux maniéres différentes : ou bien il y aura un facteur, fonc-
tion de 7, qui sera commun a A, Bg,, C¢}; ou bien Iéquation du
second degré en m admettra deux racines rationnelles.

La premiére supposition est impossible. Pour que la suppres-
sion d’un facteur commun réduisit le cone a admettre le plan
tangent au plus comme plan tangent double, les génératrices de
contact étant les tangentes asymptotiques, il faudrait que C fit nul
ou que Cg, divisat A, c’est-a-dire, si 'on se reporte a 'expression
de C et de A, que ¢, divisat g5. Mais, si C est nul, il résulte de la
derniére des formules (35 ) que @, est encore divisible par «,. Cette
condition devant avoir lieu pour tous les points de la surface (S),
celle-ci serait du second degré, car ses tangentes asymptotiques la
couperaient constamment cn quatre points confondus.

1l reste donc a examiner le cas ou les deux valeurs de m données
par la formule (34) sont rationnelles. On aura alors

B2 — fAC=K?,

K désignant un polyndme du sixiéme degré, et I'on aura pour m les
deux valeurs

B+K B—K

Myy==— Yo qui—'_——T

Les deux cones correspondants a cesdeux valeurs de m admettent
‘tous les deux le plan tangent de (S) au moins pour plan tangent
double, car nous avons déja vu sur ’équation (34) que 92 e sau-
rait disparaitre comme facteur commun a A, B, C. Donc, dans tous
les cas, 'enveloppe des plans déterminant dans (S) des sections
coniques ne peut étre que la surface (S) elle-méme, ou du moins
clle comprend cette surface.

Les deux cones précédents ne peuvent d’ailleurs étre admis si-
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multanément, leur ensemble constituant un cone qui admet le plan
tangent a4 (S) au moins comme plan quadruple. Chacun d’eux,
d’ailleurs, devra éire rejeté tant que le numérateur de 'expression
correspondante de m ¢, ne sera pas exactement divisible par le dé-
nominateur C, car il admetirait alors Ie plan tangent 4 (8) au moins
comme plan tangent triple, ce qui est généralement impossible. Si
le numérateur est exactement divisible par le dénominateur, et seu-
lement dans ce cas, le cone peut étre admis ; mais alors il est de la
troisiéme classe. On voit donc que, dans tous les cas, le cone de
sommet O circonscrit a la surface (S) sera de troisi¢me classe. On
déduit facilement de cette proposition la solution compléte de la
question proposéc.

La polaire réciproque (S') de (S) sera en cffet du troisiéme ordre
et, comme la surface (S) est coupée par chacun de ses plans tan-
gents suivant une conique au moins, il faudra que le cone du qua-
triéme ordre circonscrit i (S') et ayant son sommect en un point
de (§') se décomposc et contienne un cone du sccond degré. Il devra
donc se réduire a deux cones du second degré, ct, par conséquent,
la section compléte de (S) par son plan tangent devra se composer
de deux coniques : on reconnait la surfacce de Steiner.

Dans la discussion précédente, nous avons omis le cas ou la sur-
face est réglée. Si I'on se sert alors dela forme réduite (g) donnée
plus haut, on trouvera que I'équation du conce (34) devient

nm? 4 3nm + 2 + an®+ and + cnt=o.
Pour qu'’il se décompose, il faudra que
9— 4(2 + an® + bu* + cn*)

soil un carré parfait,

|1 — 2an®)?,
et alors on aura les deux cones partiels
onm=—3 (1 —oan?).

Quel que soit celui de ces cones que 'on prenne (et l'on ne peut
prendre les deux a la fois), on voit qu’il est du second degré. Donc
Bull, des Sciences mathém , 2° Serie, t. IV, (Octobre 1580.) 24
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la surface réciproque de la surface cherchée devra &tre coupée par
son plan tangent suivant une droite et une conique : ce sera la
surface réglée du troisiéme degré. '

Nous pouvons donc énoncer la proposition suivante :

En dehors des surfaces du second ordre, il 'y a que la sur-
Sface de Steiner, la surface réglée du troisieme ordre et leurs
variétés qui contiennent une infinité de coniques passant par chaque
point de la surface.

‘7' .

Aprés avoir considéré les coniques qui coupent la surface en six
points confondus, et qui sont en nombre illimité, cherchons com-
bien il y ade coniques coupant la surface (S) en scpt points consé-
cutifs. Pour cela il faudra ajouter aux équations déja données la
suivante :

ag = bs.

En y remplacant «, 3, 7 par leurs valeurs, on trouve I'équation
suivante,

(36) A"+ B'mg,+ C'm?¢2 + D'm*¢l =0,
oul'on a

A'=29:9) — 49} 9219 — 4pio} + Go},
B =29¢}¢s+ 2930:¢, — 69,03y — {0295 95 + 243757,
+ 20930, — 169959, 9, '
C=93¢, + 2930335 — 293949, — 5129 + 4939, 9, — 1293929, 95
—109:9,9, + 209] 9} — 24197,
D'=19l¢)+ 303¢,9) — 03959, — 692939, — 299, 9,9, + Gz 95
Au licu de I'équation (36) nous prendrons celle que I'on obtient

en en retranchant 'équation (34) multipliée par 7mq¢,9;, et nous
aurons ainsi .

(37) . A"+ B"me,+ C"m29? + D" m3¢? = o,
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ou A”, B”, C", D” ont les valeurs suivantes

(38)

A

A" =299} — hp293 9 — bo29l + Bgs,

B ==29)9;— 5939595+ 293 93¢, — Gpi93 95+ 5pagsps 0y
— 492939, + Go3 9,

C" =93¢, — 29300, + 4920:02 — 3039, 9, + 293939
— 93027 + 20295 9,9, — 9300 — 29397,

D= {40y — 3 939,95 — 93950 + P29y 9%
+ Pty ?s — 375

On peut encore indiquer ces expressions abrégées,

w Lod d 9,9,— o3 & [ o
C'=¢} 5 92 5= ~—;_—‘+4¢P§%m—,<i ’

2
AN d? \
gt (N tgi, & (98
D"= 3 P2 dn® (?2) + 2 959, dn? <?2> ?

qui montrent presque immédiatement, par la décomposition en frac-
tions rationnelles, que C”, D” sont respectivement du sixiéme et
du troisiéme degré. On verra facilement que B’ est du neuviéme

degré.

Si doncl’on pose

on aura a dliminer u entre les deux équations

(38)

mey=u,

( A+Bu+Cu?=o,
lA”—}—B”Il—{*C”lt!-{—D”u‘.‘:O, )

ou les degrés des cocfficients par rapport a n sont en progression
arithmétique dans les deux équations : 9, 6, 3 pour la premiére, 12,
9, 6, 3 pour la seconde. Donc, d’aprés les régles connues, on sera
conduit a une équation finale en » qui sera du trente-troisiéme
degré. Mais je vais montrer que cette équation admet le facteur
étranger 93 et qu'elle sc réduit, par conséquent, a une équation du
vingt-septiéme degré aprés la suppression de ce facteur.
Considérons en effet, dans les équations (38), u et 9, comme les
seules variables, ct traitons pour un instant toutes les autres fonc-
tions o3, @, : .. comme des constantes. Il cst aisé de reconnaitre
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que pour ¢,= o les équations ont une racine commune. En eflet,
pour 9. = o, elles se réduisent aux suivantes,

293 + 3¢l¢, 1+ g9 u=o0,

! ' ’ «
69} +69l¢,u — glg2ut—oy9) —u=0,
qui admettent la racine commune

92 0= — gq.

La résultante des équations (38) admettra donc ¢, en facteur,
Mais, sil’on forme la combinaison

A+ Bu+ (Zu’)
1 4

4\ 4+-B"u+ "+ D" = o,

on reconnaitra aisément que cette équation, si 'on y considére u
¢t 9, comme les coordonnées d’un point, représente une courbe
ayant un point triple déterminé par les valeurs

'
Yy === 0, @yl == — 9.

Il suit de la que, dans la résultante, %3 doit se trouver en facteur.
11 est aisé de démontrer que la réultante n’est pas divisible par une
plus haute puissance de ¢, (). Donc, elle se réduira exactement
au vingt-septicme degré, Ainsi :

Il_y a, en gc’nc’ral, vingl-sepl coniques qui coupent une surface
quelconque en sept points confondus en un point simple de cette
surface.

(') On peut suivre pour cela deux voies différentes : soit montrer qu'aucune com-
binaison linéaire des deux equations (38) ne peut conduire a une equation qui repré-
sente unc courbe ayant un point quadruple correspondant aux valeurs

Pe== 0, PLU=- -z,

soit montrer que les tangentes au point triple de la courbe considéiée dans le texte
sont distinctes de la tangente & P'unc des courbes representees par 1'équation (38)
an méme point, .

Fai encore ealculé un exemple numérique dans lequel Véquation ne contient pas
¢, 4 une puissance super.eute a la troisicme.
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Dans le cas des surfaces du troisiéme degré, ces vingt-sept
coniques sont celles qui sont tout entiéres sur la surface et qui
passent par le point considéré. On peut donc déduire du théoréme
qui précéde la démonstration de I'existence de vingt-sept séries de
coniques ou de vingt-sept droites sur la surface du troisi¢éme ordre.
Mais de ce résultat particulicr on n’aurait pu conclure le théoréme
Précédent, car nous avons omployé les termes des six premiers
ordres du développement de z, et il n’existe pas de surface cubique

ayant en un point avec une surface donnée un contact du sixiéme
ordre.

VI

Aprés avoir traité le cas des coniques quelconques, nous allons
examiner en particulier les cercles et étudierles questions relatives
au contact des cercles et de la surface (8).

Soient

(39) ms+nr=y, 2?4+ )'+:2—2Rz=o0
les équations d’un cercle tangent i la surface. En combinant la pre-
q S p

miére de ces équations avee celle de la surface, on a les développe-
ments déja donnés

\ ) =nr 4+ magrt4+ma,t 4. ..,
(40)

| z=ayz®+a,28+. ...

Pour avoir I'équation qui définit les points d’intersection du
cercle et de la surface, il faut porter ces valeurs de y et z dans la
seconde des équations (39 ), qui peut s’écrire

2t A 2mnirs 4 31 A m?)— 2Rz =o.
On a donc

22 (14 n? — o Ray) +(2mnay— 2Ray)r’

+ (1 m?)a}+ 2mna;— 2Ra, |+ ... =0,
Pour que le cercle soit osculateur, il faut que I'on ait

1+ rP=2Ra,,
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et cette équation, donnant une valeur de R indépendarite de m,
établit lc théoréme de Meusnier.
Pour que le cercle ait un contact du troisi¢me ordre, il faut que
Ion ait
1+ 2= 2Ra,,

. mna,— Ray.

Eliminons R, et remplacons @,, a; par leurs valeurs; nous ob-
tiendrons I'équation

(41) 2mne; = ¢3-+ mexpy ) (1 + 7).

Cette équation, établissant une relation entre m et 2, défiunit tous les
plans coupant la surface suivant des courbes ayant un sommet a
Porigine. On peut I'écrire

{(42) myy[2ngy— (14 n?)¢, ] — g3 (1 + )= o.

Sous cette forme on voit facilement que le coefficient de m g, est du
second degré sculement. L’équation représente donc un céne de
cinquiéme classe ayant le plan tangent pour plan quadruple. Ainsi :

Les plans gui coupent la surface suivant des sections surosculées
par des cercles au point O enveloppent un cone de cinquieme
classeadmettant leplan tangent pour plan quadruple. End’autres
termes, il en passe cing par un point quelconque de ’espace et
un seul par une des tangentes de la surface.

On peut écrirc I'équation du cone en rétablissant I’homogénéité.

¥ 3y . P .
Remplacons » par S mpar —; I'équation du plan sécant deviendra

43 2Z+yX —axY=o,

¢t I'équation (42) prendrala forme

, 0 0
(44) Z?z\.r,y)(vrdi;—y £)=?z(-r,y)(x’+y’).

\

Sous cetie forme on voit que les quatre génératrices de contact du
cone et du plan tangent sont les deux tangentes asymptotiques et
les deux tangentes principales.
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Dans le cas des surfaces enveloppes de sphéres, ¢s(x, y) admet
en facteur une des directions principales et le cone se réduit a la
quatriéme classe. Pour la cyclide de Dupin, le cone se réduit a
la troisiéme classe, les deux directions principales étant en facteur
dans ¢ (x, ). Il en est de méme dans le cas des surfaces du second
degré, mais pour unc raison dillérente, ¢; étant divisible par o,.

1l est aisé de voir que le lieu des normales aux cercles situés dans
leurs plans sera en général un cone du quatriéme ordre, dont
I'équation sera

393(), — 0) =0 (), — 1) (r% "‘)'%)'
L’ordre de ce cone s’abaissera dans les mémes cas et de la méme
quantité que la classe du cone précédent.
Enfin cherchons le licu de tous les cercles surosculateurs, et pour
cela nous supposerons qu’on ait pris pour axcs des x ct des y les
directions principales; alors

92} ==+ Bn,
93(n)=a + bn + cn® + dn?,
et les équations du cercle seront

1+ nt

Wyt gtz —— _—o0
‘ 4 « ~+ Brt !

(49)

<
2
( MZ+I¢-I)—)’=O.

2¢;n{a —5)
Entre ccs équations il faudra éliminer 7, ce qui se fait sans difti-

culté.
Posons, pour abréger,
P2=‘L‘Z+J‘!+ 32’
U=«(£t+ y2+2?) — 3,
V=3(a2+y*+ 2?) —z.
Les équations
U=o0, V=0
représenteront les sphéres principales, et I'on aura

8]

ne=— —-
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La seconde des équations (45) peut s’écrire ‘o
(@ +cn)+a(e—B)ntr=nloy(a=8)— b —dn].
Si I'on y remplace n par sa valeur, on aura

| (aV = o) afu = )20V

4
(46) ( +U[dU—bV —2yV(f—u)’=0,

équation du dixiéme degré qui représente une surface ayant pour
ligne triple la courbe

ou
s=o0, 2*4+)12=o,

et pour ligne double la courbe (K) du sixi¢éme ordre reprEsentée
par les équations

{ (aV—cU)p*+2(f—«)zU=0o0,
P {dU — bV)p+ 2 (a — B)yV =0,

(47)

la solution U= o0, V = o étant exclue. R
Cette surface est évidemment unicursale, et elle est la trans-
formée par rayons vecteurs réciproques, par rapport au point O,
d’une surface régléc du cinquiéme ordre.
Mais c’est surtout la ligne double qu'il est intéressant d’étudier;
clle est définie par les équations (47), qui montrent sans difficulté

gqu'elle est la réciproque d'une cubique gauche par rapport au
point O.

En effet, si I'on emploie les formules

T —ga, L=1, =4z
—S=hr, - = ), - 2z,
o 7 P
ces équations deviennent
a(B— 4 )—cla—he)+2(8—u)(a— iz )’ =0,

°
(/('/.— lz')——-[)(l@———L:')+2(1—ﬁ)([3—l‘z')y'=o.

Voici quelle est1'origine de cette courbe. Prenons une sphére quel-
conque tangente en O a la surface. Cette sphére coupera la surface
(S) suivant une courbe ayant en O deux tangentes symétriques par
rapport aux directions principales. Les sections déterminées par les
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plans passant par ces deux tangentes auront leurs cercles oscula-
teurs sur la sphére considérée. Il y en aura deux, une pour chaque
tangente, qui seront surosculées par leurs cercles osculateurs ; ces
deux cercles s¢ coupent au point O ct ¢n un autre point qui déerit
la ligne double précédente. )

Il résulte de la une propriété remarquable de cette ligne
double (K) : par chaque point de cette courbe il passe deux cercles
coupant la surface en quatre points confondus. Si donc on trans-
forme la surface par rayons vecteurs réciproques en prenant,
pour pole un point de la courbe double, ces deux cercles se trans-
formeront en droites tangentes qui couperont la surface en quatre
points confondus. En d’autres termes, les tangentes asymptotiques
de la surface transformée la couperont en quatre points confondus;
ou, ce qui est la méme chose, il y aura des surfaces du sccond degré

ayant avec la transformée un contact complet du troisi¢me ordre.
Ainsi :

Le liew des poles des inversions qui transforment une sur-
face (S) en une autre ayant au point homologue d’un point déter-
miné O de (S) un contact du troisi¢cme ordre avec une surface du
second degré est une courbe du sixiéme ordre qui est Uinverse,
par rapport au point O, d’une cubique gauche.

C'est 1a un résultat intéressant et dont nous aurons a faire usage.
Dans le cas ou le point O est un ombilic, I'équation du cone (42)
se réduit a

%(l—i—n?\:o.

Alors, tous les plans passant par unc des droites représentées par
I’équation
93— 0
couperont effectivement 'unique sphére principale ayant avec la
surface un contact du second ordre, suivant des cercles coupant la
surface en quatre points consécutifs.
Quant aux plans passant par les droites de coeflicient angulaire

I=1, ils ne peuvent donnér de véritable cercle et ils doivent étre
écarlés.
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VII.

Cherchons maintenant les cercles qui coupent la surface au
point O, en cinq points consécutifs. Pour cela, il faudra joindre
aux deux équations déja obtenues la suivante :

amnag+(m*+1)a; = 2Ra,.

Eliminant R et réduisant, nous avons

9 4 9 ’ U m!
(48) (1+m)9i={1 +"’)[Ms— 93+ mea (929, — 939, ) + — 72?’:] :

Si 'on élimine m entre cette équation et I’équation (42),on ar-
rive & un résultat qu’on peut mettre sous la forme suivante :

[ (o3 —(1+ %) [2ng— (1 4+ 2%)9, ]
+[3ngy — (14 n*)g  [2n9,— (v 4+ n* )¢, ]9 (1 + n*)

”

{48 bis) +<p§(l+n’}[%(l—n2)-—%3(l+n’)’ .

~+ ng) (1 + n’)]:o.

11 est aisé de voir que cette équation est du dixiéme degré. En

introduisant I’homogénéité et remplacant 2 par £ y elle devient

(e (o) —lot 1) ad (2 50—

- ydgo, ﬁdgol ( ()goz ‘0?1 N s
() s

0%, 0°
+(z’+_y2)q;§(,t,_}’)[<d;g —o—;§> (xz___]z)

0, , %) 2

d! ?,
+2x - | = 0.
7 J.‘r())’
Ainsi, il y a dix cercles surosculateurs passant en un point simple
de la surface. Leurs traces sur le plan tangent sont déterminées par
Péquation précédente.
Je dis qu’il ne sauraity en avoir davantage si le point n'est pas
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un ombilic. En effet, pour que 1'équation précédente soit vérifiée
identiquement, il faut que le scul terme de cette équation qui ne
contienne pas le facteur 2+ y2,

dpy 0

3 x 222 O

72 ( J)( o 7 01)»

soit exactement divisible par x2—+ y2. Le sccond facteur, égalé a
zéro, donne les directions principales, nécessairement rectangu-
laires ; il ne peut admettre le diviseur x2 + 2. Il faut donc que ¢3
ou ¢, soit divisible par x*+- 52, ¢’est-a-dire que l'on ait

Gy = ﬁ(.l)’—*—y’),

ce qui exprime que le point est un ombilic.
Mais alors, nous I'avons vu, I'équation du cone (42) se réduit a

2) —
o (1+n2)=o,

ou, en supprimant le facteur (1 + n?)= o, qui ne donne aucune
véritable solution, a

$3= O-
L’équation (48) se réduit alors a la suivante,
9y — K3 (1 + 2 ) = mk (1 4 n*) o),

qui, jointe a I’équation

?3: Ov

détermine les véritables cercles coupant la surface en cinq points
confondus; ces cercles sont, en général, au nombre de trois,
excepté dans les cas suivants :

Si une racine de g; est double ctsi la valeur correspondante de m
est indéterminée, il y aura unc infinité de cercles correspondants a
cette racine, c’cst-a-dire ayant la méme trace sur le plan tangent.

En second lieu, si ¢; est identiquement nul, c’est-a-dire si la
surface a un contact du troisitme ordre ou d’un ordre plus élevé
avec une sphére, il pourra évidemment y avoir une infinité de
cercles, tous situés sur cette sphére et coupant la surface en cing
ou plus de cinq points consécutifs.
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Nous pouvons énoncer les propositions suivantes :
‘ 1

Si en un point simple d’une surface il passe plus de dix cercles
coupant la surface en cing points consécutifs réunis en ce point,
ce point est un ombilic. .

1l n’existe pas de surface admettant plus de dix séries de sec-
tions circulaires.

Car tous les points d’une telle surface devraient étre des om—
bilics. ’

On peut ajouter que, si une surface contient dix séries distinctes
de sections circulaires, elle ne saurait étre une surface enveloppe
de sphéres, car alors ¢, et x o2 __ y 92 auraient un facteur com-

())' S X0 D
mun, et I'équation (49) aurait une racine double correspondante a
ce facteur. Par la méme raison, on voit qu’aucun des cercles ne
sera tangent a une scction principale.

VII.

Nous pouvons maintenant démontrer que toute surface qui admet
dix séries de sections circulaires est nécessairement une cyclide.
En eflet, si les dix cercles définis par V'équation (48 bis) appar-
tiennent & ha surface, ils pourront ¢tre considérés comme la coupant
au moins en six points confondus en O, et, par conséquent, la va-
leur de m qui leur correspond, et qui est définie par 'équation (42),
devra satisfaire aussi a I'équation (34 ), qui exprime que la conique
de section par le plan

.

mz—+nr—y=—0o,

conique qui, ici, est un cercle, coupe en six points confondus au
-point O. On est ainsi conduit a 'équation

(50) Al2ne,— (1+ n%)¢,]?

+ Boy(i —+ )| 2ng,— (1 + n?)g, ] + Co3 (1+ n*):=o0..

Cette équation du treizitme ordre devra admettre toutes les racines
de I’équation du dixiéme ordre (48 bis). Aulieu d’effectuer le calcul
auquel on serait ainsi conduit, je vais employer I'artifice suivant.
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Considérons la sphére contenant 'un des cercles (C) et tangente
en O i la surface. La section de la surface par cette sphére aura
un point double en O. L’une des tangentes en ce point double sera
la tangente au cercle (C). L’autre tangente, symétrique de la pre-
miére par rapport aux directions principales, en sera nécessaire-
ment distincte, et par cette tangente il passera un cercle (C') cou-
pant la surface en cing points confondus. Ce cercle scra évidemment
situé sur la méme sphére que le cercle (C), et il coupera ce cercle
(C) en un point M différent du point O, et qui apparticndra a la
courbe (K), considérée au § V. Si donc on transforme la sur-
face proposéc (S) par inversion, en prenant ce point M pour péle
del’inversion, elle se transformera en une surface (S') qui contiendra
maintenant une de ses tangentes asvmptotiques, ct pour laquelle
¢s sera divisible par g,.

Nous allons introduire cette double hypothése dans les équations
a considérer.

Supposons que I'on prenne pour axe des y cctte tangente asym-
ptotique, qui fait partie de la surface; on aura

9= A(hr2+ 2y),

¥3= ¢1¢2-

Quant a g4, 9y, ilsseront divisibles par x. Donc, quand on rempla-
cera x par 1,y par n, la fonction g; sera de degré i —1 en n. On

aura
sa(r)=A(n+4).

On peut méme, en prenant une surface semblable a la proposée,
remplacer A par I'unité et poser

9a(n)=nrn~+h.

On aura

Ps = 92(0( -+ 3/1) = @ylty,

et il résulte de I'expression (35) de C que C sera nul.

Mais alors I’équation (48 bis) s¢ réduira a une équation du
neuviéme degré, la racine qui devient infinie correspondant au
cercle changé cn tangentc asymptotique; quant a I'équation (50),
ol I'on peut supprimer le facteur

2ngy— (1 -+ n)g,, .
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qui définit les directions principales, elle se réduira a la suivante,
[51) Al2nrg,— {1+ n%)g,] + Boy (1 + n?) =: o,

qui n’est plus que du huitiéme degré et qui, devant admettre toutes
les racines de 1'équation (48 bis), devra avoir lieu identiquement.
Par suite, le facteur 2729, — (1 + n*)¢, devra diviser

Byt + n? .

Comnme il ne peut, nous I’avons vu, diviser (1 + n*) ni ¢4 tant que
la surface n’est pas une enveloppe de sphéres, il faudra qu'il
divise B.
Orona
d 939,— ¢}
B—o!— v i 3 v

P2 dn 'H

ou, en remplacant ¢, par sa valeur,

A g —uigs

2

b
B=¢, dn 'H

D’ailleurs,
209, —(1+nt)g,=n+2nk —1=¢} —1— A%,

On devra donc avoir identiquement

d ?5—112?2 I "
”2&( - ):(?Z~—l~’t’)(l?§+1?z+1),
ou encore
d —p2 l’ "1 yX 2\ 9\
_<?*_~;€1_?}>:l+_+ (12-*- )___(H—:z )2 _(l+f¢)l )
do, Pa P2 P 'K I’

Le premier membre contiendra en dénominateur au plus la
troisiéme puissance de ¢,. 1l faut donc que I'on ait

" — 0.

D'ailleurs, le second membre étant la dérivée d’une fonction algé-
brique de ¢., il faut aussi que ' soit nul. Il restera donc

d <’?'.— ”?’1’2) —_ Hr+ &%)

e 9 9 9
dyp, 3 3

‘2
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et en intégrant on voit tout de suite que ¢, doit étre divisible par g,.

Si maintenant nous nous reportons i l’équation (51), nous voyons
que tous les termes de cette équation, sauf ¢3¢y, sont divisibles
par ¢3. Il faut done également que ¢ soit divisible par ..

On voit donc que la seconde tangente asymptotique, comme la
premiére, coupera la surface en six points confondus en O, et, par
conséquent, elle sera I'un des dix cercles qui coupent la surface en
six points confondus : c’est d’ailleurs ce que montre bien aussi
I’équation (48 bis), dont le premicr membre devient divisible par
la premiére puissance de o,.

En nous reportant a la surface {S) nous voyons que tout cercle
passant au point O scra coupé en deux points par un des neuf autres
cercles qui passent au méme point; nous pouvons donc énoncer la
proposition suivante :

Quand une surface admet dix séries de sections circulaires,
chacun des cercles passant en un point O est coupé en deux points
par un autre cercle de la surface passant au méme point.

Cetle proposition va nous dispenser de toutes les intégrations
qu’il y aurait a faire pour trouver la surface (S), ou du moins elle
va nous permettre de les faire sous une forme géométrique.

Considérons, en eftet, un cercle (C) de la surface et tous les
cercles (T'), (I"), ... qui le rencontrent en deux points. Il est
clair que, lorsque le cercle (C) se déplacera d'une maniére continue
sur la surface, il ne cessera pas de rencontrer (I'), (T"), .... En
effet, considérons I'un quelconque des cercles (T'). 11 est coupé par’
le cercle (C) en deux points M, M. Le cercle qui le coupera en
deux points, dont I'un sera trés voisin de M, ne pourra étre que
trés’ voisin du cercle (C), et, par conséquent, il constituera une
position nouvelle du cercle (C), qui se déplace ct se déforme en
restant sur la surface.

La surface contient donc deux séries de cercles (C), (C'), ... et
(), (I'"), ... telles que tout cercle de la premiére série coupe en
deux points tout cercle de la seconde.

Or, quand un cercle rencontre deux autres cercles (T'),(T”), par
exemple en deux points, il est nécessairement orthogonal a la sphére
unique qui coupe ces deux cercles a angle droit. Les cercles (C),
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(C'), ... seront donc tous orthogonaux & unc méme sphérz'. (8), et
il en sera de méme des cercles de I’autre série. Les sphéres qui con-
tiendront I'un des cercles (C) et I'un des cercles (T') seront ortho-
gonales a (9).

Il suit de la que la surface cherchée est enveloppe d'une série de
sphéres (V) qui coupent a angle droit une sphére fixe (8), et, comme
elle contient deux séries de cercles orthogonaux & (6), il faut que
la surface lieu des centres des sphéres (V) admette un double sys-
téme de génératrices rectilignes correspondantes a toutes les sphéres
qui passent soit par un cercle (C), soit par un cercle (1I'). Le lieu
des centres des spheres (V), devant étre doublement réglé, scra
donc du sceond degré, et la surface cherchée sera Uenveloppe des
spheres coupant orthogonalement une sphere fixe et ayant leurs
centres sur une surface du sccond degré ; en d’autres termes, ce sera
une cyclide générale.

Dans les raisonnements qui précédent, nous n’avons considéré
que les termes des cing premiers ordres. On peut donc énoncer la
proposition suivante :

Si une surface admet en un point simple dix cercles la coupant
en six points confondus, elle a avecune cyclide un contact du cin-
quiéme ordre.



