
BULLETIN DES SCIENCES

MATHÉMATIQUES ET ASTRONOMIQUES

L. FUCHS
Sur les fonctions provenant de l’inversion
des intégrales des solutions des équations
différentielles linéaires
Bulletin des sciences mathématiques et astronomiques 2e série,
tome 4, no 1 (1880), p. 328-336
<http://www.numdam.org/item?id=BSMA_1880_2_4_1_328_1>

© Gauthier-Villars, 1880, tous droits réservés.

L’accès aux archives de la revue « Bulletin des sciences mathéma-
tiques et astronomiques » implique l’accord avec les conditions gé-
nérales d’utilisation (http://www.numdam.org/conditions). Toute uti-
lisation commerciale ou impression systématique est constitutive
d’une infraction pénale. Toute copie ou impression de ce fichier
doit contenir la présente mention de copyright.

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques

http://www.numdam.org/

http://www.numdam.org/item?id=BSMA_1880_2_4_1_328_1
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/


SUR LES FONCTIONS PROVENANT DE L'INVERSION DES INTÉGRALES
DES SOLUTIONS DES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES LINÉAIRES ;

PAR M. L. IUCHS, à Heidelberg.

Daas une Communication, insérée dans les Nachricliten von
der K. Gesellschaft der Wissenschaften zu Gottingen, numéro
de février 1880, p . I J O et suiv. , j'ai défini des fonctions de. p lu -
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sieurs variables qui doivent leur naissance à l'inversion des inté-
grales des équations différentielles linéaires.

J'ai donné en ce lieu, et avec plus de détails dans le Journal de
Borchardt, t. LXXX1X, p. ioi , etc., un exemple des fonctions de
cette sorte, en introduisant, pour le cas des équations différentielles
du second ordre, les restrictions suivantes :

Les fonctions z^z2 de u^u2 doivent atteindre les points singu-
liers de l'équation différentielle pour des valeurs finies de W|,M2,

tandis que dans la représentation des solutions de l'équation diffé-
rentielle aux environs des points singuliers ne doivent pas entrer
de logarithmes. De plus, tous ces points singuliers doivent avoir
la propriété que les solutions y deviennent infinies ou bien y su-
bissent des ramifications.

Il est manifeste que ces restrictions ne sont pas nécessaires toutes
à la fois. Quant aux restrictions nécessaires, je les ai développées,
pour des équations différentiel les d'ordre quelconque, dans un tra-
vail qui doit paraître bientôt.

Le but de la Note actuelle est de présenter le Tableau des équa-
tions différentielles qui répondent aux restrictions faites pour les
exemples dont je viens de parler. La Note déjà mentionnée, insérée
dans les Nachrichten de Goettingue, à laquelle nous aurons à nous
reporter, sera désignée par la lettre N.

Dans ce Tableau, que nous dressons ci-après, p et q désignent
les coefficients de l'équation différentielle

dl M dû)

et À le nombre des points singuliers de l'équation différentielle (A)
de i\.

Pour toute équation différentielle admettant des intégrales algé-
briques, nous nous bornerons, pour abréger, à la remarque « inté-
grales algébriques », tandis que pour les autres nous donnons un
système fondamental d'intégrales wMw2 de l'équation différentielle
en GO.

I. A = 6 .

R = (* — «,)(* — a%) . . . [z — <76), j m R 2o>,

p = O, q = O,

intégrales algébriques.
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II. A = 5.

1« R ~ ( 3 — ax)(z — * , ) . . . (« — rt6), j =

P~* [z — a^z — aj' q'T 4 (» — ak

intégrales algébriques ;

pz=o, q = O9

intégrales algébriques.
III. A = 4.

= ^ z — a x ) ( z — a t ) [ z — a t ) ( z

T 1TT 1 I

R'

D, désignant un module de périodicité de l'intégrale elliptique

- 1
r / \ / f \"j 2 /

1 1 1 1 2

•2 z — at i z — az 3 z — ak

intégrales algébriques ;

i r/lotfR i i

intégrales algébriques ;

4 ° t> = [ l 3 — / * ! ) ( *
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intégrales algébriques ;

intégrales algébriques.

IV. A = 3.

TT2

ü étant un module de périodicité de l'intégrale elliptique

r*
I I I I 2 1

2 3 — at 2 3 — üt 3 3 — «3

r>, , , ^ , s i i
|__ O\3 OO _j ( 3 — Cl j ) I 2 —— fl

intégrales algébriques ;

- 1

w, = const., OJ2 = f& * dz;

II 2 1 5 I
p = : h T h r: ?

2 2 — r/j O 3 — rt2 O 3 — « 8

ft>1 = conht., to2= fKdz;

5' fz=(z-aif*Rr'L, R=:{z-at)[
5 rflogR 5 i
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intégrales algébriques;

6»

intégrales

7°

intégrales

P —

intégrales

9°

intégrales

i »

1 1
/ a \ 2j> 3

*x rflogR

algébriques ;

.r=(,-fll)-V î«>
i r/logR

J i dz

algébriques \

I I 2 1
!

algébriques-,

algébriques.

V.

2 I
ti — i

R -

R

- a ,

A =

3 <

5

= (*—«*)(* —«i)t

9

= (*-«,) ( — A).
i i

36 R'

I i

i 8 ( s — « , ) ( * — « , )

a2 )
 6 , y = Rw,

I

I I

- h -
3 s — « t o z — a.2

__ 3 rflogR __
4 f/3 ' ~~

1 1 5 1
p = h - , q = 0,

1 z — <?! 0 3 — a%

Mt = const. , « 2 = ƒ R r/2 ;
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2 «HogR
' - 3 <h - <=0'

Ml = const., M2=:JK V3;

5* R^fs-^r^-* r\ r==

ï l 3 T
3 — «i 4 3 —

! = COnst. , Wj5=rr

2 3 — a{ 4 s — "2

2 3 — a{ ó z —

&>! = const . , M2Z=Z f'Rdz;

, ÖT — O,

5 i

intégrales algébriques;

8» # jr~

intégrales algébriques.
Pour les équations différentielles qui admettent des intégrales

algébriques, z est une fonction rationnelle }t(£) de £. En substituant
dans l'équation (B) de J\

on obtient, pour la détermination des £,, ^2 comme fonctions de
u{, u2 les équations qui ont lieu pour les fonctions hyperellip-
tiques du premier ordre.

Pour les cas IV 3°, 4°, \ i°, 2°, 3°, 4°, f)°, 6°, il résulte du Mé-
moire de MM. Briot et Bouquet (Journal de VEcole Polytech-
nique, t. XXI, p. 222) que z est une fonction uniforme et dou-
blement périodique %(Ç) de ^.

De même, pour les cas IJ J i°, IV i°, z représente une fonction uni-
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forme ^(*() de f, telle que

où û | désigne un second module de périodicité de l'intégrale

fK 2 dzs différent de £1. En substituant dans les équations (B)
deN

ces équations deviennent, pour les cas ]JI i°, IV 'i°,

J I
y 2 , y 2

tandis que, pour les cas IV 3°, 4° (1t V i°, 2°, . . . , 6°, elles deviennent

de sorte que pour tous ces cas les coefficients de l'équation quadra-
tique pour 2,, z2 (N, p. 174) sont représentables au moyen des
fonctions elliptiques.

Heidelberg, juin 18^0.

Extrait d'une Lettre adressée par M. Fuchs à M. Borchardt.

Dans un résumé des résultats de mon travail Sur une classe de
fonctions, etc., que j'ai publié dans les Nachrichten de Goettiiigue
(février 1880, p. 170-176), se trouve (p. 173) la proposition sui-
vante :

J. Si f(z) et <f(z) forment un sjstème fondamental arbitraire
de solutions d'une équation différentielle linéaire et homogène du
second ordre à coefficients rationnels, et que pour tout point sin-
gulier les racines /•,, r2 de l'équation fondamentale détermina-
trice correspondante satisfassent aux conditions

1 9.
- , /•, !^_ _ 1 - |

// " n
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(/i étant un nombre entier positif), tandis que les racines p4 , p.2 de
l'équation fondamentale déterminatrice correspondante à z = oc
satisfont aux conditions

(v étant un nombre entier positif"), ^ <jwe r/<? />//<? /e.ç développe-
ments des solutions de l'équation différentielle aux environs des
points singuliers fie contiennent pas de logarithmes, l'équation

détermine z comme fonction uniforme de £.

Dans, mon travail inséré dans votre Journal (t. 89, p. i 5 i f

et suiv.), dans lequel j 'ai développé les résultats mentionnés, la
proposition précédente a été présentée (p. i5o,) comme propositionI,
sous une forme un peu modifiée, laquelle, étant d'une moindre
clarté, n'éloigne pas la possibilité d'une mésintelligence. C'est
M. H. Poincaré, professeur à la Faculté des Sciences de Caen, qui
par une aimable Communication a attiré mon attention sur cette
circonstance.

Je prends maintenant la liberté de joindre ici quelques éclaircis-
sements sur cette proposition.

Soit menée dans le plan des s, par chacun des points singuliers
a , , a 2 , . . , ,ap de l'équation différentielle, une coupure quelconque,
la coupureqt parle point a,. Que toutes ces coupures soient supposées
continuées jusqu'au point z = oo et soumises seulement à la restric-
tion de ne pas se croiser ni avec elles-mêmes ni entre elles.
Désignons par T le plan des z ainsi découpé. Si pour une valeur
arbitraire z = z0 on attribue kf[z) et cp(z), ainsi qu'à leurs pre-
mières dérivées, des valeurs arbitraires, ces fonctions, ainsi que Ç, se
trouvent déterminées uniformément dans toute l'étendue de T. Eu
franchissant successivement les diverses coupures qiy q2, . . . , y p

dans un ordre quelconque et un nombre quelconque de fois cha-
cune, on obtient des surfaces que l'on peut désigner par T M T 2 ,
T3 , Ces surfaces sont en nombre infini quand les fonctions f (z)
et <p(z) ne sont pas algébriques. Dans chacune de ces surfaces T/, £
est une fonction uniforme de z. Etablissons maintenant au moyen
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de l'équation (F) la représentation des diverses feuilles T, T\ ,
T 2 , . . . sur le plan des £. Soit désignée par S/ la surface qui re-
présente ainsi sur le plan des £ la surface T/. Tant que, sur une
feuille T/, ƒ (z) et<p(z) ne sont pas identiquement infinis, c'est-à-
dire infinis pour toute valeur de s, S/, qui correspond à T/, remplira
également une surface, soit que T/ provienne d'un nombre fini de
transgressions des coupures «ŷ , q^ . . . , <yp, soit qu'il provienne d'un
nombre infini. Au contraire, si f(z) ctnf(z) sont identiquement
infinis sur une feuille T;provenant d'un nombre, infini de trans-
gressions des coupures </, la représentante S/ de T/ se réduira en
un point.

L'ensemble des représentantes S, S,, S 2 , , . . forme une surface
non découpée (ziisammenhângcnd) dans le plau des £. Celles de
ces représentantes qui ne correspondent pas à des surfaces T/ sur
lesquelles f(z) et <p(z) sont identiquement infinis n'admettent pas
de points de ramification d'après les développements de mon Mé-
moire (p. 158-i60 de votre Journal) ; l'ensemble de ces repré-
sentantes constitue donc sur le plan des £ une surface <J, qui couvre
ce plan partout simplement. Sur les bornes de cette surface cr se
trouvent les points qui jouent le rôle des représentantes des sur-
faces T/ dans l'intérieur desquelles ƒ ( z ) et <p ( z ) sont identiquement
infinis parce que ces points peuvent être obtenus par le passage à
la limite des surfaces qui constituent G.

Le sens de la proposition I de mon travail (p. 161 de votre Jour-
nal) revient maintenant à ce que z est une fonction méromorphede
£ dans l'intérieur de la surface a. De là découle le corollaire im-
médiatement suivant, dont il est fait usage dans la partie ulté-

•CI \

Heure du même travail, que —j-\ ne peul pas admettre une même

valeur pour deux valeurs différentes de z, étant supposé nécessai-
rement que ce quotient n'est pas indépendant de z, ou, ce qui est la
même chose, que f (z) et <p (z) ne sont pas identiquement infinis.

Si maintenant un des points limites est entouré en tous sens
par des surfaces S, il faut, en dehors des restrictions déjà men-
tionnées, qu'une autre relation ait lieu encore entre les constantes
contenues dans les coefficients de l'équation différentielle.

Hei del berg, 7 juin 1880.


