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SUR LA THEORIE DES CONNEXES CONJUGUES;

Pir M. CYPARISSOS STEPHANOS.

Je vais essayer, dans cette Note, de donner un aper¢u succinct
des principaux résultats auxquels je suis parvenu en étudiant les
connexes conjuguds.

Pour mettre dans tout son jour la portée de cette théorie, je
commencerai par quelques remarques générales.

L’idée fondamentale dont Clebsch a poursuivi le développement
en ébauchant la théorie des connexes était, on le sait bien, de
considérer comme élément du plan 'ensemble d’un point x et
d’une droite u; un connexe apparait alors comme un systéme tri-
plement infini de pareils éléments assujettis a une seule con-
dition

S = (&g, 1y )" (14, Uy, uy)* = 0.

Toutefois, dans I'étude des propriétés projectives des connexes,
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il convient de distinguer deux espéces de formations covariantes
d'un connexe : celles qui gardent le caractére de covariance pour
deux transformations linéaires quelconques effectuées respective-
" ment sur les deux sérics de variables x et u de la forme f, et celles
qui ne gardent ce caractére que si chacune des deux transformations
auxquelles on soumet respectivement les deux séries de variables x
et u est I'inverse de la transposée de I'autre, ¢'est-a-dire si ces deux
transformations définissent une méme homographie du plan por-
teur des points x ct des droites u.

On voit bien que les formations de la premiére espéce se prétent
a unc interprétation projective, méme si I'on rapporte dans la
forme f les variables x a des éléments (points ou droites) d’un
plan ct les variables « a des éléments d’un autre plan, etc., d’ou il
résulte qu'en étudiant ces formations on étudic en méme temps les
propriétés communes a plusicurs sortes de dépendances géomé-
triques.

Ces dépendances géométriques, Jorsqu’on veut se restreindre a
la considération d’un seul plan, se présentent soit comme connexes,
soit comme des Liasons entre deux éléments de méme nature ; une
liaison pouvant étre définie comme un systéme triplement infini
de couples de deux points ou de deux droites d’un plan.

Maintenant un des attributs les plus remarquables du connexe
conjugué d’un connexe, c’est qu’il en constitue une formation co-
variante dc la premiére espéce, de sorte qu’en interprétant autre-
ment I’équation d’un conncxe on reconnait qu’a toute liaison entre
deux points (ou droites) d’'un plan correspond une autre liaison
entre deux droites (ou points), qui en est la conjuguée.

Le besoin d’introduire, a coété des connexes, des liaisons entre
des éléments de méme nature d'un plan, quoiqu’il soit manifeste
par soi-méme, se montrera inévitable lorsque nous ferons voir que
deux connexes conjugués sont, en général, accompagnés de bien
prés par deux liaisons dont]'une est la conjuguée de I'autre.

Le probléme capital de la théorie des connexes conjugués,
comme il a été posé par Clebsch, consiste 1° & déterminer les sin-
gularités que présente le conjugué d’un connexe tout a fait général,
et expliquer par la comment le conjugué de ce connexe coincide
précisément avec le connexe primitif; de cette maniére, on saura
quelles sont les singularités nécessaires ou inévitables a un connexe
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et a son conjugué; 2° i déterminer dans quelles propof'tions se
distribuent les diverses singularités nécessaires dans deux connexes
présentant tous les deux toutes sortes de parcilles singularités; les
lois de cette distribution seront exprimées par des formules ana-
logues a celles dues 4 Pliicker, qui régissent les singularités ordi-
naires des courbes algébriques.

Les résultats que nous allons présenter ici se rapportent a la
premiére partic de ce probléme, et constituent, croyons-nous, une
contribution notable a sa résolution.

. I.

1. Sil'onconsidére un couple (&, u) d'un connexe, la courbe U,
envcloppe des droites liées au point x dans ce connexe, touche u en
un point y, et la courbe X, licu des points liés a la drojte u, a pour
tangente au point x une droite v. Les nouveaux couples d’éléments
(vy.y) qu'on obticent ainsi constituent un nouveau connexe, le con-
jugué du connexe counsidéré.

Mais on peut aussi considérer la liaison des points x ety entre
eux, ainsi que celle des droites v et . On obtient de la sorte deax
liaisous associées au connexce considéré, et dont I’étude offre Je plus
grand intérét, parce qu’elles constituent une double voie de transi-
tion entre le connexe primitif ¢t son conjugué ('),

Cette relation entre les deux liaisons (@ 3 ) et (v, u) et le con-
nexe conjugué (v, 3°) résulte des deux propositions fondamentales
suivantes, dont 'une est la corrdlative de autre :

Le lieu .y des points x aurxquels correspondent dans le con-
nexe considéré des courbes U passant par un point y coincide
avec la courbe N correspondant &y dans le connexe conjugué.

L’enveloppe 0O, des droites w auxquelles correspondent dans le
connexe consideré des courbes X touchant une droite v coincide
avec la courbe T correspondant @ v dans le connexe conjugué.

\

(*) 1 peut arviver, pour des connexes particuliers, que I'une de ces liaisons ne soit
pas formée d’un nombre tiiplement infini de couples, ce qui a licu toujours lorsqu un
des nombres m, n (ovdre et classe du connexe) est egal i 'unité. Nous nous bornons
a cette indication, et nous ne persisterons pas, dans la suite, & montrer chaque fois
les propositions qui ne subsistent plus dans ce eas.
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De cette maniére, les courbes . et &, correspondant aux points
x et y suivant la liaison (x,y) coincident respectivement avec les
courbes Uy et V). qu’on rencontre dans le connexe considéré et son
conjugué. De méme les courbes ©, et O, correspondant aux droites
u et v suivant la liaison (v, u) coincident respectivement avec les
courbes X, et T, qu'on rencontre dans le connexe considéré et son
conjuguc.

2. On parvient i la premiére de ces deux propositions fondamen-
wales, pour le cas ou le connexe primitif esj tout 4 fait général et
woffre aucune particularité, en constatant successivement que pour
ce cas :

Le liew X, des points x auxquels correspondent des courbes U
passant par un point fixe y coincide avec l'enveloppe des courbes
X correspondant aux droites u passant par le point y (1).

La courbe X correspondant & une droite u passant par le point
y touche la courbe X. en m* points x auxquels correspondent des
courbes U ay ant au point y pour tangente la droite u.

La courbe U correspondant a un point x de X, a pour tangente
au point y une droite u & laguelle correspond une courbe X tou-
chant la courbe X, au point x.

3. A ces derniers théorémes se rattachent les propositions sui-
vantes :

La courbe N correspondant a un point double y de U, a le
point x pour point double.

La courbe N correspondant & un point de rebroussement de'U,
a le point x pour point de rebroussement.

Les réciproques de ces propositions sont aussi vraics, pourvu
qu'on ne considére que des points singuliers des courbes V, ue

(*) Pour démontrer cette proposition, considérons deux droites infniment voi-
sines u passant par le point y; & ces deux droites correspondent, dans le connexe
considere, deux courbes X, qui se coupent suivant m* points . 1l est clair maintenant
que les courbes U corrrespondant a chacun de ces points «x touchent les deux droites
considérees en des points infiniment voisins de j; en d'autres termes, elles passent
par le point y lorsque les deux droites « viennent a coincider. D’ou resulte la propo-
sition énoncée.

Bull. des Sciences math., 2¢ série, t. IV, (Septembre 1880.) .
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constituant pas des singularités non communes a toutes les
courbes V.

4. Si I'on considére un couple (x, u) du connexe primitif et le
couple correspondant (v, )') du connexe conjugué, on peut remar-
quer que les courbes X, et V, touchent la droite v au point x, et
que les courbes Uy et T, touchent la droite u au point y.

De la on déduit ce résultat trés important, du a Clebsch, que le
connexe conjugué du conjugué d’un connexe. coincide avec ce
connexe primitif. ,

On peut en déduire aussi que les deux liaisons (x, y) et (vyu)
sont conjuguces l'une de l’autre. Le lecteur pourra aisément ob-
tenir la définition d’une liaison conjuguée i une autre en se rap-
portant ace que nous avons remarqué en commengant sur la nature
des connexes conjugués ().

5. Si le connexe considéré est représenté par I'équation

N N

= [y 2o, .r Uyy Usi lty "= O
J ==, ey g Uy ey =0,

la liaison (x,y) sera représentée par I'équation qu'on obtient en
égalant a zéro la forme réciproque ( reciprocal) R, fde f par rapport
a u. De méme I’équation dc la liaison (¢, 1) sera obtenue en égalant
a zéro la forme réciproque Ry f de f par rapport a x.

Les liaisons (x,y) et (v, u) seront donc délinies par des équa-
tions de la forme

" r Nem(n— . ) « \n(n-
Bltf’“"?‘ ’(' 1y T2y 43 mn ”()l’. ‘1’.}3)’( Y
ct

RS =1 = (v, 0, 03)" ("= u,, u,, ty)2nim-1),

On voit ainsi qu’en général les courbes V, sont du degré
am(n—1), etles courbes T, de la classe 2n (m —1).

Dans ce qui suit nous supposcrons toujours, comme nous I’avons
fait dans le présent numéro, que la forme f soit la plus générale
possible, c’est-a-dire & coefficients tout a fait arbitraires.

(') Ainsi, étant donnée une liaison (. y), si 'on considére les courhes X, et &Y,
correspondant d’aprés cette liaison a deux points 1, x lies entre eux, les droites v et u
qui touchent respectivement les courbes Xy et %Y. aux points x et y formeront un
couple de la liaison conjuguee.
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6. Les nombres des points doubles ‘et de rebroussement d’une
courbe V, sont égaux aux nombres des courbes Uz ayant en y un

point double ou de rebroussement. On sait déja (1) que ces der-
niers nombres sont égaux a

am*n—2)(n—3) et 3m?(n—2).

On cst ainsi a méme de calculer la classe de Vet ordre de T.;
on retrouve ainsi les nombres

mimn +2(m—)(n—1)] et r[mr+2(m—1)(n—1)],

obtenus différemment par M. Lindemann.

7. L’équation tangentielle U, = o des points doubles de U, qui
doit &tre du degré 2n(n — 2)(n—3) par rapport aux coeflicients
des u dans 'équation f'=o (?), représente, si 'on y considére les
x comme coordonnées courantes, le lieu des points doubles x des
courbes V correspondant aux points y d’une droite u; ce lieu sera
donc d'un ordre égal a2mn(n— 2)(n—3). De méme I'équation
tangentielle V, = o des points doubles de V, représente aussi le
lieu des points doubles y des courbes U correspondant aux points x
d’une droite v, dont V'ordre est égal a V'ordre 2mn(n—2)(n —3)
de la courbe précédente.

D’unce maniére analogue,I’équation tangentielle Uy == o des points
de rebroussementde U, qui doit étre du degré 3n(n — 2) parrap-
port aux coeflicients des u dans f= o, représente le lieudes points
de rcbroussement x des courbes V correspondant aux points y d'une
droite u; ce lieu sera donc d'un ordre égal a 3mn(n—2). De
méme, ’équation tangentielle V; = o des points de rebroussement
de V, représente aussi le lieu des points de rebroussement des
courbes U correspondant aux points x d’'une droite v, dont I'ordre
est nécessairement égal a celui de la courbe précédente.

8. 1l est manifeste que pour les courbes X et T auront lieu des

() Poir Lixoemsxy, Forlesungen iiber Geometrie won Alfred Clebsch, p. g970. On
doit aussi & M. Lindemann (ibid.. p. g71) certains résultats de notre n° 7.

(*) Poir pour la question correlative le Memoire de Cayley, Reckerches sur I'élimi-
nation «t sur la théorie des courbes (Journal de Crelle, vol. 34).
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‘.
propositions corrélatives a celles exposées dans les n* 2, 3, 6, 7 an
sujet des courbes U et V.

9. La forme réciproque de 9 = R, f par rapport a x est

R.p— R R, f=FVV3,
ou

F = (01,00,93)" (r1,0003)" =0 [t=mn + 2(m —1)(n—1]]

représente le connexe conjugué du connexe f = o.
De méme, la forme réciproque de ¢ = Ry f par rapport a u est

R, x” == Rquf'_'_T FrgTﬁ,

oi Ty= o et Ty= o sont les équations ponctuelles des tangentes
doubles et d’inflexion de la courbe T.

11 résulte de la nature des relations précédentes qu’aucune des
courbes V correspondant aux points y d'une droite arbitraire u ne
présente une nouvelle tangente double ou d’inflexion, et que de
méme aucune des courbes T correspondant aux droites v passant
par un point arbitraire x ne présente un nouveau point double ou
de rebroussement.

1I.

10. Les courbes X correspondanta des droites «' infiniment voi-
sines d’'une droite u appartiennent a un réseau
I L)f -+ —()—/-‘ o, ﬂ‘ =o0
' 0uy % Qu, dQuy, )
dans lequel est comprise la courbe X,.

Les points déterminés sur X, par une courbe de ce réseau cor-
respondant & une droite #' forment les points de contact avec X,
de la courbe V correspondant au point de rencontre y des droites u
et u. .

Les courbes X correspondant a des droites v/ infiniment voisines
de u déterminent sur X, une infinité de groupes de m? points tels
que tout point de X, n’appartienne qu’a un seul de ces groupes.

11. Cependant il peut arriver, pour des positions spéciales de u,
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que les groupes déterminés sur X,, par les courbes X qui en sont
infiniment voisines aient tous un point,commun x. Dans ce cas,
toutes les courbes du réscau

, 0 , 0 )
u, f -+, ——j—‘ —+ i ———f
du, S duy du,

passeront par ce point x.
On voit ainsi que les couples (x, ) communs aux connexes

9 a )
" f_. v

— =0 —— =0 -— =0
0”1 ’ ()"2 ’ ()ll3

sont formés par des éléments jouissant des propriétés dont il
s’agit.

12. Lorsque les courbes X correspondant & des droites o infi-
niment wvoisines de u rencontrent toutes la courbe X, en unméme
point x, la courbe U, a la droite u pour tangente double.

Le lieu 8 des points x auxquels correspondent des courbes U
ayant une tangente double est une courbe du degré 3m(n—1)2.
L'enveloppe £ des droites u qui sont des tangentes doubles des
courbes U est une courbe de la classe 3m?(n —1).

On remarquera que I'équation 8 = o qui représente la courbe §
est obtenue en égalant a zéro le discriminant de f par rapport a u.

13. La courbe X correspondant & une tangente u de T touche
la courbe 8 au point x qui correspond @ u.

De cette maniére, I’équation de la tangente de $ au point x sera

(2) ’ ()./ ’ ()f r ()f__

..1'1;):- .125'—‘; .rs-(-[[—&_ﬂ
La classe de la courbe 8 est égale au nombre
3m(n—1)[mn+ (m—1)(n—1)]

des couples (x,u) communs aux quatre connexes (1) et ( 2).

14. A tout point double x de 8 correspond une courbe U ayant
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.

deux tangentes doubles, tandis qu’'a tout point de rebroussement
de 3 correspond une courbe U ayant une tangente d'inflexion.

Chacun des couples (&, ) communs au connexe f=o0 ct au
couple de courbes (Curvenpaar) commun aux six connexes
2f O S zfRf 0f

0" duyQu, " duyduy ™~ duyduy " Ju? " du,Quy

I A A

T dug duy " duyduy " du?

est formé d’un point de rebroussement x de § ct de la tangente
d'inflexion u de la courbe correspondante U,.
Le nombre des points de rebroussement de la courbe § est ainsi
égal a
1am?(n—)(1n— 2).

Par conséquent, le nombre des points doubles de 8 sera égal a

gm!(ll—l)(ll—Q)(3ﬂ’—- 3rn— 11).

15. A toute tangente double u de Z correspond une courbe X,
rencontrée en deux points fixes par toutes les courbes X qui en sont
infiniment voisines. D’une maniére analogue, si la courbe Z avait
des tangentes d’inflexion u, toute courbe X,, correspondant a une
de ces droites u« scrait touchée par toutes les courbes X infiniment
voisines d’elle en un méme point; cependant il n’existe pas en gé-
néral de droites « jouissant de cette propriété.

Connaissant ainsi que la courbe Z est de la classe 3m?(n —1),
qu'elle n’a pas de tangentes d’inflexion et que son genre est égal a
celuide la courbe 8, on pourra en calculer tous les autres nombres
pluckériens.

16. Les courbes ©ct T, dont la premiére est enveloppe des
droites u auxquelles correspondent des courbes X ayant des points
doubles x ct dont la seconde est le licu de ces points doubles a, ont
des propriéiés corrélatives a celles des courbes S et T.
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11

17. Les courbes V correspondant aux divers points y d’une tan-
gente o de la courbe Z sont tangentes entre elles et & la courbe §
au point x de cette derniére courbe correspondant a la tangente u
de Z.

Il s’ensuit de la que toute courbe V, touche 8 en 3m?(n—1)
points auxquels correspondent des tangentes de T passant par le
point y.

Des propositions analogues ont lieu pour les courbes T par rap
port aux courbes & et T. '

18. La forme réciproque de ¢ par rapport a y est
R,; =R,R,/=/UlU}s.

De méme, la forme réciproque de ¢ par rapport a ¢ est
R,4 =R R,/ =fX:X]C.

A ces relations analytiques se relient les faits géométriques sui-
vants :

L’enveloppe des courbes V correspondant aux points y d'une
droite w est constituée par la courbe X correspondant & la
droite u et la courbe $.

L’enveloppe des courbes T correspondant aux droites v passant
par un point x est constituée par la courbe U correspondant au
point x et la courbe ©.

19. Si la courbe V, a pour tangente double ou d’inflexion
une droite v, la courbe T, aura y pour point double ou de re-
broussement.

L’euvv]oppc T', = o des tangentes doubles des courbes V corres-

pondant aux points 5 d’une droite est de la classe

mnu(— 21 (m—)(r—1)] +émn(uz + 1),

. 5

- [e=mn + 2(m—1)(n—1)].
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D’un degré égal a ce méme nombre sera nécessairement le lieu
V,=o0 des points doubles des courbes T correspondant aux
droites v d’un faisceau.

L’enveloppe T, = o des tangentes d’inflexion des courbes V cor-
respondant aux points y d’une droite est de la classe

12mn(m —1) n—1).

D’un degré égal a ce méme nombre sera le lieu V, = o des points
gre €g 3 P

de rebroussement des courbes T correspondant aux droites ¢ d'un

faisceau.

20. La forme réciproque de F par rapport a y est
N VAR o
R_,l‘:'#lzal:;b, >
ou 8'= o représente en coordonnées tangentielles la courbe 8.

De méme :
La forme réciproque de I* par rapport a v est
AN

R, F=5V2V3CT,

ou &= o représente en coordonnées ponctuelles la courbe €. _

A ces relations analytiques se relient des nouveaux faits géo-
métriques, savoir :

Parmiles courbes T,, iln’y aque celles correspondant aux tan-
gentes v de 8 qui se décomposent en une droite double et une
autre courbe résiduelle.

Parmi les courbes V,., il n’y a que celles correspondant aux

points y de & qui se décomposent en un point compté deux fois
et en une autre cowrbe résiduelle.

Paris, février 1880.



