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SUR LES SURFACES DONT LES RAYONS DE COURBURE ONT ENTRE EUX
UNE RELATION;

Par M. S. LIE.

1. Des belles recherches de M. Weingarten (Journal de Crelle,
t..59 ) sur les surfaces dont les rayons de courbure principaux g et g’
ont cntre eux une relation résulte bien simplement un moyen gé-
néral pour la détermination des lignes de courbure de ces surfaces:
c’est ce que je vais exposcr.

L’équation p = const. détermine sur Ja surface des centres d’une
surface quelconque I' un faisceau de courbes paralléles, dont les
trajectoires orthogonales g = const. sont les lignes géodésiques de
la surface des centres. Les tangentes a unc courbe du faisceau
g = const. rencontrent la surface IF le long d’une ligne de cour-
bure de cette surface. Ainsi la détermination des lignes de courbure
de F et la détermination des lignes géodésiques ¢ = const. de la
surface des centres sont deux problémes équivalents : ¢’est un
résultat connu. v .

Supposons maintenant que les ra:sgns de courbure p et o’ de la
surface I aient entre cux une relation donnée; I'élément d’arc ds,
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sur la surface des centres, est alors donné, d’aprés M. Weingarten,
par la formule

'
dp

(1) ds® = dp? + o =g,

formule qui montre que la surface des centres est applicable sur une
surface de révolution. Bour a déterminé les lignes géodésiques des
surfaces applicables sur les surfaces de révolution, lorsque leur
courbure n’est pas constante; on reconnait donc que les lignes de
courbure d’une surface dont les rayons de courbure ont entre eux
une relation peuvent s’obtenir par des quadratures, excepté
lorsque la surface des centres est a courbure constante.

Ce mode de détermination ecst doublement incomplet : d'une
part, il nécessite de longs calculs; de I'autre, il ne s’applique point
a quelques cas exceptionnels. 1l y a donc lieu de développer une
méthode plus simple et plus générale.

Désignant par &, n, ¢ les coordonnées cartésicnnes d'un point de
la surface des centres, I'équation (1) donne

dy
dq —= e_f e

¢ v dEt - dg* 4+ d — (lp’ .
ou

* dy
(2) q:fe j""?'\/cl.f;’—i— drt + d5t — dp*;

LI S
dans cette formule, les quantités g, o, ¥, n, ¢ doivent étre exprimées
au moyen des coordonnées x, y des points de la surface I, en sorte
que le radical prend la forme

X(#, y)de +Y(z, »)dy,

ou X et Y sont des fonctions connues de x et dey ; par suite, ¢ est
déterminé en fonction de x et de y, ct'on a obtenu un faisceau de
lignes de courbure de la surface I'.

8i les rayons de courbure p et p d’une surface ont entre eux
une relation, les lignes de courbure de cette surface sont déter-
minées par la formule ¢ = const. (2). Dans cette équation, t,%,7
désignent les coordonnées du centre de courbure qui correspond
au rayon de courbure p.

2. La méthode précédente est générale; elle s’applique encore

.
.



302 PREMIERE PARTIE.

lorsque la relation entre p et g’ est de 1a forme "o
p— p': a = const.,

auquel cas, d’apres les recherches de M. Beltrami et de M. Dini,
la surface des centres posséde une courbure constante. Si je ne me
trompe, cette remarque compléte de la facon la plus heureuse la
théorie donnée par M. Bianchi ( Ricerche sulle superficie a cur-
vatura costante ; Pisa, 1879). Dans ce travail, M. Bianchi fait une
remarque qui parait bien neuve et bien importante, a savoir que
d’une surface ® a courburc constante, dout on a déterminé les
lignes géodésiques, on peut toujours déduire oo! surfaces @, a cour-
bures constantes. Il suffit pour cela de prendre I'élément d’arc sur
la surface @ sous la forme

.
2

(3) ds?=do’+ c*dg* (A = const.',
ce qui, d’aprés M. Beltrami, est possible de oo' maniéres. Que I'on
méne maintenant les tangentes a toutes les lignes géodésiques du
faisceau ¢ = const., et que 'on construise toutes les surfaces I' qui
coupent orthogonalement ces tangentes (ce que 'on peut faire
d’une fagon explicite) : toutes ces surfaces auront une méme sur-
face des centres, dont une nappe est précisément ®. La seconde
nappe @, est aussi une surface a courbure constante. De cette fagon,
de la surface donnée ® on déduit une infinité (simple) de sur-
.{aces P, a courbure constante. Si maintenant on pouvait mettre
I'élément d’arc d'une surface @, sous la forme (3), on pourrait
aussi déduire de @, une infinité simple de surfaces a courbure con-
stante; ce qui précéde montre que cette opération peut s’effectuer,
et il n’est pas nécessaire pour cela de déterminer 'équation finie
des surfaces I'.

Ainsi Uapplication successive de la méthode de M. Bianchi
pour la détermination de surfaces a courbure constante n'exige
aueune intégration (l’éqltation.c différentielles quand on a déter-
miné les lignes géodésiques de la surface primitive P.

Je remarquerai maintenant que les recherches de M. Bonnet
(Journal de U Ecole Polytechnique, t. XX1V, XXV) conduisent
aisément & une méthode pour la détermination de oo! surfaces a
courbure copstante, quand on s’est donué une telle surface. En

o~ . ¢ . .
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effet, de cette surface, par une transformation paralléle ( dilatation)
convenable, on peut d’abord déduire une surface a courbure
moyenne constante; de cette nouvelle surface on déduit (Journal
de I’Ecole Polytechnique, . XXV, p. 76-~8) une infinité simple
de nouvelles surfaces a courbure moyenne conslante, et finalement
on trouve o' surfaces a courbure constante. Il me semblerait dési-
rable qu’on cherchat quel rapport peut exister entre cette opération
et celle de M. Bianchi. Les recherches de M. Bonnet montrent, en
tout cas, que les surfaces a courbure constante se classent naturelle-

ment en groupes dont chacun contient une infinité simple de ces
surfaces.

3. Quand les rayons de courbure d’une surface sont liés entre
eux par une relation quelconque ¢ = A(p), il ne parait pas pos-
sible, en général, de déterminer les lignes asymptotiques, non plus
que les lignes géodésiques dont lalongueur est nulle. Dans certains
cas intéressants, mais particuliers, cette détermination est généra-
lement possible. Pour le montrer simplement, je me référerai de
nouveau au travail déja cité de M. Bonnet (Journal de I’ Ecole
Polytechnigue, v. XXV, p. 92-111). Si 'on pose

p=29(R), o' =r9(k)—Ae(4)

et que l'on choisisse les lignes de courbure comme lignes coor-

données, I'élément d’arc ds sur la surface peut étre mis sous la
forme

9

/ e
e
du? 4+ - L dv?;

¢

e

ds®—=

-~
-~

les lignes géodésiques dont la longucur est nulle sont alorsdétermi-
nées par 'équation

9
— — dv—o,
d w

— ko
;(Iltii?~

qui est intégrable si la fonction ¢ (A) satisfait a la condition

I :(3% (C = const.).

Cette condition est unc équation différentielle du premier ordre

IR . ‘ 1
dont Pintégrale générale a la forme A2==Mg¢*— 2Cyp, » = ch
¢ .

. .
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étant D'intégrale singuliére. L'intégrale générale donne toutes les
surfaces a courbure moyenne constante, et I'intégrale singuliére les
surfaces minima.

Sur les surfaces a courbure moyenne constante, on peut obtenir,
par des quadratures, non seulement les lignes de courbure, mais
encore les courbes ds = o. Les lignes de courbure sont des lignes
tsothermes.

Les lignes asymptotiques d'une surface dont les rayons de cour-
bure ont entre cux une relation sont détermindes par l’équatiml

'

) o — ho
L dut+ - | - dv®*=o0,
I o'?

qui est intégrable si @ satisfait a I'équation
Log'* =A% o — g/) "(‘L — const.).

L’intégrale géndrale de cette équation diflérentielle du premier
ordre est de la forme
92—'_ A2 LA

Les surfaces correspondantes ont une courbure constante; P'inté-
grale singuliére

i

= i
2\/1‘

[ Rt
v

donue seulement les surfaces minima.

Sur les surfaces a courbure constante on peut trouver, par des
quadratures, non seulement les lignes de courbure, mais encore les
lignes asymptol'iqucs. ’ L

Jaidéja, dansune autre circonstance, démontré cethéorémed’une
maniére différente (). - ' T

(') Je me réserve de développer les iné‘ic\tlons qui precédent relativement a la
théorie générale des surfaces a courbure constante; d’une surface a courbure con-
stante, dont on a determiné‘les lignes geodesiques, on peut deduire par des quadra-
tures successives co ® telles surfaces qui ne satisfont a aucune équation a differences
partielles, excepté I'equation proposee .
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