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278 . PREMIERE PARTIE, “

MELANGES.

SUR UNE CLASSE DE FONCTIONS DE PLUSIEURS VARIABLES, PROVENANT
DE L’'INVERSION DES INTEGRALES DES SOLUTIONS DES EQUATIONS DIF-
FERENTIELLES LINEAIRES A COEFFICIENTS RATIONNELS;

Pir M. L. FUCHS, a Heidelberg.

Traduit par M. STEPHANOS.

De méme que les fonctions de plusicurs variables, appelées abe-
liennes, doivent leur naissance aux intégrales des fonctions algé-
briques quand on considére, d’aprés 1'exemple de Jacobi, les limites
supérieures de p intégrales d’une fonction algébrique convenable
comme fonctions de la somme de ces intégrales et d’autres p —1
sommes semblablement formées, de méme on obtient, comme je le
démontre dans le présent travail, une nouvelle classe de fonctions
de plusicurs variables en prenant pour base les intégrales des solu-
tions des équations diflérentielles linéaires a coeflicients ration-
nels.

Je me suis posé d’abord la question d’examiner la nature des
solutions d’une équation diflérenticlle linéaire ct homogéne du
m"** ordre pour le cas ou les équations

Zlﬁﬂfa(z)dzzua (a=1,2,...,m),

oi &y &2y - .-, {m sont des constantes et'ou f,(z), fo(2), ...,
Jm(z) constituent un systéme fondamental de solutions de I'équa-
tion différentielle, doivent définir z,, z,, ..., z, comme fonctions
analytiques de uy, us, .. ., Up.

Jai obtenu la résolution de cetie question pour les équations
différentielles du second ordre, et je me prepose de présenter dans
ce qui suit les résultats auxquels je suis parvenu.

Pour des développements ultérieurs sur les fonctions ici définies,
et surtout pour leur représentation analytique, on aura a se rap-
porter aux relations que j’ai données, dans un travail inséré au
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tome 78 du Journal de Borchardt, p. 177 (1), pour les intégrales
des solutions d’une équation différentielle linéaire, prises entre deux
points singuliers-de cette équation.

Les resultats du présent travail ont déja é1é communiqués, le 4
de ce mois, a la Société Royale des Sciences de Gottingue.

I.

Considérons une équation différentielle

2y - dy _
(a) Zz PP+ Qr=o,

dont les coefficients P, Q sont des fonctions rationnelles de z, qui
soit telle que ses intégrales aient par rapport a tout point singulier a
la propriété que, multipliées par une puissance de z — a, elles ne
deviennent ni nulles ni infinies pour z = a (voir mon Mémoire,
t. 66 du Journal de Borchardt, p. 146).
Soit
rn=f(z), ri=y¢(3)

un systéme fondamental d’intégrales de I'équation (A); alors

. w,:/ Sf(z)ds, wy,= | ¢(3)ds,

z
So

ou z, désigne une valeur arbitraire, formeront, avec unc constante
que nous prendrons égale & ¢, un systéme fondamental d’intégrales
de I’équation différentielle

d*w d*w div
A il & .
( ) dz? + dz? +Q dz °

Un changement du chemin d’intégration changerait respective~
ment wy, W, en W, , w,, tels que

’
Wy = &y W+ 239y + Py,

1
{ Wy = agy )+ ayywy + Py,

(1)

®yyye ey aas By, B2 désignant des constantes.

(*) Voir Bulletin, 17 série, p. 233-236. '
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Le méme changement de chemin remplace respectivement y, yq

Pary’, s, o

(2) (Vi=enyi+ende

’
Yo == 1)y + Uga Vs

Maintenant, au moyen des équations

‘f;:lf(:)d:+j;i‘f(z)dz=u,, |
[m?(z)(lz +/§:ﬂq)(z)l/z: uy, Y

Ucl

(B)

ol Y, & sont des valeurs arbitraires fixes, mais dlﬂe'rant des
points singuliers de l'é¢quation (A), en méme temps que f({),
S (%), 9(&1), ¢(%2) ont des valeurs donndes, définissons z,, z,
comme fonctions de u,, u, et cherchons quelles propriétés doivent
avoir f(z),9(z) pour que z,, z, soient des fonctions analytiques
déterminées desdites variables.

Supposons ue les chemins d’intégration joignant les mémes
valeurs de z soient coincidents pour les deux équations.

Faisons passer par chacun des points singuliers a,, a,, ..., a,dc
I'équation (A) une coupure quelconque jusqu’a l'infini; soit dési-
gnée par ¢; la coupure correspondant a «,. Ces coupures ne doivent
se croiser ni avee clles-mémes ni entre elles. Que le plan des va-
riables complexes z ainsi découpé soit désigné par I". Si toutes les
intégrales qui figurent dans (B) franchisseat un¢ méme coupure ¢;
un nombre égal de fois et dans des sens identiques, toute variation
du chemin de intégration changera w, en &y uy + ayaus—+ Picyus
e %y )+ Gty Us+ Bac si par cette variation de chemin ) ¢, y, su-

bissent la substitution
. @y Qy,
S = < )
%y %ag

Les quantités 3, {3, ont des valeurs déterminées lorsque le chan«
gement du chemin d’intégration est déterminé.
Soient maintenant

(C> ft:Fz("n “2), zzze(“xyuz)§
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ces fonctions I, et Iy jouissent de la propriété suivante :

D { Fy(og o+ apu, + Brey eyt + apu,+ Brc)=F(uy, uy),
o] [ Fo(ontg+ appuy+ Bre, wayeg + aptty+ Bre)=Fy(uy, us).

Les fonctions 17, et F, admettent en outre généralement]a méme
valeur pour unc infinité d’autres valeurs de u,, u,, comme il résulte
de ce qu'on peut laisser invariable le chemin d’intégration de {» &
z, ou bien cclui de ¢, a z,, en faisant varier 'autre.

iL.

Nous allons maintenant supposer que I'équation (A) n’ait que
des points essenticllement singuliers, c¢’est-a-dite que ses coetfi-
cients ne deviennent infinis que pour des points auxquels I'inté-
grale générale devient discontinue ou subit une ramification. De
plus, que les racines des équations fondamentales déterminatrices
correspondant a chacun de ces points singuliers soient des nombres
réels ct rationnels, et en outre, conformément 4 mon Mémoire
(t. 76 du Journal de Borchardt, p. 184), diflérents entre eux, né-
gatifs et plus petits en valeur absolue que I'unité.

Au contraire, que les racines de I’équation fondamentale détermi-
natrice correspondant & z = o soient des nombres réels ct ration-
nels, diflérents entre cux et plus grands que I'unité positive.

Les quantités z,, z» qui figurent dans les équations (B) peuvent
alors comncider, pour des valeurs finies de u,, u,, avec des points
singuliers de I’équation (A) ou avec le point al'infini.

Les fonctions z,, z, des variables indépendantes vy, u, définies
par les équations (B), satisfont aux équations diflérenticlles

| Adzy== ¢(2;)duy — f(325)du,,
l Adzy = — ¢(3)du; + f(2,)du,,

(E)

ou

A=

Ffla) Slz) l
olz) olz) |

Lorsque u,, u,, partant des valeurs o, o, suivent des chemins ar-
bitraires et indépendants entre cux, il arrive, d’aprés les principes
développés par MM. Briot et Bouquet (voir Bulletin des Sciences
mathématiques, . 111, p. 265, et Brior, ZThéorie des fonctions abe-
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liennes, p.79), que z,, z,, partant des valeurs ¢, {5, s’avancent d’'une

maniére continue sur des chemins correspondants et restent ho-

lomorphes au voisinage des valeurs parcourues de u,, us, jusqu’a

ce que z,, Z» soient devenus infinis ou soient parvenus i des

valeurs pour lesquelles f(z'—)’ f(z2), .?(zl), 2(22) prennent des
A A A A

valeurs qui ne sont pas toutes finies et déterminées.

Cette derniére circonstance ne peut avoir lieu que lorsqu’une au
moins des quantités z,, z, s’approche d’un point singulicer de 1'équa-
tion (A) ou du point a l'infini, ou bien lorsque ces quantités
atteignent des valeurs satisfaisant a I’équation A = o.

118

Considérons d’abord le cas ou, pour u, = ¢, et uy= v,, z, coin-
cide avec un point singulier de I’équation (A) et z, avec un point b
non singulier et situé en distance finie, sans que pourtant I'équa-
tion

(F)

soit satisfaite par z, = a, z,="b.
Si I'on pose

ZH—a=—w, 323,— b=w,,

on aura, d’aprés mon Mémoire (t. 66 du Journal de Borchardt,
p- 139), aux environs de a,

(1) flz)=cuwigi(wi)+ crawirgy(wy),
p(21) = ca gy (wy) + coawiigs(wy),

oury, ry sont les racines de I’équation fondamentale déterminatrice
correspondant a a, ¢y, . ..,Cao des constantes, et g, (w,), g1(ws)
des fonctions holomorphes au voisinage de a et telles que g, (o),
82(0) soient différents de zéro.

Au contraire, on a, aux environs de z,= b,

(2)- S(22)= g0+ 7100, + 2w} +. ..,
9(za) =7y + 7\ wa 4+ 7wl 4+,

’ ’ ’ . ’
iy 7¢ ¢tant des constantes détermindes.
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On aura, par conséquent,
(3) A:w"‘iGi(wl,WQ)+w’l‘:Gz(w,,wg),

ou Gy, G, désignent des fonctions de w,, w, respectivement holo-
morphes aux environs de w; = 0, wy= 0.

Soit ra >y

Puisque z, = @, z, = b ne satisfont pas 4 I'équation (IF'), la quan-
tité

G1(0, 0)281(0) [Cu'r'o'— C3170] '

doit ¢tre différente de zéro.

1l résulte de la que Aw;™ est fini et différent de zéro pour
W= 0, Wy= 0.

Soient maintenant, d’aprés le numéro précédent,

ou ky, ky, n désignent des nombres positifs entiers, dont les deux
premiers sont plus petits que n, ct posons

wy = e, B
Les équations (E) se transforment ainsi en

nt" 1t Adt = ¢ (wy—+ b)duy — f(wy -+ b)du,, -
4) Adwy— —[ gy t=Fi gy () + oo t=Fs g, (")) duy
et gy (1) 4 et go (7)) du,.

Si nous supposons donc que
hZn—1,
c’est-a-dire, a cause de k, < n, que
'{'1 =nrn-—1,

dt  Jt Jdw, Ow .
les valeurs de =— ~—— 5 —» — résultant des équations sero
Ju,’ 0uy’ Ou, Ou, q (4) seront
des fonctions holomorphes de ¢, w, aux environs de t = o, w,==o.
De la, il s’ensuit que z, et z, sont des fonctions holomorphes de

1y, iy aux environs des valeurs uy = vy, uy = v,.
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Iv.

Considérons maintenant le cas ou, pour 1, = vy, ty= vy, les z,,
z, coincident respectivement avee deux points singuliers différents
@y, @y del’équation (A), sans que toutefois l’équalion (I') soit satis=
faite par z, = a,, z, = a,.

Soient r, . les racines de l’équation fondamentale détermi-
natrice correspondant a @, ¢t 1y, ray celles de 'éguation corres-
pondant & a,, et posons, en conformité avee les deux numéros
précédents,

I 4y
)'11=—l+'_" r12:_l+_,
(1) n n,
I
i A
=—1+ — Iyg=——=— 1+ —»
\ ny ny

ly lsyny, ny étant des nombres entiers positifs, et /,>1, l,> 1.
En posant de nouveau

3 — A== Wy, Zyg—— Ay ™= Wy,

on aura, a l'instar des équations (1) du §1II,

S(z) = epgaing (w))+ cppwingy (wy),
(2) ¢ (21) = caywir gy () 4 caaw] '“’z(“’n)o
'f(z,) ey ik (o)) }—cmw’ﬂlzg(w,), . ‘
4 ?(32) e“w“'/z,(wg)-i— egy Wi /l,(w,), ‘

OUCy1ye+esCa2y €1y - -+ C20 sONLdes constantes, et g, (wy ), gal{wi),
hy(ws), ha(w2) des fonctions holomorphes au voisinage de wy=o
ou de w,=o0, et qui ne s’annulent pas pour w,=o0 ou pour
wy=o0. A prend maintenant la forme

A= anwinGy(wy, Wy ) 4 s Gy, (o, wy)

il Gy (00, 0y ) A it Gy (g, g ),

N

(3)

ot Gix(w, w.) sont des fonctions holomorphes de wy, w, aux en-
virons de w, = o, w, = o.
Maintcuant :

Gy1(0, 0)==(cq €0~ €15Cy1)81(0) Ay (0
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est diflérent de zéro, car autrement I'équation (I7) serait satisfaite
par z, = @,, Zy= a,, contraircment i notre supposition.

Il suit de la que Aw/nw;™ est fini et diflérent de zéro pour
W, == 0, Wa == 0.

En substituant dans les équations (E)

— =1, Z—dy=1 ,

Oty Oty dt, A,
du,” duy” da,” du,
de ty, ts aux cnvirons de t, = o, ty= o, d’ou il résulte que ¢,, t.,
et par conséquent z,, z,, sont des fonctions holomorphes de w«,,
1y aux environs de uy = ¢, uy=v,.

on reconnait que sont des fonctions holomorphes

Soient gy, pa les racines de I'équation fondamentale détermina-
trice qui correspond a z =co pour I'équation (A), ct posons
£y s

0y == -y = —
vl n P2 ”

ol 8, §3, 2 sont des nombres positifs entiers ct tels que s, > s, >n
(woir § II).

Nous supposcrons maintenant que
(4) s;==n 1.

Sous le bénéfice de cetie supposition, on démontrerait, comme
dans les cas du précédent et du présent paragraphe, que z,, 2z,
demeurent uniforme, méme dans le voisinage de valeurs de uy,
uy pour lesquelles z, devient infini et z, vient a coincider avee un
point a singulicr de I'équation (A), ou bien non singulicr, tant que
I'équation (1') n’est pas satisfaite pour zy, =% , zy=a.

En joignant les résultats de ces deux derniers paragraphes, on ob-
tient la proposition :

Lorsque pour tout point singulier del’équation (A) les racines
ryy rade Uéquation fondamentale déterminatrice correspondante
sont de la forme

l
(G) 1‘1::——-1—{—-17 FoT= — [ - —
n n

(n et I étant des nombres positifs entiers, >>1), tandis que les
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. ’r s . ’ g ’ . . .
racines p, p2 de l'équation fondamentale déterminatrice corres-
pondant & z = o« sont de la forme

: NN S |
(6') P'_l+n’ PZ——I+11

(n et I etant des nombres positifs entiers, L >>1), les fonctions z,,
z, seront des fonctions uniformes de u,, u, aux environs de toutes
les valeurs de ces variables, pour lesquelles z,, z, ne viennent
pas & coincider avec des points satisfaisant ¢ l’équation (I).

V.

Soient f(z), 9(z) deux intégrales arbitraires de I'équation (A).
On aura, aux cnvirons d’un point singulier a,
S(z)=cn(z—a) g (z) =+ cis(z2 — a)1g,(2),
\
J

n(z—a)igi(s)+ cn(s—a)g(2),

-3
o
|
-

ou ry, 7 (ra>ry) sont les racines de I'éguation fondamentale dé-
terminatrice correspondant i @, ¢yyy « .., Caa des constantes diflé-
rentes de zéro, et g,(z), g2(2) des fonctions holomorphes aux en-
virons de a et telles que g, (a), ga(a@) soient différents de zéro.

Il sera supposé constamment dans le présent travail que /e déve-
loppement d’unc intégrale de l'équation (A) aux environs d’un
point singulier ou du point & Uinfini ne contient pas de loga-
rithme.

Sil’on pose
£lz)

2(2)

(H) =

4

Cyq . e e . ., .
on aura, pour z = a,{ = —, qui sera ainsi fini et ditlérent de zéro.
Cay

On voit de méme que, pour = = e , ¢ sera aussi fini et différent de
zéro. .

Définissons maintenant, d’aprés Uéquation (H), = comme fonction
de &.

Supposons qu’a unc valeur arbitraire £, de & corresponde une
valeur z, de z. En partant de ce couple de valcurs, on peut pour-
suivre la fonction z sur le plan des ¢, ce qui s'eficctue a I'aide de
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I’équation

(J) ([f F( )’

a laquelle z satisfait (voir mon Mémoire, t. 66 du Journal de Bor-
chardt, p. 128), et dans laquelle

F(z)= Ce~¥Pds,

La quantité C a une valeur constante et déterminée si f(z), ¢(z)
désignent des solutions déterminées des équations (A).

Les valeurs de ¢ pour lesquelles z peut cesser d’étre holomorphe
sont, en dehors de 7 = o , les valears de cette variable pour les-
quelles z coincide avec un point singulier de I'équation (A) ou bien
devient infini.

Supposons d’abord que, pour {=¢,, z coincide avec un point
singulier @ de 'équation (A), et soicnt 7y, 12 les racines de I'équa-
tion fondamentale déterminatriee correspondant a @, racines qui
satisfont aux conditions (G).

On a (voir mon Mémoire, t.66 du Journal de Borchardt, p. 143),
auxcnvironsde a,

F(s) = (2 — a) v¥sta3),

oun (z) est une fonction holomorphe aux environs de a ct diffé-
rente de zéro pour z = a.
Si maintenant on a d’abord '

(2) ry= 1,

il résulte de I'équation (J) que z est holomorphe aux environs de
{=1{,; mais, si I’équation (2) n’a pas licu, cn substituant dans
“V'équation (J)

z—a=1t,
on obtient

(3) dt ()

n—— l‘l—[

P a(t)

ouy(t), n(t) sont holomorphcs aux environs de f = o, ct dont le
quotient ne devient ni nul ni défini pour z =o.
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En prenant dans ce cas
(4) 1=,

il résulte de I'équation (3) que ¢ et par couséquent z sont holo-
morphes dans le voisinage de 7 = 7.

Supposons en second lieu que, pour ¢ = {,, = devienue infini, et
soient py, p, les racines de I'équation fondamentale déterminatrice
correspondant & z =%, racines qui satisfont aux relations (G').

On a, pour les environs de z = o,

. 1 1 1 .
o 2\ =)s I { =)o 7y ( =) sontdes fonctions holomorphes aux en-
2z S e

\

virons de = = 2 et ne s'annulent pas pour z =2 . Les constantes
7115+ - - 722 sont de méme différentes de zéro, puisque f(z), o (z) sont
des solutions arbitraires de I'équation (A).

Si 'on a de nouveau .

(6) o=p+1,
il résultec immédiatcment de I'équation (J) que z est uniforme aux

environs de 7 = ,; mais, si’équation (6) n’est point remplie, .en
substituant dans (J)

=N
on obtient '
df ()
___ s :zi—[ 71
(7) n € 'n,(t)’

ou ¢ (t),n,(t) sont des fonctions holomorphes aux environs de
= o ct ne s’annulent pas pour £ = o.
En prenant de nouveau dans ce cas

(8) =2,

il se trouve que et par (‘.onséqucnt z sont uniformes aux CﬂVil‘ODS

dez-—"‘: Z'-_!.

.
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Supposons en dernier lieu que, pour? = o , onaitz:= b, bn’étant,
d’aprés la remarque faite au commencement de ce numéro, ni un
point singulier de l'équation (A) ni infini. Pour z = b, on aura
cependant ¢(z) = o.

Soient, aux environs de b,

) ;f(z):ao—ka,(z—b)—i-.... ,
(9 [ g(s) =y (5 —b) -+ ...v

On obtient de la

@\ +ay(z—b)+...]
ag+ay(s—b)+...

(10) (s =)

| -

Comme maintenant f(z) et ¢(z) ne s’annulent pas simultanément,
puisque & n’est pas un point singulier de I’équation (A), il s’ensuit
que @, est différent de zéro. De méme | ne peut pas étre nul, car
autrement il résulterait de 1'équation (A) que ¢(z) est identique-
ment nul. L’équation (10) recoit donc la forme

1
/n A - \2 ——
(vo0%) w(3—b) a5 —b-+... ==,

' '

N a . . yep » , I3 .
ou oy = ;'« est fini et diflérent de zéro. 1l résulte de cette équation,
[}

comme on sait, que z est une fonction holomorphe de < aux envi-

X | -

ronsde { = » .
De ce qui précéde on obtient la proposition :

1. i les quantites r,, ry correspondant « tout point singulier
remplissent les conditions

! 2
(K) nE—dAd - et = ou = T
n ;

et que les quantités p,, py correspondant & U'infini remplissent les
conditions

1 2
(K’) p1=1-+— et pp==p +1 on P2:l+;z,
n
la Sonction z de { définie par I’équation (H) sera méromorphe

powr toutes les valeurs de 7.

Bull. des Sciences mathem., 2¢ Série. t. 1V, (Aot 1880.) 19
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Une conséquence immédiate de cette proposition est exprimée
par le corollaire :
f(z)

La fonction—= n’admet pas une méme valeur pour diverses
P p

¢(2)

.

valeursde z.

Supposons maintenant que, dans le cas ot I’équation (2) ou l'é-
quation (6) se trouve remplie, il arrive respectivement que le dé-
nominateur de r, ou de p, soit égal a 2. .

Alors la fonction ¥ (z) sera aussi une fonction uniforme de (.

Soit d’abord ¢ = {’ une valeur pour laqueclle z ne coincide pas
avec un point singulier de I'équation (A) ni avec le point a Vin-
fini : il est évident que I (z) est uniforme aux environs de

=7
K s

Soit maintenant { = 7, unc valeur pour laquelle z coincide avec

un point singulier @. On aura, d’aprés ce qui précéde,

F(z) = (2 — a)" v+ 1y (z),

ou n(z) est une fouction holomorphe aux environs de z=a ct
différente de zéro pour z = a.
Si I'équation (2) a licu, on aura, daprés notre supposition,,

ry+ 1,— 1 = 2/, = un nowbre entier,

ct par conséquent I (z), de méme que z, sera uniforme aux envi-
. p V=7
rons de { =7,.
Si au contraire c’est 'éguation (4) qui alieu, on aura
) ';
re+r—1-:—3 4 —.
n

On a ainsi

F(z' =0 a+ 1 .

1’’aprés ce qui préceéde, t et par conséquent I'( z) sont uniformes aux
environsde {=10,. °

On reconnaitrait de la méme maniére que F(z) est uniforme anx
environs d’une valeur de ¢ pour laquelle z devient infini.

Nous avons déja démontré que z cst une fonction uniforme de

. v o, dz . .
5 la méme chose a donc licu pour la dérivée ~» Puisque mainte-
* :
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dz . . . . .
nant —, ainsi que F(z), cst une fonction uniforme de 7, il s’cnsnit
k]

de T'équation (J) que ¢(z)* et de méme f(2)? sont des fonctions
uniformes de Z.
On obtient ainsi la proposition suivante :

II. Lorsque les conditions (K ), (K') subissent la restriction que
le dénominateur de r, oude p, soit égal au nombre 2 dans le cas
ol ry =r\+10up,=p,+1,les foncuons 9(2)* et f(z)? sont
également des fonctions uniformes de .

VI.

Il résulte du numéro précédent que, lorsque les variables indé-
pendantes u, u, atteignent dans les équations (B) des valeurs pour
lesquelles z,, z, satisfont a 'équation (F'), on doit avoir nécessai-
rement z, = z, dés que les équations (K ), (K’) sont remplies.

Conformément a cela, soit, pour u, =v, et uy=v,, z, = z,==b.

Si 'on admet ici les suppositions de la proposition 1I du para-
graphe précédent, il s’ensuit, d’aprés cette proposition, que les
équations

(1) fla) =15, olz, =F9¢(s),

ot les signes se correspondent, ont lieu simultanément.
Distinguons maintenant trois cas :
1° b n’est pas un point singulier de (A). Soient, aux environs de
Iy= b,

zy) =ag+a (s —b)+ay(z— b+,

W)
¢

(
(s4) = o+ ey (5= b) 4+ ea(53— D)+ ...
on aura, d’aprés les équations (1),

(2%) |

( Eflz)=— ag+ay(z— b 4 ay (3, — D) 4. = f(z),
L Eg(n)=c+ a(n—0)+ (0= 6]+ .. =¢'(3),

ou les signes se correspondent. .
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Les équations (E) devienment alors )
' N of 3T

(Ee) { Adzy = o (29) ddry — [, 2,) duy, R
% A dry= — 4" (2y ) duy - [ 34 ) duy,
i f 7'1) (z,) v d
o(a1) ¢'(3)
Si nous posous
(3) ‘ (31— b) j: ) Ty,
. I zy— b1t (e B2 =ay,

ou les signes se correspondent, il viendra des équations (Ee)

S Aldwy==[9'(25) — p(2y) Jduy — [ /22" — [ 2)) ] duy,
Adwy==o[(5,— 0) o' (2y) — [3,— b9 3, ] du,
—al{sy—b)f{5)— (53— b J 7)) du,.

(4)

En effectuant sur &'les substitutions indiquées par les équations
(2) et(22), onreconnaitque A' estdivisible par (z7,—b) — (=, — &).
Les termes du quotient sont des fonctions entiéres, homogénes et
symétriques de z,— b, z,— b, ¢t la valeur de ce quotient pour
zy=b,z,=best ayc,-— a,c,, qui n'est point nul, puisque f(z),
¢(z) forment un systéme fondamental de solutionsde (A). .

Les cocfficients de du, duy dansles équations (4) sont également
divisibles par (z;—&)—(2,— ), ct les quotients correspon-
dants sont des fonctions enticres, omngénes et symétriques de
zy— b, z,— b.
dw duy Ay day A,
o, Ju,’ Juy duy
expressions qui dépendent rationnellement de @, w, etqui ne de-

des

On obtient ainsi des équations (4), pour —

viennent pas infinies pour u, = v,, uy == v,. Les fouctions wy, w,
sont par conséquent des fonctions uniformes de u, 1, aux environs
de uy = v, uy =v,.

Si dans les équations (3) on a 4 prendre les signes inférieurs, il
se trouve que z;,— bet Zy ——b et par conscqu(’ut Z, ¢t Zay500L des
fonctions uniformes de u,, u, au voisinage de uy == ¢y, uy==v,.

Si au contraire il faut prendre dans les équations (3) les signes
supcérieurs, il résulte que z; + z, et z( z, représentent des fonctions
uniformes au méme voisinage.

2° b comncide avec un point singulicr de I'équation (A). Soient
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ry, 7y les racines de I'équation fondamentale déterminatrice corres-
pondant a &, et soit, conformément aux propositions T, 1 du pa-
ragraphe précédent,

(5) 14+~ et 4.2 +
ry—=— - € Fo— — 1 —+- — e 1
1 P 2 7 ou ry=mr ’

avee la condition 7 = 2 pour ce dernier cas.
Posons, dans les équations (E),

H—b=1t, z—-b=1";
on a alurs ;

(6)

Ol Cyyy...,Cro sont des constantes arbitraires, O,(l”) ) des
fonctions holomorphes de 27 aux environsde t = o et qul ne s’an-
nulent pas pour t=o0, et ou ¢ est égal 4 o ou & 1 suivant que
I'on a

2
I,.—.‘—l+l—l ou ry=nri+1,

c’est-a-dire

1 —
n=--4 n=-+1.

Posant de nouveau

A= Sa1) f(z)
— , ,
9(21) ()
on obtient des équations (6) s ool
(6“') \ A= (‘41‘22_ c”c,,)

( Xl‘ ull n[tm+l ‘g ([n) (t")_[‘1n+‘_lgz(l'1l)gl(t:)]-
L’expression Ar"~' % ' est divisible par t3 — ¢} ou par t; — ¢, sui-
vant que I'on a

[y | ou £€— 0.

Lavaleur du quoticnt pour £, = 0, [y == 0 est égale a

<Cn(zz—“n‘zx\gl(o){,’z(o)« .
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qui est diflérent de zéro, puisque f(z), ¢(z) forment un sys;téme
fondamental de solutions de (A) et puisque g(0),g2(0)ne s’an-
nulent pas.

En posant

fENETT=A(0) ¢ (z) 0 =n(0),
S'(z) 7 =fi(t), ¢ (2)" =i (4),

les équations (E) deviennent

( RdATVET Ay = gty duy— f(ty) duy,

Eb
(E°) End e} Ay = — (¢, )dug + fi(8)du,.

Sil’on a maintenant ¢ = o, on déduit des équations (E?), comme
on I’a déja fait dans le cas 1° pour zy — b, z,— b au moyen des
équations (E¢), que les quantités t,, t, mémes, ou bien les ¢, + t,,
tyta, ct par conséquent aussi les quantités z; + z,, z, z,, sont des
fonctions uniformes de w,u, aux environs de w, = v, uy = v,.

Soit, en second lieu.

e —1.

Posons, suivant que les équations (E4) doivent étre prises avec

les signes supérieurs ou inférieurs,

HE=w,, titi= W
Les équations (E?) donnent alors

rAE T ey =9y () — 3yl ) Jduy— [ [y (6) — fi(6)]duy,
nd 7TV v dwy = 3[ele () — 2o, (¢ ]duyy

— 3[e2faiy) — t1fy(2 )] du,.

Les coeflicients de ces équations sont divisibles par ¢ — ¢3. Les
quotients correspondants se composent de termes qui sont des fone-
tions rationnelles, homogénes et symétriques de 7, 1. On a, en

outre,
o,
3[, == -+ <u'; — —'2) .
ll‘

dan Qury vy Oy
S oy — -y ———
du,” Jdu, du; Ju,
mées rationnellement avec wy, w, et qui ne deviennent pas infinies
pour uy = vy, 3 = vy, d'o il s'ensuit que w,, wy, et par consé-

On déduit de 1a que sont des expressions for-
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quent z,+ 3, et z, 2y, sont des fonctions uniformes de u,u; aux
environs de u == v;, Uy =v,.

3° b = o . Soient py, p, les racines de I'équation fondamentale
déterminatrice correspondant a z = % , ct soit, conformément aux
propositions I, II du numéro précédent,

«

1
() a=ihrs p=ida on p=1 p=1

osons, dans l'équation
P , dans I'équat A), .

l v
-=E r==&un

; ]
alors

flz) _ 4

_5! ""‘f (E)y

Q(zf) =9’ (£)

\

constituent un systéme fondamental d’intégrales de I’équation dit-
férentielle entre v et £. Le point £ = o est un point singulier pour
cette équation, ct les quantités

1 ”,
(5%) GE=—I4—y f=—1-+- ou n=—1 o=+

-

sont les racines de I’équation fondamentale déterminatrice corres-
pondant a £ = o.
Pourtant, en posant

2=
3
K

on tire des équations (B)

F1(8))dE 4+ f1(E) dEy = duy,

(E")
o' (§1)dE =+ ¢ (Ea) dEy= du,.

Il résulte maintenant de ces équations, comme dans le cas a°,
que £, £. et £, £2 sontdes fonctions uniformes de u,, u, aux envi-
rons de u, =y, wy==v,.

Par conséquent, la méme propriété appartient a 7, + z, ct 2,z
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*
En résumant ce qui précéde, on obtient la proposition sui+
vante '

8i les racines ry, ry de toute équation fondamentale détermina-
trice correspondant aux divers pouztc singuliers de l'équation (A)
sont telles que l'on ait

1 2
n—=m—1l4 -y rg=—1-+ - .
n
ou bien
rn= =1 rl

et si pour les racines p,, p2 de U'équation fondamentale détermi-
natrice correspondant & z = % on a soit

soit

les fonctions ¥ (uyy us), ¥'2 (u(, us) définies par les équations (B)
sont racines d’une équation quadratique dont les coefficients sont
des fonctions uniformes de u,, u,.

VII.

D’aprés mon Mémoire (t. LXVI, p. 145 du Journal de Bor-
chardt, on a

(1) S(ri ot o= A1,

en désignant par A le nombre des points singuliers de I'équa-
tion (A).

Si maintenant A’ est le nombre des points singuliers pour les-
quels les équations fondamentales déterminatrices ont les racines
— 1, + 3, et A’ le nombre des autres points singuliers, 1'équa-
tion (1) devient .

1
{z) 32;+px-i-p,:A’+3A”—x,
i

ou la somme sc rapporte aux dénominateurs des racines des équa-
tious fondamentales qui correspondent aux points singuliers de la

‘
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scconde espéce. Mais, comme Cor T

Pl"— 0255,
3A’
i

(3) 3A"+ A6 ou A+1A'56.

P’équation (2) donne

11 ’ensuit de 1a que : S

-

Le nombre des points singuliers de ’équation (A) n’est pas su-
perieur a six.

VII. '

Voici un exemple pour le cas A = 6.
Si ’on a pour chacun des six points singuliers

ry=

A -

Lo

I'équation (A) daplcs mon Mémoire (t. LXXXI du Journal de
Borchardt), sera satisfaite par la racine carrée d’'une fonction ra-
tionnelle.

Or, comme il faut que dans les développements relatifs aux envi-
rons d’un point singulier ou du point a 'infini n’entrent pas de
logarithmes, il s’ensuit qu’il y a une seconde racine carrée d’une
fonction rationnelle satisfaisant a I'équation (A) et constituant
avee la premiére un systéme fondamental.

Sil'on représente par ay,a,, ..., a4 les points singuliers, et que
P'on pose

(z—a))(z—ay)...(2—as) = p(3),

le systéme fondamental a la forme

o h
pm L, o AL

ve(z) ve(s)

ot g(z), i(z) désignent des fonctions rationnelles entiéres.
Comme dans le cas actuel on a

p=2, 0,=3

il s’ensuit que g(z), h(z) ne pcuvent pas éire d'un degré supérieur
au premicr. Dans Vexemple actuel, les fonctions Iy 7wy, uy),
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Fa(uy,uy) fournissent done les fonctions hyperelliptiques du pre-
mier ordre.

IX.

Le fait qu’en général les équations diflérentielles (A) ici caracté-
risées n’admettent pas des intégrales algébriques, et que par consé-
quent les fonctions Fy (uy,us), Fy (u,,u,) sont différentes des fonc-
tions abéliennes, peut étee montré par I'exemple suivant.

Soient A= 2¢t @,,a, les deux points singuliers de I'équation (A),
et soient

_— 2 — 1
rp==-—273, Na=-—3

les racines de ’éguation fondamentale déterminatrice correspon-
q )
dant a a,,de méme

L
5 — 3
Ty == — gy lagTm— ¢

les racines de I'équation fondamentale déterminatrice correspondant
a ag et

les racines deI’équation fondamentale déterminatrice correspondant

” ——
I == .

En substituant, pour ce cas, dans 'équation (A), .

5

y={(s—a){z—ay) bw,

les racines des équations fondamentales déterminatrices correspon-

dant respectivement a .
ayy a,, »
L}

sont

1o 5 7 3 1

7! 3 -y — — e — =2

3’3 12" 12 4 4
par conséquent, I’équation en w a la forme

A d%w

(1) = Pw, ;

P étant une fonction rationnelle de z.

D’aprés mon Mémoire (1. LXXXI du Journal de Borchardt,

p. 133), cette équation diflérentielle, comme les racines de 1'équa-
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tion fondamentale déterminatrice correspondunt & @, sont plus
grandes que 10, n’est pas intégrable algébriquement tant que cha-
cune de ses intégrales ou une fonction quadratique homogene de ses
intégrales n’est pas égale a la racine d’une fonction rationnelle.

Puisque maintenant les dénominateurs des racines des équations
fondamentales déterminatrices correspondant aux points singuliers
ay,ay sont dillérents des nombres 1,2,4, la scule possibilité res-
tante, d’aprés le meme Mémoire (p. 136), est que I'équation (1) soit
complétement intégrable par des racines de fonctions rationnelles.

Ce qui cependant n’a pas lieu.

En effet, toute racine w d’une fonction rationnelle de z, satisfai-
sant a l'équation (1), devrait avoir la forme

w=">0(3)(3— a, " (35— ay)%, "

ou §(z) serait une fonction rationnelle enti¢re de z, ne s’annulant
pas pour z = a, ni pour z = a,, cl ou de plus @, aurait une des
valeurs %, 3 et oy une des valeurs ,, /,. Le degré p de §(z) devrait
aussi satisfaire a la condition

— 3 1
U ay o= ou ,.

Cependant la scule fonction répondant a ces diverses restrictions

est
1 5
w={3—a;)*(z2— a,)'?,

a I'exclusion de toute autre racine d’'unc fonction rationnelle  *

L’équation (1) ne peut done étre intégrée complétement par des
fonctions algébriques, et par conséquent 1'équation (A) non plus.

Ajoutons, pour conclusion, la remarque suivante :

Si I'on pose, comme dans I'équation (H),
(l) '—/-‘(—z) =,

?(2)

z est, d’aprés la proposition I du § V, une fonction uniforme de¢;
mais, d’aprés la proposition II du méme paragraphe, f(2)? cto(z)3
sont aussi des fonctions uniformes de v.

Posant donc

(2) z=7(v),

on a la proposition suivante :
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. .
Les équations ((3) peuvent, au moyen des substitutions uniformes,
mais en général non rationnelles,

3=y (v )v 2y == X(":)-
étre mises sous la Sorme

/‘ r["“‘f Jg\l')ll!"_ll" .

""‘u

S0y Ve ,
( ) (lv +j v g (¢ (Iv: Uy,
Y m '

oulona ' LN
G=1yxln), Za==y(n),

(L)

et oi g(v) est une fonction uniforme, en général non rationnefle,
de v.

Heidelberg, le 14 fevrier 1880.



