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278 . PREMIÈRE PARTIE,

MÉLANGES.

SUR UNE CLASSE DE FONCTIONS DE PLUSIEURS VARIABLES, PROVENANT
DE L'INVERSION DES INTÉGRALES DES SOLUTIONS DES ÉQUATIONS DIF-
FÉRENTIELLES LINÉAIRES A COEFFICIENTS RATIONNELS;

' Put M. L. IIJCHS, a Heidelberg.

Traduit par M. STËPHANOS.

De même que les fonctions de plusieurs variables, appelées abé-
liennes, doivent leur naissance aux intégrales des fonctions algé-
briques quand on considère, d'après l'exemple de Jaeobi, les limites
supérieures de p intégrales d'une fonction algébrique convenable
comme fonctions de la somme de ces intégrales et d'autres p— 1
sommes semblablement formées, de même on obtient, comme je le
démontre dans le présent travail, une nouvelle classe de fonctions
de plusieurs variables en prenant pour base les intégrales des solu-
tions des équations différentielles linéaires à coefficients ration-
nels.

Je me suis posé d'abord la question d'examiner la nature des
solutions d'une équation différentielle linéaire et homogène du
wième o r c [ r e pour le cas où les équations

m

où £«, £2? •••» Cm sont des constantes et *où fK (z) , fi(&)i •••*
fm{z) constituent un système fondamental de solutions de l'équa-
tion différentielle, doivent définir z^ z2 , . . . , zm comme fonctions
analytiques de uK, i/2, . . . , um.

J'ai obtenu la résolution de cette question pour les équations
différentielles du second ordre, et je me propose de présenter dans
ce qui suit les résultats auxquels je suis parvenu.

Pour des développements ultérieurs sur les fonctions ici définies,
et surtout pour leur représentation analytique, on aura à se rap-
porter aux relations que j 'a i données, dans un travail inséré au
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tome 75 du Journal deBorchardt, p. 177 ({), pour les intégrales
des solutions d'une équation différentielle linéaire, prises entre deux
points singuliers-de cette équation.

Les résultats du présent travail ont déjà été communiqués, le 4
de ce mois, à la Société Royale des Sciences de Göttingue.

I.

Considérons une équation différentielle

dont les coefficients P, Q sont des fonctions rationnelles de z, qui
soit telle que ses intégrales aient par rapport à tout point singulier a
la propriété que, multipliées par une puissance de z — «, elles ne
deviennent ni nulles ni infinies pour z = a (voir mon Mémoire,
t. 66 du Journal de Borchardt, p. i4ö).

Soit
r i = / ( s ) , y* = ?[*)

un système fondamental d'intégrales de l'équation (A)5 alors

«'1= / f(z)dz, «' ,= / f(z)dz9

où z0 désigne une valeur arbitraire, formeront, avec une constante
que nous prendrons égale à c, un système fondamental d'intégrales
de l'équation différentielle

z . , x <Piv _ dlw div
v y dzz dz* x dz

Un changement du chemin d'intégration changerait respective^
ment wK, w2 en w\ , w2 , tels que

« H , . . . , a22, j3i9 (32 désignant des constantes.

(*) Voir Bulletin^ irc bérie, p. 233-236.
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Le même changement de chemin remplace respectivementyh\y2

, x ( / l = «11/1 +

\ y't = «21 J l +• «22j2-

Maintenant, au moyen des équations

(B)

où t[< «. £2 .*0/i£ r/e^ valeurs arbitraires jixes, mais différant des
points singuliers de Véquation (À% en même temps queJ(^)y
fi£?)i ?(£«)> rf(s2) oni des valeurs données, définissons £M z2

comme fonctions de M,, <£2 ef cherchons quelles propriétés doivent
avoir f (z)) y (z) pour que z{, z2 soient des fonctions analytiques
déterminées desdites variables.

Supposons que les chemins d'intégration joignant les mêmes
valeurs de z soient coïncidents pour les deux équations.

Faisons passer par chacun des points singuliers as, «r2, . . . , <z? de
l'équation (A) une coupure quelconque jusqu'à l'infini; soit dési-
gnée par €ji la coupure correspondant à at. Ces coupures ne doivent
se croiser ni avec elles-mêmes ni entre elles. Que le plan des va-
riables complexes z ainsi découpé soit désigné par T'. Si toutes les
intégrales qui figurent dans (B) franchissent une même coupure qi
un nombre égal de fois et dans des sens identiques, toute variation
du chemin de l'intégration changera u{ en à, 4 u{ 4- «12**2-1- j3< c, w2

en a2| ii\ -f- a22M2-|- (32c* si par cette variation de chemin 7 i ? j ^ 2 su-
bissent la substitution

/«11 «12\

\«2i «22/

Les quantités |3,, (32 ont des valeurs déterminées lorsque le chan-
gement du chemin d'intégration est déterminé.

Soient maintenant

(C) r J=F,(«1 ,«2) , s ï =F 1 (« l ,« J ) ;
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ces fonctions F, et F2 jouissent de la propriété suivante i

Les fonctions F< et F2 admettent en outre généralement la même
valeur pour une infinité d'autres valeurs de U\, u2, comme il résulte
de ce qu'on peut laisser invariable le chemin d'intégration de £2 à
z2 ou bien celui de ^ à zx, en faisant varier l'autre.

IL

Nous allons maintenant supposer que l'équation (A) n'ait que
des points essentiellement singuliers, c'est-à-diic que ses coeffi-
cients ne deviennent infinis que pour des points auxquels l'inté-
grale générale devient discontinue ou subit une ramification. De
plus, que les racines des équations fondamentales déterminatrices
correspondant à chacun de ces points singuliers soient des nombres
réels et rationnels, et en outre, conformément à mon Mémoire
(t. 76 du Journal de Borchardt, p. 184), diilérents entre eux, né-
gatifs et plus petits en valeur absolue que l'unité.

Au contraire, que les racines de l'équation fondamentale détermi-
natrice correspondant à z ==• GO soient des nombres réels et ration-
nels, diiïérents entre eux et plus grands que l'unité positive.

Les quantités z^ z2 qui figurent dans les équations (B) peuvent
alors coïncider, pour des valeurs finies de u{, u2, avec des points
singuliers de l'équation (A) ou avec le point à l'infini.

Les fonctions zu z2 des variables indépendantes i/f, u2 définies
par les équations (B), satisfont aux équations différentielles

OÙ

f [H

Lorsque w4, u2? partant des valeurs o, 0, suivent des chemins ar-
bitraires et indépendants entre eux, il arrive, d'après les principes
développés par MM. Briot et Bouquet (voir Bulletin des Sciences
mathématiques, t. III, p. 2Ö5, et BRIOT, Théorie de* fonction* abc-
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Hennes, p. 79), que z4, z2, partant des valeurs £<, £2, s'avancent d'une
manière continue sur des chemins correspondants et restent ho-
lomorplies au voisinage des valeurs parcourues de u{, M2, jusqu'à
ce que z^ z2 soient devenus infinis ou soient parvenus à des

valeurs pour lesquelles / ( ' l i , f-^}, llüiJ, ti^Ü prennent des
x A A A A

valeurs qui ne sont pas toutes finies et déterminées.
Cette dernière circonstance ne peut avoir lieu que lorsqu'une au

moins des quantités zK, z2 s'approche d'un point singulier de l'équa-
tion (A) ou du point à l'infini, ou bien lorsque ces quantités
atteignent des valeurs satisfaisant à l'équation A = o.

m.
Considérons d'abord le cas où, pour u{ = v{ et i/2 = ^ %\ coïn-

cide avec un point singulier de l'équation (A) etz2 avec un point b
non singulier et situé en distance finie, sans que pourtant l'équa-
tion

soit satisfaite par zK = a, z2 = b.
Si l'on pose

on aura, d'après mon Mémoire ( t. 66 du Journal de Borchardt,
p. 139), aux environs de a,

où r4, r2 sont les racines de l'équation fondamentale déterminatrice
correspondant à a, c n , •. . ,c2 2 des constantes, et g,(w,), gs{wt)
des fonctions holomorphes au voisinage de a et telles quegi(o),
g*2(o) soient différents de zéro.

Au contraire, on a, aux environs de £ 2 = Z>,

I ?(Z2) = y'o + v'i";2 •+• v'2

'A' étant des constantes déterminées.
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On aura, par conséquent,

(3) A = « ^ ( w , , ws) -f- «^G2(^t, wf),

où G<, G2 désignent des fonctions de w{, iv2 respectivement holo-
morplies aux environs de wf = o, w2 = o.

Soit /*2^> '*i •
Puisque z4 = a, z2= b ne satisfont pas à l'équation (F), la quan-

tité
G t ( o , o) = g>t(o) [cuy0 —

doit être diiïerente de zéro.
11 résulte de là que Aw~ri est fini et différent de zéro pour

w{ = o, w2 = o.
Soient maintenant, d'après le numéro précédent,

n n

où Âr<5 /r2, /Î désignent des nombres positifs entiers, dont les deux
premiers sont plus petits que n, et posons

Les équations (E) se transforment ainsi en

(4)

Si nous supposons donc que

*!>« — I,

c'est-à-dire, à cause de hK <^ JÎJ que

les valeurs de -r—? -r—> -r—--> -r—- résultant des équations (4) seront
ôul ou2 oui ôu2

 x '
des fonctions holomorphes de t, w2 aux environs de t = o, çv2= o.

De là, il s'ensuit que zK et z^ sont des fonctions holomorphes de
M4, u2 aux environs des valeurs u{ = vh^ w 2= v2.

= y ( w2 -+- b) ilux — ƒ ( «'2 4 - 6 ) dut9

A ̂ 2 == - [ ctl t-*i Sx [t»>) + c22 t~
h\ g, ( t" )] <ftt



484 PREMIERE PARTIE.

IV.

Considérons maintenant le cas où, pour u{ = yM «2 = y t, les z^
z« coïncident respectivement avec deux points singuliers différents
aK, «2 de l'équation (A), sans que toutefois l'équation ( F) soit satis-
faite par z{ = « M r r 2 = a.2.

Soient 7f
H, / 1 2 les racines de l'équation fondamentale détermi-

na tri ce correspondant à as et/ 'o, , 'VJ celles de l'équation corres-
pondant à «2 , et posons, en conformité avec les deux numéros
précédents,

(')

I / ,

i •/ , , /2, n o /i2 étant des nombres entiers positifs, et lK ]
En posant de nouveau

ou aura, à l'instar des équations (i) du § III,

où c H ? • • • < £22) e n , . . . , e2 2
 s o n t ^ e s c o n s t a n t e s i e t é̂ * '

Ai (w2), /u(w2) des fonctions liolomorphes au voisinage de w^ = o
ou de w 2 = o , et qui ne s'annulent pas pour %v4 = o ou pour
tv2== o. A prend maintenant la forme

A =
(3)

oùG/*(wi, iv2) sont des fonctions liolomorphes de w^ w2 aux en-
virons de wi = o, w2 = u.

.Maintenant

Gn(o, o) = (c
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est diluèrent de zéro, car autrement l'équation (F ) serait satisfaite
^ = « j , z2 = a2j contrairement à notre supposition.

Il suit delà que t\w~' nw~rii est uni et différent de zéro pour
\ = O, W2 = O.

En substituant dans les équations (E)

A ÔtV Ùt* <)/4) ()t,y 1 r> • 1 1 1
on reconnaît que -r— -, -— 5 —- ? --" sont des ionctions hoiomorphes

oul ou2 dut ou 2

de £4, /o aux environs de £, = o, ^2= o,d'où il résulte que l^ f2,
<;t par conséquent z t , z2, sont des l'oiietions holomorplies de utJ

u2 aux environs de //, = vs, //2 = v.>.
Soient p{, p2 les racines de l'équation fondamentale détermina-

trice qui correspond à z = co pour l'équation (A) , et posons

vv2, n sont des nombres positifs entiers et tels ques2^>.?i ^> n

[voir § II).
Nous supposerons maintenant que

(4) sx=n + \.

Sous le bénéfice de cette supposition, on démontrerait, comme
dans les cas du précédent et du présent paragraphe, que zK,z2

demeurent uniforme, même dans Je voisinage de valeurs de U\,
a2 pour lesquelles z{ devient infini et z2 \ient à coïncider avec un
point «singulier de l'équation (A), ou bien non singulier, tant que
l'équation (F) n'est pas satisfaite pour ^ = oo , £.>= a>

En joignant les résultats de ces deux derniers paragraphes, on ob-
tient la proposition :

Lorsque pour tout point singulier de V é(j nation (A) les racines
/'t, r2 de Véquation fondamentale déterndnatrice correspondante
sont de la forme

( G ) /-! = — i - f - - , r 2 = — t - f - -
n n

[n et l étant des nombres positifs entiers, /^>i), tandis que les
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racines pi, p2 de l'équation fondamentale dé terminal vice corres*
pondant à z = oc sont de la jorme

(JI e£ Z étant des nombres positif s entiers, / > i), les f onctions zM

22 seront des fonctions uniformes de u{, M2 'f.** environs de toutes
les valeurs de ces variables, pour lesquelles z{, Zo ne viennent-
pas à coïncider avec des points satisfaisant à l'équation (F).

V.

Soient/'(s), cp(s) deux intégrales arbitraires de l'équation (A).
On aura, aux environs d'un point singulier a,

9 ( 3 ) = cn{z - a ) ' \ gl(z) -f- cn{z - a)>\ g 2 [ z ) ,

où 7^, 7*2 (7*2̂ > 7*, ) sont les racines de l'équation fondamentale dé-
termina tri ce correspondant à rz, cH , . . . , c2o des constantes diffé-
rentes de zéro, et gt (^), gi(z) des fonctions holomorphes aux en-
virons de a et telles que gK (#), g2(a) soient diiïérents de zéro.

Il sera supposé constamment dans le présent travail que le déve-
loppement d'une intégrale de l'équation (A) aux environs d'un
point singulier ou du point à l'infini ne contient pas de loga-
rithme.

Si Ton pose

on aura, pour z = «, £ = — 9 qui sera ainsi lîni et différent de zéro.

On voit de même que, pour z = oo , £ sera aussi fini et différent de
zéro.

Définissons maintenant, d'après l'équation (H), z comme fonction
deÇ.

Supposons qu'à une valeur arbitraire Ço de Ç corresponde une
valeur z0 de z. En partant de ce couple de valeurs, on peut pour-
suivre la fonction z sur le plan des £, ce qui s'effectue a l'aide de
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l'équation

à laquelle z satisfait (voir mon Mémoire, t. 06 iu Journal de Bor~
thardtj p. 128), et dans laquelle

La quantité C a une valeur constante et déterminée si f(z), (f(z)
désignent des solutions déterminées des équations (A).

Les valeurs de f pour lesquelles z peut cesser d'elre holomorplie
sont, en dehors de £ = 00 , les valeurs de cette variable pour les-
quelles z coïncide avec un point singulier de l'équation (A) ou bien
devient infini.

Supposons d'abord que, pour £ = £4, z coïncide avec un point
singulier a de l'équation (A), et soient /•*, r2 les racines de l'équa-
tion fondamentale déterminatrice correspondant à «, racines qui
satisfont aux conditions (G).

On a ( voir mon Mémoire, t. 66 au Journal de Borchardt, p. 143 )7

aux environs de #,

F(») ==(*--«) W - 1 * ! * ) ,

où>î (z) est une fonction holomorphe aux environs de a et diffé-
rente de zéro pour z = a.

Si maintenant on a d'abord f

il résulte de l'équation (J) que z est holomorphe aux environs de
^ = ^1

#, mais, si l'équation (2) n'a pas lieu, en substituant dans
l'équation (J)

z — a = *2,

on obtient

oùip (t), Ti(t) sont holomorphcs aux environs de t = o, et dont
quotient ne devient ni nul ni défini pour t = o.
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En prenant dans ce cas ; - ,;/i

(4 ) < = *.
il résulte de l'équation (3) que /, et par conséquent z sont holo-
morplies dans le voisinage de *£ = ^ .

Supposons en second lieu que, pour £ = Ç2, z devienne infini, et
soient p n p 2 les racines de l'équation fondamentale déterminatrice
correspondant à z = oo , racines qui satisfont aux relations (G').

On a, pour les environs de z = oo ,

(5)

où h\ { - ) » //2 ( ~ ) » rîi ( - ) sont des fonctions liolomorphes aux en-

virons de z = ce et ne s'annulent pas pour z = oo . Les constantes
y,,,. ..y22sontde même différentes de zéro, puisque ƒ (z), a>(j)sont
d(îs solutions arbitraires de l'équation (A).

Si Ton a de nouveau *

(6) Ojzrr^-f-i,

il résulte immédiatement de l'équation ( J) que z est uniforme aux
environs de £ = £2; mais, si l'équation (6) n'est point remplie, en
substituant dans (J)

z = r-«,
on obtient *

où ^\{t)^riK[i) sont des fonctions liolomorphes aux environs de
t = o et ne s'annulent pas pour t = o.

En prenant de nouveau dans ce cas

(8) l = i,

il se trouve que t rt par conséquent r: sont uniformes aux environs
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Supposons en dernier lieu que, pour £ := oo , on ait z =s= b, b n'étant,
d'après la remarque faite au commencement de ce numéro, ni un
point singulier de l'équation (A) ni infini. Pour z=b, on aura
cependant <p(z) = o.

Soient, aux environs de b,

j ƒ ( * ) = « o - l - " t ( * — * ) • + - • . . t •
l9) i T ( * ) = 4 ( 5 - * ) 4 . . - . , -
On obtient de là

Comme maintenant f(z) et 9(3) ne s'annulent pas simultanément^
puisque b n'est pas un point singulier de l'équation (A), il s'ensuit
que #o e st différent de zéro. De même a\ ne peut pas être nul, car
autrement il résulterait de l'équation (A)que<p(s) est identique-'
ment nul. L'équation (10) reçoit donc la forme

(io«) «t {z - b) H- at(z - b)* + . . . = 1,

où <**=: — est fini et diflërent de zéro. 11 résulte de cette équation,
a0

 J

comme on sait, que z est une fonction holomorplie de - aux envi-
"9

rons de £ = 00 .
De ce qui précède on obtient la proposition :

I. Si les quantités rt, /'2 correspondant à tout point singulier
remplissent les conditions

( K ) r, z= — 1 H— et r«= r\-h 1 ou / j = - r i + -i

et que les quantités p\, p2 correspondant à l'infini remplissent les
conditions

(K') p, = iH— et p2 =p2 ! H 1 o u | D 2 =

/« fonction z de £ définie par Véquation (H) .çe/vz meromorplie
pour toutes les valeurs de £.

Bull, des Sciences mathem.y -ï* Série, t. IV. (Août 1880.) 19
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Une conséquence immédiate de cette proposition est exprimée
par le corollaire :

La fonction -~j-\ n'admet pas une même valeur pour diverses

valeurs de z.

Supposons maintenant que, dans le cas où l'équation ( i) ou l'é-
quation (6) se trouve remplie, il arrive respectivement que le dé'
nominateur de r{ ou de ps soit égal à 2.

Alors la fonction F ( z ) sera aussi une fonction uniforme de £.
Soit d'abord £ = XI une valeur pour laquelle z ne coïncide pas

avec un point singulier de l'équation (A) ni avec le point à Tin-
fini : il est évident que F (2) est uniforme aux environs de

r — r
Soit maintenant £ = £t une valeur pour laquelle z coïncide avec

un point singulier a. On aura, d'après ce qui précède,

où yj(z) est une fonction bolomorplie aux environs de z~a et
différente de zéro pour z = a.

Si l'équation ( 2 ) 3 lieu, on aura, d'après notre supposition,

r , + /j — i=:2 / ' | = un nombre entier,

et par conséquent F ( s ) , de même que s, sera uniforme aux envi-
rons de £ = ^ | .

Si au contraire c'est l'équation (4) qui a lieu, 011 aura

r2 -f- /', — 1 ~- — 3 4 •

On a ainsi
F(z N —: P-*" r/a -f- tn .

D'après ce qui précède, t et par conséquent F( z) sont uniformes aux
environs de £ = £ f .

On reconnaîtrait de la même manière que F ( 2) est uniforme aux
environs d'une valeur de £ pour laquelle z devient infini.

Nous avons déjà démontré que z est une fonction uriiforme de

£$ la même ebose a donc lieu pour la dérivée - • Puisque mainte-
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nant ~> ainsi que F (s), est une fonction uniforme de £, il s'ensuit

de l'équation (J) que <p(s)a et de même f(z)2 sont des fonctions
uniformes de £.

On obtient ainsi la proposition suivante :

IJ. Lorsque les conditions (K), (K') subissent la restriction que
le dénominateur de r{ ou de p, soit égal au nombre 2 dans le cas
où /v — / 1 , - ! - ! ou p 2 = p , H - i , les Jonctions y(z)2 et ƒ ( z ) 2 sont

également des Jonctions uniformes de z.

VI.

H résulte du numéro précédent que, lorsque les variables indé-
pendantes ul9u2 atteignent dans les équations (B) des valeurs pour
lesquelles s,, z2 satisfont à l'équation (F) , on doit avoir nécessai-
rement zK =. z2 dès que les équations (K), (K') sont remplies.

Conformément à cela, soit, pour uK = r, et w2 = is, z{ = s2 = b.
Si l'on admet ici les suppositions de la proposition II du para-

graphe précédent, il s'ensuit, d'après cette proposition, que les
équations

où les signes se correspondent, ont lieu simultanément.
Distinguons maintenant trois cas :
i° b n'est pas un point singulier de (A). Soient, aux environs de

*, = * ,

on aura, d'après les équations (i),

où les signes se correspondent.
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Le» équations (E) devieiment alors

i l . »

Si nous posons

où les signes se correspondent, il viendra des équations (F/*)

(4)

En effectuant sur A'les substitutions indiquées par les équations
( 2) et (aa),onreconnaitquf A'estdivisible p a r ( r 2 — h ) — (z\ — b).
Les termes du quotient sont des fonctions entières, homogènes et
symétriques de zs— />, z2—b, et la valeur de ce quotient pour
Z\ = è , z 2 = b est «oci — a\ 0̂̂  qui n'est point nul, puisque J'{z)i
<f(s) forment un système fondamental de solutions de ( V).

Les coefficients de dun f/u2 dansles équations (/j) sont également
divisibles par ( r 2 — h) — (zt — A), et les (juotirnts correspon-
dants sont des fonctions entières, homogènes et symétriques de
Z\ — A, z2 — b.

A . . . , , . , x r)^«', à(\'c d(\'x à(v0 ,
Un obtient ainsi des équations (4 h pour •» —^? --- •» ~r-: nes

1 K - l ou{ öu{ ôn2 oit2

expressions qui dépendent rationnellement de <*',, w2 et qui ne de-
viennent pas infinies pour u{ = ^ f , z/2 = i^. I4es fonctions ç^,, w2

sont par conséquent des fonctions uniformes de / / j , / * 2 aux environs
de M, = ^,, w2 = ^2.

Si dans les équations (3) on a à prendre les signes inférieurs, il
se trouve que z, — b et z2 — A, et par conséquent z, et 72? sont des
fonctions uniformes de ut1 u2 au voisinage de ^̂ , = *',, / / 2 = y2-

Si au contraire il faut prendre dans les équations (3) les signes
supérieurs, il résulte que z^ -f- zt et zi z2 représentent des fonctions
uniformes au même voisinage.

2° b coïncide avec un point singulier de l'équation ( 4 ) . Soient
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les racines de l'équation fondamentale déterminatrice corres-
pondant a £, et soit, conformément aux propositions T, II du pa-*
ragraphe précédent,

( 5 ) r{ = — i -h - et r2 = — i H-- - ou rt = r, 4- i ,

avec la condition n = i pour ce dernier cas.
Posons, dans les équations (E), ,

s,--£ —f , z2— b = tn',
ou a alors f

où c*i,,. . .,c22 sont des constantes arbitraires, gi(ln)'> gi(
fonctions holomorpbes de tn aux environs de t = o et qui ne s'an-
nulent pas pour £ = o , et où s est égal à o ou à i suivant que
Ton a

/2— — H — ou rt=rx-t-\f

c'est-à-dire
t\ = l, rt =z -+- f .

Posant de nouveau

on obtient des équations (6)

L'expression A/','"' /'] ' est divisible par t\ — t2
K ou par t2 — tt sui-

vant que l'on a
c z _ l OU £ rz_ O.

L a va leur d u q u o t i e n t p o u r /, = o , / 2 = o est éga le à
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qui est difl'érent de zéro, puisque f(z), cp(z) forment un système
fondamental de solutions de (A) et puisque gi(o)rg*(o) ne s'an-
nulent pas.

En posant

les équations (E) deviennent

Si Ton a maintenant s = o, on déduit des équations ( E*), comme
on l'a déjà fait dans le cas i° pour zs — />, r2— h au moyen des
équations (Ea), que les quantités t^ t2 mêmes, ou bien les /, •+-l2)
t\ ̂ 2? et par conséquent aussi les quantités z, 4- z^ z{ z2, sont des
fonctions uniformes de u^u^ aux environs de u< = ^,, w2= *>*•

Soit, en second lieu.

Posons, suivant que les équations (E*) doivent être prises avec
les signes supérieurs ou inférieurs,

Les équations (E*) donnent alors

Les coefücients de ces équations sont divisibles par t'i — /J. Les
quotients correspondants se composent de termes qui sont des fonc-
tions rationnelles, homogènes et symétriques de /';*, /jf. On a, en
outre,

r\ i ' i • t i« ^wr i ^ r l 'i ^fl'2 ^ff>2 i r

Un déduit de la que -t—? -— t -— -» sont des expressions ior-
1 ( /»! C)W2 (j^i c/«2

 X

niées rationnellement avec vvM çv2
 et qui ne deviennent pas infinies

pour tt| = ^,, u2 = i'i^ d'où il s'ensuit que w,, ^ T et par cpnsé-
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quent zK -h ^2 et zK z a , sont des fondions uniformes de iif,i£2 aux
environs de uK = y,, u2= t v

3° b = oo . Soient p , , p2 tas racines de l'équation fondamentale
déterminatrice correspondant à z = oo , et soit, conformément aux
propositions I, II du numéro précédent,

- OU

Posons, dans l'équation (A),

alors

constituent un système fondamental d'intégrales de l'équation dif-
férentielle entre y} et £. Le point £ = o est un point singulier pour
cette équation, et les quantités

- , ^ - - 1 + - ou

sont les racines de l'équation fondamentale déterminatrice corres-
pondant à \ = o.

Pourtant, en posant

• -si» — —

on tire des équations (B)

Il résulte maintenant de ces équations, comme dans le cas a°,
que £| -\~ £2

 e t £, 2̂ sont des fonctions uniformes de M, , w2 aux envi-
rons de H, = *>,, z ^ = ^2-

Par conséquent, la même propriété appartient a 5 , + ^ et zs z



*g6 PREMIÈRE PARTIE.

Eu résumant ce qui précède, on obtient la proposition: sui-
vante :

Si les racines r{, r2 de toute équation fondamentale détermina"
trice correspondant aux divers points singuliers de l'équation (A)
sont telles que Von ait

ou bien
M - ~ 2' r2~~ 2'

et si pour les racines pM p2 rfe l'équation fondamentale détermi-
nalrice correspondant à z = se on a soit

les f onctions F | (iij, W2)Î 1̂ 2 ( ̂  i ̂  "2) définies par les équations (B)
.vo/z£ racines d'une équation quadratique dont les coefficients sont
des f onctions uniformes de uiyu2>

VU.

D'après mon Mémoire (t. LXVI, p. 14^ du Journal de Bor-
chardt, on a

(1) 2[rl-h?'i)-+-pl-ho2'=z.A— r,

en désignant par A le nombre des points singuliers de l'équa-
tion (A).

Si maintenant A' est le nombre des points singuliers pour les-
quels les équations fondamentales déterminatriees ont les racines
— ̂  + - o e t A' Ie nombre des autres points singuliers, l'équa-
tion (1) devient

• [Ji •

où la somme se rapporte aux dénominateurs des racines des équa-
lious fondamentales qui correspondent aux points singuliers de Ja
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seconde espèce. Mais, comme !

l'équation (2) donne

(3) fA"+A'<6 ou A-+-*A'<6.

11 s'ensuit de là que : .

Le nombre des points singuliers de V équation (A) nest pas su-
périeur à six.

Mil.

Voici un exemple pour le cas A = 6.
Si Ton a pour chacun des six points singuliers

- î-,
l'équation (A), d'après mon Mémoire (t. LXXXI du Journal de
Borcliardt), sera satisfaite par la racine carrée d'une fonction ra-
tionnelle.

Or, comme il faut que dans les développements relatifs aux envi-
rons d'un point singulier ou du point à l'infini n'entrent pas de
logarithmes, il s'ensuit qu'il y aune seconde racine carrée d'une
fonction rationnelle satisfaisant à l'équation (A) et constituant
avec la première un système fondamental.

Si Ton représente par a{,a2, . . . ,«6 les points singuliers, et que
l'on pose

le système fondamental a la forme

où g(z)) h(z) désignent des fonctions rationnelles entières,
Comme dans le cas actuel on a

il s'ensuit que g{z), h[z) ne peuvent pas être d'un degré supérieur
au premier. Dans l'exemple actuel, les fonctions F , ( / )
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fournissent donc les fonctions hyperelliptiques 5u pre->
mier ordre.

IX.

Le fait qu'en général les équations différentielles (A) ici caracté-
risées n'admettent pas des intégrales algébriques, et que par consé-
quent les fonctions Fi (w4, ii2), F2 {us, u2 ) sont différentes desfonC"
dons abéliennes, peut être montré par l'exemple suivant.

Soient A = 2et a^a2 les deux points singuliers de l'équation (A),
et soient

i = — h r u = — 3h
Jes racines de l'équation fondamentale déterminatrice correspon-
dant à ai , de même *

rl\ 6 ' 7 22 6"

les racines de l'équation fondamentale déterminatrice correspondant
à a2 et

Pi = lt h—*

les racines de l'équation fondamentale déterminatrice correspondant
à z = 00 .

En substituant, pour ce cas, dans l'équation (A), •

5
y = ( 3 — t f , ) - 1 ^ — *,) *ir,

les racines des équations fondamentales déterminatrices correspon-
dant respectivement à

ffl9 ft2f CO

sont
Ï •> 5 7 3 1
3 0 12 1? 4 4

par conséquent, l'équation en w a la forme

P étant une fonction rationnelle de z.
D'après mon Mémoire (l . LXXX1 du Journal de Borchardt,

[y. I 3 J ) , cette équation différentielle, comme les racines de l'équa-
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tion fondamentale détermînatriee correspondant à a2 sont plus
grandes que 10, n'est pas intégrable algébriquement tant que cha-
cune de ses intégrales ou une fonction quadratique homogène de ses
intégrales n'est pas égale à la racine d'une fonction rationnelle.

Puisque maintenant les dénominateurs des racines des équations
fondamentales déterminatrices correspondant aux points singuliers
a^a2 sont différents des nombres 1,2,4, la seule possibilité res-
tante, d'après le même Mémoire (p. i3ti), est que l'équation (i) soit
complètement intégrable par des racines de fonctions rationnelles.

Ce qui cependant ri a pas lieu.
En effet, toute racine w d'une fonction rationnelle de z, satisfai-

sant à l'équation (1), devrait avoir la forme

«•• = .f (s) ( 3 - * , } • . ( 3 - * , ) • . ,

où ^(5) serait une fonction rationnelle entière de s, ne s'annulant
pas pour z = ax ni pour z =. a2, et où de plus a{ aurait une des
valeurs ^, ~ et a2 une des valeurs-^, 4

7
2. Le degré \x de ty(z) devrait

aussi satisfaire a la condition

Cependant la seule fonction répondant à ces diverses restrictions
est

à l'exclusion de toute autre racine d'une fonction rationnelle
L'équation (1) ne peut donc! être intégrée complètement par des

fonctions algébriques, et par conséquent l'équation (A) non plus.
Ajoutons, pour conclusion, la remarque suivante :
Si l'on pose, comme dans l'équation (H),

z est, d'après la proposition I du § V, une fonction uniforme det>;
mais, d'après la proposition II du même paragraphe, f(z)2 eto(z)2

sont aussi des fonctions uniformes de r.
Posant donc

on a la proposition suivante ;
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Les équations ((3) peuvent, au moyen des substitutions uniformes,
mais en général non rationnelles,

être mises sous Informe

où ton a ' * fl *

e£ où g'(i') ^A^ une /onction uniforme, en général non rationnelle,
de 9. .

Heidelberg, le i4 février 1880.


