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CONSIDÉRATIONS SUR QUELQUES FORMULES INTÉGRALES
DONT LES VALEURS PEUVENT ÊTRE EXPRIMÉES EN CERTAINS CAS

PAR LA QUADRATURE DU CERCLE.

MÉMOIRE DE LÉONARD EULER,

PUBLIÉ CONFORMÉMENT AU MANUSCRIT AUTOGRAPHE;

PAR M. CHARLES HENRY.

Le manuscrit que nous publions est conservé à la Bibliothèque natio-
nale de Paris sous le n° 14730 du fonds français; il compte seize feuillets
écrits au recto et au verso et reliés entre six et quatre feuillets de garde.

Une note écrite sur le troisième feuillet de garde du commencement
nous apprend qu'il a appartenu à Lagrange, qui le donna à Lacroix.
Celui-ci en lit hommage à la Bibliothèque.

Ce Mémoire n'est pas mentionné dans le Catalogue des Œuvres inédites

(•) Cette lettre était formée d'un cachet de cire rouge, portant l'empreinte de la
couronne d'épines, etc. (cachet de Tordre de l'Oratoire).

Elle a pour suscription :

Au Reverend Pere
Le Reverend Pei e >
Rejneau prestre de
loratoire rué du Louvre
etc,

a Paris,

et l'on y a ajoute un peu plus tard, entre la première et la deuxième ligne, ces deux
mots, de Vienne, qui indiquent le lieu de provenance de la lettre; et en effet cette
lettre et la précédente sont deux précieux autographes du P. Jaquemet, que le bibliothé-
caire actuel de l'ordre de l'Oratoire, le R. P. Ingold, a eu l'aimable obligeance de me
communiquer. A. M.



208 PREMIÈRE PARTIE.

d'Euler rédigé par Fuss (* ) ; mais Libri fait sans doute allusion à cet écrit

dans le passage suivant : « II existe à Paris différents Mémoires inédits

d'Euler; un de ces Mémoires se trouve a la Bibliothèque royale (*). >»

Les autres Mémoires sont probablement ceux qui sont conservés à la Biblio-

thèque de l'Institut parmi les manuscrits de Lagrange (3).

En em'pruntant à ce travail la formule suivante,

Lacroix ajoute : « Ce beau théorème se trouve, mais sans démonstration,

dans un Mémoire inédit d'Euler que M. Prony m'a communiqué (4). »

Toutefois, ce n'est pas là le seul emprunt de Lacroix; on s'en convaincra

si l'on prend la peine de comparer les pages qui suivent avec les nos 116!)

et suivants, 1190, 1196 et suivants du troisième volume du Traité de

Calcul différentiel et intégral.

(• ) Correspondance mathématique et physique de quelques géomètres du xvili* siècle,
t. I, p. exix. Il est signale pour la première fois dans l'introduction des Commenta-
tiones arithmeticœ colleclœ, p. xi.

(•) Journal des Savants, année I8'I4, P- 389, note 1.
(') Le tome II des manuscrits in-folio de Lagrange renferme (f° 108) un extrait de

la théorie d'Euler sur la précession des équinoxes (t. XIII des Novi Commentant
de Saint-Pétersbourg).

Le tome IV des manuscrits in-{° renferme les écrits suivants :
Folio 110. Sur l'arrangement des verres dans les lunettes pour faire disparaître

les couleurs d'Iris.
Folio 5o. Considérations sur la sommation de certaines séries.
Folio 170. Construction d'un télescope sans verres.
Folio 62. Détermination de ma méthode générale de déterminer le mouvement

d'une corde quel qu'ait été son état initial.
Folio i32. Méthode pour rendre les lunettes à plusieurs verres aussi parfaites qu'il

est possible.
Folio 68. Des microscopes.
Folio I/J8. Moyens de perfectionner les lunettes à 4 verres en y ajoutant encore

quelques verres.
Folio 115. Recherches sur le lieu de l'œil qu'exige le champ apparent.
Folio 92. Recherches sur les moyens de perfectionner les lunettes astronomiques.
Folio i63. Recherches sur les moyens de délivrer les télescopes et les microscopes

de la confusion causée par la différente réfrangibilité des rayons.
Folio 47. Lettre à Bernoulli, 1773. (Extrait par Lagrange.)
Folio 4-3'|, folio 40-46. Lettres à Lagrange.
(4) Traite de Calcul différentiel et intégral, t. III, p. 480. Paris, 1819.



'MÉLANGES. 209

Ce Mémoire a été publié en 1862 par l'Académie des Sciences de Saint-
Pétersbourg (1 ) ; cependant nous n'hésitons pas à le réimprimer d'après
l'autographe, vu l'intérêt tout particulier de la matière et l'absence com-
plète de la publication dans les bibliothèques publiques de Paris.

C. H.

MANUSCRIT (a).

1. Toute formule différentielle rationelle peut être intégrée par
le moyen des logarithmes et de la quadrature du cercle. Or ces
intégrales sont pour la plus part renfermées dans des formules
d'autant plus compliquées, plus la variable contient de dimen-
sions : cependant quand on donne à la variable après l'intégration
une certaine valeur déterminée, il peut arriver que les intégrales,
quelques compliquées qu'elles soient, se reduisent à des formules
assés simples, qui semblent mériter une attention tout particu-
lière. Il y a aussi des formules intégrales, qui en gênerai surpassent
toutes les quadratures connues, et qui cependant en certains cas
sont réductibles à la quadrature du cercle. Je me propose ici de
considérer quelques unes de ces formules, et d'examiner les consé-
quences, qu'on en peut tirer pour l'avancement de l'Analyse.

2. Je commencerai par considérer cette formule integrale

i '1 _, e n cherchant son integrale dans le cas, où Ton pose

après l'intégration x = oo ayant pris l'intégrale en sorte, qu'elle
évanouisse en posant x =: o. Dans ce cas on trouvera que la partie
de l'intégrale, qui depend des logarithmes évanouît, et que l'autre,
qui depend de la quadrature du cercle se reduit à une expression
fort simple. Car posant n pour la demi-circonférence d'un cercle,
dont le rayon est = i, de sorte que T. marque en même tems la
mesure de deux angles droits, on trouve en posant après l'intégra-

(*) Opera postuma Leonhardi Euleri mathematica et phjsica, t. I, p. /jo8-438.
(2) Euler écrit presque toujours si au lieu de sin, tag avec un signe abréviatif sur

Va au lieu de tang.

Bull, des Sciences mathém., 2e Série, t. IV. (Juin 1880.) l/\.
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tion x = oo :

/

dx K Ç dx 2 7T Ç xdx IK

;
rfj? * • C #*fo? ÏT . ƒ* .vxdx re

rgy^rfg _ TT #

xxdx

3. Les cas particuliers semblent déjà suffisans pour pouvoir en
tirer par la voye d'induction une conclusion plus generale : car
dans les cas du dénominateur i-f- x3 le radical \j'S fait voir que le

sinus de l'angle ^ y entre-, et dans ceux du dénominateur i-4-x*

le radical ^2 y est sans doute, puisque si j = —ni ce même soupçon

se confirme par les cas, où le dénominateur est 1 -f-«r°. De là nous
pourrons conclure qu'il y aura

J 1+'" n si —
n

et encore plus généralement

1 .r'"-1 dx
. m 77

n si —

pourvu que le nombre m ne surpasse pas n. Car dans les cas où
771 ^> n on sait d'ailleurs que ces formules demandent un dévelop-
pement particulier, puisque leur integrale renferme alors une
partie algébrique.

4. Cette conclusion se trouve tout à fait confirmée, quand on

se donne la peine de développer l'intégrale des formules 1. '—7 1

J xdx r xxdx 1 ,.,, I . . etc. de sorte qu 11 ne sauroit rester auaucun
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doute là dessus. On remarque encore un parfait accord dans les

cas, où m -=.72, car puisque alors si — = sirc = o, l'intégrale dans

le cas x = oc devient effectivement infini : ce qui est evident $

= - l ( i -h xn), et posant x = 00 , la valeur de l'inte-

grale devient infinie. Le même accord s'observe lorsque n= im,
.mit . ir ^ .1 i . fxm-ld.r TT

et partant si — = si - = 1. Car il est clair que ƒ — = —
x n 2 J ' "+" r 2m

en posant x = 00. On n'a qu'à mettre xm =y, pour avoir
rxm-^dx 1 r dy 1 A ,

1 — — _- _ 1 = — A tag r : maintenant posant a: = 00

et partant aussi j = 00 , à cause de Atâgoo = - ? l'intégrale sera

= — • Ce sera donc une vérité suffisameiit constatée, que

si
n

en posant après l'intégration x = o o pourvu que ni ne soit pas
plus grand que n,

5. Cependant cette vérité se peut aussi déduire de l'intégration
indéfinie de la formule

J i -h xn

dont l'intégrale se trouve exprimée en sorte

i rniz ( 77 \ i . mit
cos 1 i — 2 x cos h xx -+- - si — A tâff

n n \ n J n n °
I — x cos—

.3TT
I 3 / 7 2 7 7 / 37T \ ? 3mr- ^ S l

i 5mir.f 5?7 \ 2 . 5/W7T
cos l l i — 9.x cos h .rjc ) H — si 4

/Ï /? \ // / n n

i — .rcos—
n

.5TT
X Sl

1 — .rcos-
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i
cos

n

, . X SI ^—
mi7 f 7 7T \ 'x . 7/W7T /?

1 i — 2.r cos h x.r -f- - si A tâg
n \ n I n n «

' I — X COS-^

etc.

et il faut continuer ces formules jusqu'à ce que l'angle —5 où i

marque un nombre impair quelconque, commence à surpasser rc.
Or quand n est un nombre impair et que dans le dernier membre

o n a i = n, et partant cos — = — 1, il ne faut prendre "que la moitié

du dernier membre ou mettre l ( n - , r ) a u lieu del(i -h ix

6. Tirons de là les intégrales pour les cas particuliers, et
d'abord si n = i et m = i nous aurons

/

dx —
i -+- x —

II. Soit « = a e t nous aurons

/

dr 2 . 7T , .rsi*7r
= - si - A ta#

i -h ^ .r a 2 ° 7T
i — x cos -

2
/ XflX I

SI /W = : 2 , I = - 1 ( 1 - 4 - rJC).
J I -h .ro; s>. '

III. Soit n = 3 et nous aurons,

si m = i ,
7T . /

3 V 1 -

^ . 7T . , J I o ir
bl -^ Ü. ld.J5 —— — COS i

«5 7T O 3
I — X COS -

si m = 2,

i lit

H- ̂ si ~ Atag -cos — 1 (n-.r1;
77

.r cos —
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si m = 3,

/* XX (lx I 377 , / TT \
/ — __ cos — 1 I — 2 X COS ïï -4- XX \

-

ou bien à cause de cos -^=—15 c o s ^ = — 1; s i y = o , et

7T Icos ï ï=r-:
3 2

ƒ
3C3C dOC I « /

= ^ 1 ( 1 - * H- .

7. Dans tous ces cas particuliers, il est aisé de voir que posant
x = 00 les intégrales deviennent parfaitement d'accord avec la
formule generale donnée cy dessus. Mais pour démontrer son
accord en gênerai, il faut faire voir que toutes les parties logarith-
miques se détruisent nécessairement et que les autres, qui ren-
ferment des arcs de cercles, se reduisent à —• Pour cet effet, il

n si
n

faut ici distinguer deux cas selon que n est un nombre pair ou
impair; soit donc premièrement n = a/r, et posant.r = oo , puisque
tous les logarithmes deviennent égaux, il faut montrer que la
somme de cette progression est egale à zero :

(ik — 5)rniv
COS r -+- COS h COS • , - • • • + COS

2 A" 2. AT 2A1 'îk

[ )
COS —!• h COS

k

m étant un nombre entier. Posons pour abréger —- = 9, et il
2 n'

2/

entier. Posons pour abréger

s'agit de démontrer

cos y •+- cos3^ •+• cos5^ -4-. . .-+- cos(2/c — i)y = o.

8. Posons pour chercher la somme de cette progression

S = cos f -f- cos 3 f -4- cos 5 y 4- . . . -f- cos ( 2 / — 1 ) f
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et multipliant par siny à cause de

— si (a — i)y-4-'-si(a -f-l)f>;

nous aurons

H — S14? H — s i o y . . .-f- - s i (2 A- — 2)© H — s i

1 Ï 1 1
si 2 f — — si 4 f si 6 * . . . si ( 9. k — .2) <p

2 '2 2 2

et puisque tous les termes*à l'exception du dernier se détruisent

Ssino = - s i a/-» donc S = ^4

Or ayant o = —jt il devient 2Â~<p = m7r, et puisque m est un

nombre entier, si ih 9 = si m 77 = o, de sorte que la somme de
la progression proposée est effectivement = 0. Si le nombre n est

impair = ik -f- 1, posant ——-— = y, il faut démontrer que :

f O S © -f- COS ') 0 ) . . . - h COS ( 9. / • — I ) q» H COS/W7T = O .

, . , si 2 /* © 1
Or par la sommation précédente cette somme est —r-1 -\—cosmn

2SlQ> 1

si •?. k 9 1 , . v , ,
== L -\— c o s ( 2 A-f-1 ) (f ^ et a cause de

si f •?. h• -h 1 ) 9 cos » « - . . , , x
cette somme sera = ~ —^ L- Mais puisque (2A*H-i)ç = mir,

il est evident que cette somme est egale à zero.

9. Ayant donc démontré que posant x = ce les parties loga-

rithmiques de notre integrale 1 • ~ se détruisent, il faut

chercher la valeur totale des parties qui renferment les arcs de
cercle. Or chacun de ces arcs étant compris dans cette forme
A , x si f
A tag ? on voit que posant x = o ces arcs évanouissent

1 — x cos f l L
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comme la condition de l'intégration exige $ ensuite en augmentant

x jusqu'à devenir x = > cet angle devient droit et si l'on
J * cosp ö

augmente x au delà, il faut qu'il devienne obtus. Donc posant
A x si 9 A — s i ?x = co ,on aura Atag — = A tag = w— <p, et par-

tant toutes les parties qui renferment des arcs de cercle, prises
ensemble, seront

2 / . nnv . 3 /w 7T . 5 m TV . nm-iv
- TV si h si h si h si etc.
n \ n n n n

iTv f .rmv _ . rriTv . nnv .mir
si h 3 si h 5 si h n si — etc.

nn \ n n n n

il s'agit donc de trouver la somme de ces deux progressions.

10. Soit premièrement n un nombre pair ou 71= iky et posant
rmv ,
—- ™ ©, Ia premiere progression sera

sip -J- si3y •+- si5ç>.. . 4 - si(2À — 1)ç> = S,

qui, étant multipliée par si 9 donne

= Ssiœ -\ COS2CD H COS^Cp H COS6<
2 2 ^ T 2 T

d ) « i) . c I — COS?^© I — COS7W7Tou 1 on tire o = : = .
2 si ©

Or ayant trouvé cy dessus :

:
2 si © .m TV

2 S 1 - -

. . . 4 - cos(2Â — 1)© =

la diiferentiation donne

bày -h 3 s i 3 y - h 5 si5f . . - { [ik — 1 ) s i ( *2 A: — 1

2 h cos ? hy bi 2 / ©
' !_ T

2 si f 2 si p2
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Posons ma in t enan t 9 = — > et à cause de ih = /*, nos deux p ro -
/7Î7T

n

gressions seront

'Jt7T I COS/ftTT '2 7T n //COSW7T SI/W7T "1
___, . ____ _ I . i . I

n . m TT un I .mit . i m T: \ t I
2 SI I ?. SI 2 SI ) I

" L " \ " / J
dont la réduction donne

7T / SiniTT \ 7T

. ///TT f . m - } . mi:
n si \ n si / n si —

// \ n / n

à cause de sinmir = o.

La même valeur se trouve quand n est u n nombre impair .

H . Voilà donc incontestablement démontré que l ' intégrale de

notre formule différentielle • 5 en posant x = 00 , est = •— T
1 -f-.//4 l ' .nir.

/ / SI

n
tout comme nous avons déjà conclu par induction. La même valeur

aura donc aussi lieu de quelque maniere qu'on transforme la for-

mule différentielle ; posons donc.r = - 5 où l'on remarque

que, posant z = o, il devient aussi x= o, mais x croit à l'infini

en posant z = 1 et nous aurons dx = > 1 -4- .rn — •

T. dx dz ,rm—ldr zm~1dz
Donc = et — = » •

Par consequent posant après l'intégration z = 1, ayant pris l'inté-
grale en sorte qu'elle évanouisse au cas z = o, on aura, pourvu que
m ne surpasse pas w,

. ftlTt
! SI —

. De là nous tirons pour des cas particuliers les suivantes
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valeurs intégrâtes quand on met après l'intégration z = i :

\ ft*-
TV

Ces intégrales sont d'autant plus remarquables, qu'il nous
manquent encore des methodes, pour les trouver asséspromtement
car la sommation des progressions, dont je me suis servi, paroit un
peu trop étrangère à ce sujet.

13. Puisque donc est egale à cette intégrale I >
n si «/ V \x * f

n
posant z = i , cherchons la valeur de cette integrale par une serie,

, , v m m m [m -+- n) _
qui a cause de (i — zn ) = i H zn A z2n -f- etc.1 v ' n n n7nn n n.7.n
fournira pour cette serie :

1 . mrc
n

m m [m -h n)
cic»

. mn m n(m-hn) n.in[m -+• 2/1) 11.2n. '5n[m -f- 3n)
72 SI —— ' '

Ensuite la même formule integrale pouvant être exprimée par le
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produit d'une infinité de facteurs, nous aurons aussi

nn _ . . . ___._
etc..nnz n — m m [in — m) (m-h n) (3n — m) [m->r'xn)[l\n — m)

n

l'une et l'autre expression étant continuée à l'infini.

De là prenant m = i et // = i à cause de si - = i, nous tirons

d'abord l'expression de Wallis pour la quadrature du cercle

7T 2 . 2 4 ' i 6 - 6 8 . 8 I O . I O

2 i . 3 3 . 5 5 . 7 7 . 9 9 . 1 1

Or mettant m = 1 et n = 6 h cause de si •* = -•> on aura
o 2

T: 1 6 . 6 1 2 . 1 2 1 8 . 1 8 2 4 . 2 4 f

—• , . , ___. . _ • L etc

3 5 1.11 7 . 1 7 13 . ^3 1 9 . 2 9

ou bien \
16 6 . 1 2 1 2 . 1 8 1 8 . 2 4 2 4 . 3 o

"" 5 7 . 1 1 1 3 . 1 7 1 9 . 2 3 2 5 . 2 9

14. Ces produits étant les mêmes que ceux que j'ai trouvés dans
mon Introduction ( * ), nous voyons déjà une autre route, qui nous
pourroit conduire à la découverte de ces intégrales. Or j'avois
trouvé

. /727T mit / mm\ ( mm\ l mm\ / mm \
sm — = — 1 1 — 7— 1 1 ^— etc. ,

// n \ nn J \ ù^nn \ ^nn] \ ibnn/

et

cos
mit f /Lmm\ f /Lmm\ / Amm\ / Amm \
— = h — i — ] 1 — -— ) ( 1 — V - ) h — ? — etc-
n \ nn J \ gw/î / \ ibnn) \ fynnj

dont la premiere donne :

7T 1 nn t^nn

.mit m [n — m) ( n - \ - m) [in — m) {in -+- m) ( 3 « — m) (3n -h m
n si — v ' v ;

n

(*) lntroductio in Jnaljsin ïnfinilorum, Lausanne, 1758. 2 vol.

etc.
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où si nous mettons n — m au lieu de m, puisque

. [n — m)n . tnir
S1 i L_ = = si 9

n n

nous aurons :

7r i nn l\nn 9«/>
.miz n — /// m [in — m) (m-t- n)(3n — m) [m -±-in)(/±n — i

n si
n

etc.

qui est la même, que celle que nous venons de trouver. Nous
serions donc parvenu aux mêmes intégrations, si nous avions
d'abord cherché une formule integrale, dont la valeur dans un
certain cas seroit égale à ce produit infini de facteurs. Or j'avois
autrefois donné une methode d'exprimer la valeur de quelques
formules intégrales en certains cas par de tels produits 5 et il ne
s'agit à cette heure, que de renverser cette methode et de passer
de tels produits à des formules intégrales.

15. Or j'avois démontré que posant après l'intégration x = 1
il y aura :

Cx^

4- v) 2a (a + v + pt) 3«(« + v + 2u)
) # ( 4 2 ) ( 3 f )

Ensuite j'avois aussi exprimé le rapport de deux formules inté-
grales, par un tel produit 5 et posant après l'intégration x= 1, on
aura

[ — x*) v-

r^
(et

• - _ k LJ eJ;C#
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et encore plus généralement

v —f-

a?-xdx[\ — a^) v-

n _

v a ( 6 + ) ) ( v + tt) ( a -+- a ) ( 6 -4- >> - f u ) ( v - h 2 f* )

X . r—7 ; L-T '• 3 — r e t C .
( a H- 2 t* J [ o H- A -f- 2 (x J [ v -+- J4a J

Donc un tel produit étant proposé, on pourra réciproquement
trouver une formule integrale, ou le rapport de deux, dont la
valeur au cas x = i lui soit égale.

16. Soit donc proposé ce produit à l'infini

nn o.n .*>./? 3 //. 3 /*

m[in — m) [m 4- /i)['6/i — ///) (m -f- in) (4n — m) • etc.

dont nous savons la valeur = —, que nous comparerons
n sin —-

avec cclui-cy :

a(« -f- v) ? a ( « + v + tt)

-h a j ( 2 a H- v j ( a -f- z a y ^ 3 a -̂ - v jetc.

au casa? = i, etdont la valeur est = v lxa~idx(i— x*) :*

puisque l'accroissement des facteurs est là =-= n, et ici = p , nous
aurons d'abord \J. = n : donc a + v = //; et pour le dénominateur
ou a = m et ft + v = in — m ; ou fx -f- v = m et a = 2 /z — m. Au
premier cas nous avons a = m\ p = n ; v = M — ///, et à l'autre;
oc = 2n — m x [i = /z ̂  v =* //i — /2, de sorte que nous ayons
ou

(n — m 77
fjcm-ldr

/i si i — x11 ) n
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ou
n

"-1 d.rC^n-m-

. mr:a si— ( i — xa) '*

i , , . . , . i n — m «s.

dont celle-cy ne sauroit avoir lieu tant que > i ou n ;> w,
puisqu'alors l'intégrale renferme encore une partie infinie.

17. Voilà donc une autre roule pour montrer que la valeur de

— — au cas x = i est = •

v ' n

D'abord par la rédurtion des intégrales à des produits infinis,
on aura à cause de a = m ; (J. = n, v — u = — ?n9 ou v = n — m.

,vm~idr i nn on.ïn 3/2.3/?
—, : • etc.. — n — m m[in — m) (m-\-/t)(3n — /// ) [ t/i -{- 2 n) (An — M)

Ensuite par la resolution generale en facteurs, que j'ai enseignée
dans l'Introduction à l'Analyse on voit que ce même produit

exprime la valeur de • Si nous mettons n — m au lieu de m%

n si

nous aurons :

J [x—xn) « mm /±nn — mm g/m — mm

et par conséquent, à cause de si ^ ^
n n

ƒ' œm-idr ___ r,rn~m-ldv K

— i - 77̂ 7̂77=: ~ *

Posons ' r — = z, ou a"» = _ - — , de sorte que a- = i, si z =
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et nous aurons en posant après l'intégration z =. oo :

1 + 3« ~~ J I -+- S»
SI

71

18. Mais voyons aussi comment ce même produit infini

nn Lnn qn/t mit
_—1 If etc. = -

nn — mm Lnn — mm ann — mm . mit
^ * 7* si —n

puisse être exprimé par le rapport de deux formules intégrales.
Tfc ,v* «î r 6 ( a -+- v ) nn « .

Pour cet eflet il faut poser u= n, et —* = Donc
1 * a |,6 -f- v J ///* — mm

6 = « ; a -f- v = n ; CL = n — m et 6 -f- v = w -+- m ; d'où Ton tire
a = n — m ; S = n \ v = //i et fx = 7i ; et partant :

V ;

n si I .zn-ld.r i — xn) »

Mais le dénominateur étant ici integrable, son integrale donne —

pour le cas x = i ; de sorte cjur cette intégration se reduit à la
précédente. La formule plus generale ne mené pas à d'autres inté-
grations *, cependant il y a d'autres moyens de rendre ces intégra-
tions plus generales.

19. Multiplions deux formules intégrales en gênerai, et dans le
cas x = i, la valeur de ce produit

/ ^ 1

sera

7i/i ( a H-v) [n -h u)

a . « ( v - I - n) (u -\-n\ | a H- / / ; ^ « - h 7 / ) < v - h ->.n)[u •etc.
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lequel soit posé égal à celui-cy

( n — m ) ( a -f~ m ) ( i n — m ) ( i n A- m ) etc. ==

Soit pour cet eflet : a = n— m\ a=n ~f- m; et posons oulre
cela : a -i- v = v -f- /* —m--_a + ^;ö!H-u~-w + «4-/« = v + ^ d'où

nous tirons v — u = m. Soit donc v — k H ni et u = k mi
2 2 7

et nous aurons en prenant pour k un nombre quelconque :

h — -j mm J I #«-'«-« ̂  ( i — ̂ cw) 2/t

71

20. Voilà donc un produit de deux formules intégrales, qui,
dans le cas où l'on met x = i après l'intégration, devient

m 77

n si —
n

et partant on pourra prendre k en sorte que l'une de ces deux for-
mules devienne integrable et alors l'intégration de l'autre se

réduira à l'expression
. mit

n si
rt

Ainsi posant 2 / r=m-4-2 7z, à cause de I xn+m-idx=—^~
J n -f-

et kk — j mm= n(n •+- m ) , on aura :

C n-m~\ n Ti

J
Or si l'on prend

ik =zm -+• 4/2,

n si —
/2
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puisque

Çxn+m
J v ' n H- m 2/1-4- m {n -H m J (2 //

et

/A* — -7 W/M = 2// ( m -4- 9./*),

4
on aura :

«SI

Donc posant aussi w — m h la place de m on aura :

r il f* lu n (*
= - lx"-m-idx(l — .r»)»~ /^-t^.r(i — je*)

. tWK m / v /* — AA« /
II • ' * *

nylT

/IS1

et
7T

. m 7T /n ( n -f-
«s i v

n

""(«—/») (2/1 —M) J ^

21. Or puisque

2 A: H- m %

si nous substituons cette valeur, nous aurons :

.__ I m

X I xm-
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et cette valeur demeure Ja même, quoiqu'on écrive 7? — m au lieu
de ni. Soit m = i et n = 2, et on aura :

2 Ï--1 ^

où il est remarquable que cette égalité a lieu, quelque nombre
qu'on mette pour k : soit par exemple k = 1 -, ou A = 2 et on
aura :

ƒ' d.r Ç dx __ 77

i/ 1—.r-).

et posant X= —h \Ji

rf*(.-.r«) ^

Cette égalité est remarquable à cause des exposans irrationels.

22. On peut encore transformer en plusieurs manières les for-
mules, que nous venons de trouver; car posons 1 — jcn=y2n

y de

sorte que x = y(i — y*n) et dx = — 2j2fi~idj(i — j2n) n , les
termes de l'intégrale, qui étoient auparavant x = o et x = 1 sont
à present renversés savoir y = 1 et y = o, ce qui revient au même.
De là nous concluons :

(4* - 2 « )ƒƒ**+»-

X I ylh-~m-xdy[\ — j2 '*) '* = :
If lit

II S l

II

quand on aura m i s j = i après l'intégration, ou bien

[^kk — mm) I yîk+>

n si
n

Bull, des Sciences matkém., 2e Série, t. IV. (Juin 1880.)

n si-
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par la réduct ion de ces intégrales . Donc si m = i et « = 2 ' nous
aurons

(4k — 2) I — r_^' r • / '* __/ [ v = ~

et partant si k = 1

XX dy

23. Or puisque l'angle —- dépend du seul rapport des notn-

, . m 7: . 1 ,
bres m et //, nous aurons sni— = 1 si m = - n : sans au. on ait

besoin de déterminer n. Soit donc m = - w, et pour éviter les frac-

tions 2/r = m 4- X, d'où nous tirons ce théorème

ou

De même posant plus généralement 2^ = l + mon aura

ou

/* ni /• m

2 A/? SI •
/*

À/5f(A -+-2/WJS1

ou le nombre X est arbitraire, de sorte qu'on lui puisse même donner
une valeur irrationelle. Soit m = pk et // = vk et on aura

J A' SI l —
V
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ou

-*dy[i-y™)
)t -4- Q5/xX) si i—

24. Posons de plus ik = a pour avoir cette égalité,

/* _|A S* ^Zl' 77

j j ^ - 1 rfr ( i - j v a ) 7 • J f1'1 ày ( i - j v a ) « = ^

V

dont on aura ces cas principaux :

/

y.\+a—ltfr /* yKmm* dy 2 77

V I «/ y */ Vv ^ /

/

^-X+a—1 y-7y- /* /y' "~1 (IY 5177

4 . / _ . — - —- <f

y[l J J <J X \l ï i ^ J

25. Comme l'expression infinie du sinus nous a conduit à ces
intégrations, traitons de la môme manière l'expression trouvée
pour le cosinus ; qui se réduit à cette forme :

mi: (n — *>.m) [n-+-*>.m) (3/i — 9.m) (3n -h 9. m) [5n — 9,m) (5/? -4- o m)
c o s — = lH7t 3^3^ 57775^ e tc-

où puisque ni les numérateurs ni les dénominateurs contiennent
des facteurs selon la progression i, 2, 3, 4? 5, etc. nous n'en sau-
rions exprimer la valeur par une seule formule integrale. Cher-
chons donc deux formules dont le rapport exprime cette valeur et
l'on voit d'abord qu'il faut mettre^ = in. Soit donc

6(« + v) (n — im)[n ~\- 1 m)
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et nous aurons a = //, ë-=n — v, et v = im\ de sorte queê = «—am.
Par consequent en posant après l'intégration x = i nous avons :

r' m—n

xn-xdx(i — xtn) n nnz An — i m }
= COS ^ = SI

Donc posant m = fyx et n = Xv nous aurons

// in

J
26. Considerons-en les cas les plus simples :

I. Sim=i, n = 2, z—

LL7T . V — 2 U 7T
= COS C-- = SI £— •

O y

T = cos - = o;

I x,rdx[i — .r6) •*

IL Si m •= i , n = 3, ^-— j - = cos - = - ;

J
xdxil — x'*) 4

Öl/W — - « — 2 - — - — — — — — C O S - — — '

IV. Si m = -* « = 3, ^-ji r = cos ̂  = — ;

De la seconde nous tirons cette égalité

r d* __ 3 Ç_Jf__

J à>J{\-x*f~~~ ïj V{i — x«)*

La troisième se reduit à
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et la quatrième à

clx __ 3v/3 Ç dx

27. Ces formules peuvent être changées, de sorte que la condi-
tion de l'intégration demeure la même. Ainsi on trouve

/

dx ___ i

en posant xz au lieu de i — xx

dx

/

dx _ i Ç dx

en posant x* au lieu de î — ,r6

/
dx __ r dx dx ^ Ç dx

J
J y^-a-xf" J V̂ l1 —*6) J ^ i -^ 3 ) 3 "" 2 J î/(l-^6) î #

et partant nous aurons ces égalités :

r dx ___ 3 r_df____ 3 ƒ </,r _ 3 /• ^

/

^r — f dr _

(»-^6)~ 4 J fti-
3y/3

28. Par la même transformation nous trouvons en gênerai :

ƒ' xn-*dx __£ n xm~xd.T _ m-K n xn~*'n-idr

J (i-*-) *»
ï W77

= - cos •
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et partant

_____ — cos — • J ^——^—-.

- •— est la plus simple comme

ne renfermant que le signe radical quarré nous aurons ces réduc-
tions pour le cas x = i.

/

.Tn~x(lx __ i r xm-*dr

—
n

COS

n

dont la premiere est evidente d'elle même, mais les deux autres
renferment la nature des cosinus.

29. J'ai aussi trouvé dans mon Introduction ( ' ) ce produit
infini

. m T.
si ——

in m[9.n — m) (2 /2 H- m){^n — m) [^n -h m)(6n — m)

si
Tk^ A('in— À) ' {in -f- A)[/±n—k) ' J^n -h /•) [6n —

qu'on peut réduire h un rapport de deux formules intégrales. Pour
cet effet il faut poser y. = 2/2, et

m [in — m^

a ^ % -f- v i / ' 2 /2 —

(*) Introductio in atialjrsin Infinitorum; Lausanna?. 1708. 2 vol. in-4°
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ce qui se peut faire en quatre manières :
v —.|x m — A

I. « — A ; 6 =: m\ v~in — m — A;

I V . a = 2 W — A'; 6=2 /2 —/w; v =

d'où nous aurons :
C xl^JÙ ./727T

ƒ V ; o/t

f*

f*

/ 7 2 ~™~" A* """••" *)> Tt

in

— •j

m -f- A — 4 n

m

J

et par la transformation

rrv-i,/r(I_.rl

"-=£ . ATT
^ W si —

' in

i

a — a

si. m n

M i* si —
2«

30. Cette dernière formule fournit les réductions suivantes :

.A77 C .r*n-m-k-ldr .mir C .r2»-"1-*-1 dr

m J 2'}/(, tr2«\2/î-A- in / 2 ^ ( i x2/t)**—"*

Si . I m SI • I >

in J 2^'(i— JT*/*)S»-A- 2« J 2 /^ /(I_.r2rtj/«

. / ' 7T / • .r**-"1-1 r/.r . w TT / • jrk-m-\ (fr

SI • | = . SI • I »

S l I ^ ' J ^(i—arî»)* ~" S l "2^J 2v/(l — x*n)m'

Or je ne m'arrête pas à donner des exemples -, il est aisé de voir
qu'on en peut tirer des réductions asses remarquables} comme
si h = n — m, on aura

31. Considérons encore un produit infini, que j'avois trouvé
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pour la tangente d'un angle,

, m 7T /// 7T T ( '>. // — m ) 3 ( ?. // -+- JM ̂  3 f 4 // — m )

2/2 i[n — m) 2^/2 -f- m) 2 ( 3 / 2 — m) 4 ( 3 / 2 -4-/ /2)

et que nous representons en sorte

m 7T 9. A? . ?. A2 ( /2 -4- /A2 ) ( 3 // — m) 4 ' ' • 4 " ( ̂  7 / ~~^~ m ) ( ̂  n — m }

etc.

. , /// TZ n. 3 n ( 2 /i — m ) ( 2 ii -+- m ) $n.5n(/Ln — AAI ) ( 4 n •+• m
n-m)uS-

etc.

qu'on peut réduire h un produit de deux formules intégrales, qui
étant en gênerai

ƒ
a m ( a ~\- v ) ( a -4- n

art ( p -+- v) ( A// -f- u ) ( a -h p ) ( tf -+- m) ( 2 «x -t- v) (2/w H- n )

où Ton voit d'abord qu'il faut prendre p = m = 2/2, et ensuite il
reste à rendre :

(n -L- m){3n — m) (« -+• v) (<7 -4- u)

n.'6/i(iu — m J ( 2 // -h A/2 ) a a ( èa - j - v) 1 AA2 -h u )

Qu'on prenne donc a-hv = rc-f-m et a-i-u = 3/i — m et on
trouvera les quatre solutions suivantes :

I . vrzzA/î; uz=z — A/2 ; « = ri ; a — 3n; fi=: 2 n; m = 2/7.

I I . v = A/2 ; uz= n; a = « ; a —in — /A2 ; u = 2 A2 : A/2 = 2 Ai.

I I I . v = — A2; tt=—A/2; a = 2 / / - h A/2; /? = 3A2; u=z2n; mz=zin.

IV. v = — «; tt = A2; « r r2 r t + W; azzziJl — A/2; p = 2 « ; m = 2fl.

32. Voilà donc les quatre réductions qui s'ensuivent.

ƒ' .Zn~{dr r X^-^dx __ 7T A/2 7T

2 ^ / / , r 2 / l j 2 / t - / / i J 2y(l .ZfnYn-*-/n 2/A2(TA2 /*) 2 / / '

/

xn~xdx ÇT*n-m~-ldr

7(1-,r«»)««-'» J ^ ( l - ^ ) "

7T A/27T
-. r COt J

in (n — /// in

2 « / ( ! _ ,,«»)*« J 2'{/(i _ ^a/ijtrt+zH ~" 2 /2(A/ — m) C ° 2/2

C ( ,t ,
2/2/2 A/2 — A2 2A2
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où il faut remarquer que

et

33. Ces substitutions nous fournissent les formules suivantes :

r .rn~ldr (* xn'~idx T. rrn:
I COt 9

2 " / / I _ _ t r 2 t t \ 2 / t - m ' J 2^fl_ y2n)m in{n — ni) in

/

.rn-ldr f.r*ri-m-ldr T. WTT
% I —— COt 92'{/(i — tT2n\2n-m J y/(l— ,r2/l) III [il — ///) in

/
rm-icjr ç .rn~xdT _ ir mit

}/[i — .r1'1) ' J 2yix _ x2n\m~ in(/i — m) itS
.r*n-m-x elx ?r rrnz

— COt i

qui se reduisent à ces formules plus simples :

J dx Ç dx niz mit

^{l-.Tx)^-"1 J 2 A ( / ( , - . r^) '« ~~ 2(« —/») COt â 7 '

/

^.^ r.r*n-m-iflx _ TT /W7T

J v/(I_.r2«j 'J v/(1__^/.) — 2//(/l — / / l ) 0 0 1 ^ "

34. Or par des substitutions ultérieures on trouve

/

dx __ r .rm-^dx

de sorte que toutes nos formules se réduisent à la dernière, qui est
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la plus simple, puisqu'elle ne renferme que le signe radical quarré,
laquelle si nous posons m = n — h se change en cette forme assez
remarquable :

J ^ , _ * ! ! . ) • J v/( I-JÎ«i)==S"/7ï tag7«'

d'où si A = o à cause tac — = — > on obtient
° 2 // 2 /*

35. Considérons quelques cas particuliers.

I. but = i; A ~ o , I -7 -. / x = ->-i

III. 81/1 = 2; A*=i, i . . I ~ — = - tacy^-j :

. 5 ï r .r.rdr [* .rd.r

n. s.. = ;i * = - j J

vn.

Vin. o . 7 . I /* .r3<-/.r /* .rsr/.r 2TT , TT

. 7 3 f .r*rfr

x#
. . . 7 _ " 3 5

X I . Si n z=z 4 ; h z=z \, I ~ — . I — ~ ^z - tug - }
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XIV. Si n = - : k = -i
2 '2

. Si /? = y ; A - = 2 , ƒ - . - . -
2 ' 2 J v/(i — ^ J) J v'(i — .r»)

XVII

XVIII. Si « = 6, ft = . -. f - ^ ï T T . f - r ^ = - tóg-;

XIX. öi /« = O ; A* :

36. La formule / -17; -j— • | -^ V i = —r- Que nous avons
J J(l—ra) J \/{i—.rla) 2A« 1

trouvée cy-dessus (§24) a avec celles cy un grand rapport-, pour le
développement duquel écrivons .r à la place de y et posons a = n
pour avoir :

Or la formule que nous venons de trouver étant :

/

r«+/.-1 ^ r /» j.„-A-i r / r 7T X'TT

si nous posons X = k nous aurons :

œn-k-icir

et si nous posons 1 ~- n — À"

Ç x^i'-^d.r_ /V"-*-trf.c n — k , /en
J V ( ' - ^ ' J V'( i - -*1" ) ~ * t a8 a^ •
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37. Or pour rendre ces réductions plus generales, posons
n

y = x* pour avoir suivant le § 24,

2X77/1

Soit — = # et nous trouverons la même formule que cy-dessus, et

la position — = n—k ne produit rien de nouveau non plus.

Voyons donc quelques cas particuliers :

I. Soit n = 1 et k = o :

/

dr r xdx _ Î T

II. SiAi=^ i t = i ;
2 ' 2

et l'autre

/

.rrf.r /* xdxsjx TT 2

^i-x*):J^(i-**)-atg6-^*

III. Si n = 2, it = 1 :

^-^)V^(«-'*)'"ttl8?""lf

et Tautre

/

dxsjr r dx ___ , ir

tfï^Vi/F1^)" tag«'

/

xdx\jx f* x.rdx s]x , ir

^^yjTî^^]^ ag«'
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et voilà encore quelques autres :

d.rf rdx
 r :

/
j r - : / -j, ^~r = 4 ̂ g ~ '^(i — x°) J ^[i x ) io

Ç dx\Jx ^ r dx . ÎT

/
xxdxsjx

/
xdx

f x*d\ :

x3dx

v/(i-^2):

- g ^ '

38. Ces formules sont semblables par rapport à la forme à celles

qui ont été trouvées cy dessus § 34 : toutes ces formules étant cora-

-j —• Mais cy-dessus

t'étoit le produit de deux telles formules, dont j'avois assigné la
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valeur, pendant que nous avons ici des quotiens, qui resultent de la

division de l'une par l'autre. Mais dans l'un et l'autre cas il est

evident que l'intégration de l'un se reduit à celle de l'autre.

Puisque la plupart de ces réductions sont tout à fait nouvelles, il

vaudra bien la peine de les considérer plus soigneusement} pour

cet effet je les distribuerai en classes selon l'exposant de la va*

riablex derriere le signe radical, met n étant des nombres entiers.

1 !— ;

vl1 - • ' " )

;

.rd.c r d.r o.r. , v ?.TS

V/(I - x*~) 'J v l ' - - * 4 ) = "3" t a " 6 = - V 3 '

/

.rm~id.r
J _ ;
V k I - . r * )

/

.r.r .r Ç d.r r, , ic v

v / l , _ , < J - J v ( > - . < ' ) = " 4 t a g 4 = : 4 '

ƒ' ,rm"xdx1 :: :v/(i-~.rs)

/

œadr Ç .rd.v <>.T. , ir

ƒ• jntn~idv
-J L_i:

/

x*dr Ç xdx Tt fi

7(7^^)'J ^T^T) = gtóg6'
r a*d.r Ç dx _ n , 7i

xdx Ç dx

x3dx f x'd
J
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:

v/(i-.r7)

3TT

4 f

/
x*dx r x*dr __'2n n

r_c'*dx r xdr __ 27T 3

J ^T^r^Tj -J ^[TTTT) = 77 t â g 7

J y/iT^rfï'J^i-j")- 35tag74

ƒ' Tm—lfi)ç
— 1— :
v/(I~^)

/ .r4<7,r /* xx dx , TZ TZ

v l ' - ' ' 8 ) " J 7 7 ^ * 1 " T6tag 4'

J v ' t ' - ^
dr 77 , Zn

ƒ* .r.rrf.r F dx _ , TT

J ^(7^r>j:J ^i-.r») = tdgâ'

/

.r4«/.r /* .r°rf.r . ,

/ — X, :VII. Réduction des formules

27T TT

2 7T , 7T

Ç x*dr
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C xm~* dx
VIII. Réduction des formules / — '-r-^:

x^dx TT / TT

/

x*dx

;

.r3rf.r /• dr __ TT

xxdx Ç xdx ir

39. En combinant les quotients avec les produits de chaque
classe on en peut former de nouveaux produits, ce que je ferai voir
en gênerai : car ayant ce produit

/

.r»+k-ldr r .r»-k-*dx __ 71 f kit

et outre cela ces deux quotients :

r ,rn~a-ldr r x«~xdx __ / a?:

• J v / l l _ , r ^) : J v/l,_-.r̂ ) -
ta^r '̂

r x^'-idr rx^-^dx __n — b b*

' J VI» — **")'J VIÏ — >ri") " l> t f l g 2 7 i '

combinons le produit avec le premier quotient, en posant a = 72—A:
et nous aurons en les multipliant

/

x'^-idx xk~l
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Ensuite pour le second quotient posons b = n —#, et en muUi«
pliant nous aurons :

/

rîn-k-\c]r Çxn~-k-\ fa _J

qui ne diiïere pas du precedent. Ainsi pour chaque classe nous
avons deux produits généraux :

I I . ƒ J ^ ™ • I * J T ) = -^

dont le dernier convient avec ceux que j'avois déjà démontrés
autrefois.

40. Développons ces produits pour quelques cas, ou n et k sont
des nombres entiers ; et nous aurons les réductions suivantes pour
le cas x = i .

II. Produits de la forme / ^ 1

_1 '

xX~dx r dx __ 7T

N / ( I - . ^ ) "J /̂(» —^*)""4

/ -̂  1

v/(i -"«•) • J ^ i - « » ) - 6 g6

/
^V/.r Ç dx T7 T.

/

.r^dx Ç xdx _ „

^«//. t/<?f Sciences math.t 2e série, t. IV. (Juin 1880.) j(i
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/

rm~ldx! :

Xk(lT

;

x*d xdv

X«dx Ç dx <* 3 ÎT
t

dr

/

xm~xdx_J —-:

Ç_xUir__ Ç ,r*dx _ JT_ jr .

J Vl' - -*1UJ V \ v« - « ^ ~~ ̂ Ô ^ ï î *

J v / ( i - ^ ' J ^ T ^ f i M - M t â g 5 '

3îT

vCU'j l u

xdx

41. Après ces intégrations dos formules qui sont toutes comprises
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dans cette generale / xm i dx(i— xn)k, et qu'on peut nommer

algébriques, puisque dxj est multiplié par une fonction algébrique
de cT, je pasje comme je me suis proposé à considérer encore
quelques formules intégrales, où le différentiel dx est multiplié
par une fonction transcendante de .r, et dont l'intégrale dans un cer-
tain cas se peut exprimer ou algébriquement ou par la quadrature du
cercle. Ces cas sont d'autant plus remarquabl'es, qu'il nous manque
encore des methodes pour les traiter-, et partant les observations
suivantes serviront peut-être à découvrir de telles methodes.

42. Je ne m'arrêterai pas ici à cette formule integrale assez

connue \dx\\~\ , dont on sait que la valeur au cas, qu'on

met après l'intégration x = i, devient = i . 2 , 3 . . . n ; d e sorte que
cette valeur peut cHre assignée toutes les fois que l'exposant n est
un nombre entier. Mais quand n est une fi action, la valeur est

beaucoup plus difficile à assigner. Ainsi si n = -> j'ai démontré que

la valeur de l'intégrale j dxy/l- au cas x = i est = ~ y/rc. De là

on tire aisément ces intégrations qui en dependent :

•ry 2 . 2 . 2

7

r• J \ 2 1.3.5.7 /
/ dx 1 - — i JTT

J \ x]' 2 . 2 . 2 . 2 v

puisqu'il y a en gênerai
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Donc, posant après l'intégration jr* = i à cause de 1 - = o, on aura

dx[\ - ) = m\dx[\-\ •

43. Cette intégration du cas de n = - peut s'exprimer de cette

manier.1, ,

/
dx[ 1 - ) = 4 / - f posantx = i,

\ *) V 2 J Vi1 — xx\

et pour les autres fractions mises pour w, j 'ai trouvé les réductions
suivantes :

J \*J VsJ;/(!-x»)»

/

,rr/i f x.rdr Ç .rV.

J \ J/
rdr
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J \ *)

44. Puisqu'il se trouve parmi ces formules, où l'exposant de a:
est plus grand dans le numérateur, que dans le dénominateur, si
nous déprimons ces exposans par le secours de cette réduction,

fx"1-1 dxii — xn Y = -" ~ n, \xm-'l-xdx( i — xn)*,
J K ' m-v nk J

nous trouverons les formules suivantes :

X
' 3/1 r dr r ,rd.T

V

i \ 4 k/i C <lx C rdr C xrdx

2

3

r^A-V— 3 V- f ' /r r_rd*_ r xx dx

5
<

X f—
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Ç xtl.r Ç x*dx / ' x*ilx
XJ iv^^'J cv-^/J i/ii-*/

f Xdx Ç J-'dx
XJ vV^\VJ v'l'-^)3

"* .rdx Ç xid.c Ç x*dx/* .rdx Ç xid.c Ç x*dx

45. Voilà donc les valeurs de la formule integrale transcendante

dx ( 1 - ) lorsque n est une fraction réduite l\ des valeurs des

formules intégrales, où dx est multiplié par une fonction algé-
brique de x. Or parmi ces dernières formules il y a toujours une
qui renferme la quadrature du cercle, puisque

• .)"' 'r/x

Ensuite pour pouvoir mieux comparer les autres ensemble, posons
dans les formules du § 21 : 2Â= in -h m — ai pour avoir :

' " '| , rll\\-m J " , j r«\"A . . . //ITT

De là nous avons :

I. S i n = 3 :

,rdx /•* rf,r w

Ó
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II. Si // = 4 :

ƒ xx de Ç dv T

4

/

xxd

4
xdx f* dr ir

J

III. Si« = 5:

;

r'^.r Ç dx __ v

5

d.r TT

/

.r3 dr Ç dv _ v

o

;

x*dr r xdx* __ * 7T

\\}-*) J v't'-*5)3 "" I o s iiü'

/

r2^r Ç rdr __ n

5

/

.rr/r /* ĉ2 dx _ TT

46. De là nous voyons, que multipliant toutes les formules du
même ordre ensemble, le produit se reduit à la quadrature du
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cercle; ainsi nous aurons

S14

f|«» ÇI Cl _____ *

De là nous concluons qu il \ aura en genera!

lequel théorème est tout à fait digne d'attention.

47. La comparaison de ces formules peut être poussée plus loin,
en considérant ce théorème gênerai,

r T»~?> h/.r

d'où le théorème precedent, tiré du § 21, se change aussi en d'autres
formes. Ensuite les formules du § 29 fournisse)]l les comparaison!»
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suivantes ;

. /;/ TT . k it
z= si — : s i — >

•k n nƒ' xk~ldx m Ç x'"-* dx

y{i-x«Y** jnA*-xn)"1

ƒ* xk~ldr r ,r'l-m-ldr . rmz ̂  . A-rt

/> xll~k-x dx f ,r"'-1 dr . nnr .kit
I • I — si : si —^ ?

J y<Kl _ ,^)2«-m-A ' J ^(1 — tr»)2»-/«-A — SI— . SI ^ ,

dont les dernières se déduisent de Ia premiere, puisqu'au lieu de m
et £ on peut mettre n — m et n — K.

—: : — — i ̂

on aura encore cette comparaison

si — : si — i

et prenant pour m un nombre négatif

d'où nous tirons les comparaisons particulières suivantes

xdx > C dr 'T- 'T- ,

XX dx Ç HjC _ . 7T . 2 Î T

~ s l5 : s iT'

_ _ . 7 7 . 2 7 7

~ s l5 : s iT'

"'S1 5 *
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49. Pour faire voir l'usage de ces réductions considérons le»
formules particulières qui entrent dans les expressions des formules

X' Mhf> Mi?--
Et d'abord le nombre de toutes les dites formules étant i6f il y a 4
qui dependent de la quadrature du cercle.

dr T. Ç xdx

J

ƒ' xx

M « -

} 5 r i Jfo)5*ï5 5

xx dx T: 77 Ç a*dr n

)
5 5 5 5

Pour les autres 12, la réduction generale fournît

x^d.r Ç xdx

Ensuite nous venons de trouver

si x r. „
dx

Ç xx dx 5

, SI - 77

xdr C
f/ft r'o 3 . 2 / f/f t r8'
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xx dr 5 r *zdœ
9

M 5 77

. 3 si - 77
r dx )

5 "

auxquelles on peut ajouter les produits de deux telles formules
rapportées au § 45 pour le cas n = 5.

50. Si nous examinons toutes ces égalités, nous trouvons que ces
12 formules se reduisent à deux; posons pour abréger

I . TT 2 7 T
y •=_ _ , a — S1 e t g m si -£ - Î

et toutes nos formules peuvent être réduites à la quadrature du
cercle et à ces deux

fffdx et fy*dx. »
De cette maniere :

I f'uix -= J I fj dx; j x\%dv = iyzdx\

a
u/ y dv
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Soit donc

fff dr = A et ƒ r8 dr = B,

et les valeurs de nos formules transcendantes seront

1
/STTAABi \ 5

 5/e"

7«) = y -

ba J6AAB

5 1 . De là nous voyons que non seulement le produit de toutes
ees quatre formules depend uniquement dt* la quadrature du cercle,
mais aussi le produit de deux, dont les exposans sont ensemble
l'unité, savoir :

" * 5

Outre cela nous en pouvons déduire ces égalités

air
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52. Si nous joignons ces déterminations aux précédentes, nous
en pourrons tirer les conclusions generales suivantes :

4

— J
7T

5

özsi

et en gênerai

n — m
11 m[n — m) ic

n
Donc puisque

nous aurons

niy . / . i\
dx 1- =

53. Cette dernière égalité se peut aisément demon tref iimine-
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diatement en développant le eas le plus simple où l'exposant csfuu
nombre entier ;

f<u(\-\ — 1 . 2 . 3 . . . * .

Or cette expression terminée se peut exprimer par un produit
infini comme :

\ '' / \ ' / I -T- A \ J. J J. -f- A \ >> / ,J -T- A

Posons maintenant Â = — pour avoir :
// l

Çd,{\ l) " = (-Y-—- I-) " —^— (f)" =-^- . etc.
j \ .r/ \ i / n-h m \ 2 / in-\-m \ 3 / 3 / / - f m

et faisons aussi //* négatif :

m m

( l - ) - - - ) - I U ) -v oie.

Le produit de ces deux formules donne ouvertement

//// f\nn 9 / w '"*"
//// — mm 4 «// — mm v»//// — ////// . mitn 'J //si —

//

54. Nous pouvons pousser plus loin ces recherches, car puisque

IL IL Ü.
3 \ " 2 //
_ eto#i/ // 4 - ]> \ 2 / 2 / / H -

— — etc.
î / n H- 7 \J. i 9.ii -h 7

et
!L±J



MÉLANGES. a55

Je produit des deux premières divisé par la dernière donne - ,

(2/1

dont la valeur est

f* xn+P-idx __ pq Ç xP-xdx __ pq Ç x

ou bien aussi = qfx^'^ dx^U — jr")P = p, JxP~x flx'{\\—xn)<?,
d'où il s'ensuit la précédente, quand on pose p = /// et q = — m.
De même on trouvera la valeur de

__ p<lr

/

.r^'-1 djr / • ,r/H-7-i dr

y ( I .rn j n~(1 J y/( i — xnyi—>'

55. Enfin pour finir cette matière, la sommation des series ré-
ciproques des puissances nous fournit encore les valeurs des for-
mules transcendantes suivantes, quand on met après l'intégra-
tion J r : I ,

X l—X 6 ' J X l j
 l 2

et

J dx T -f" X ___ 7T2

— 15" '



a$ê PREMIER!? PARTIE,

et ces plus composées

j f .r j A j x i — x 90 j x j JL j x

/

tlx f*<l.r , __ 7r3 r ^ fdx Çdr

720

Or il ne paroit aucune route directe, qui nous pourroit mener à
ces déterminations, ce qui merite par cela même d'autant plus
d'attention.

If % V f


