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CONSIDERATIONS SUR QUELQUES FORMULES INTEGRALES
DONT LES VALEURS PEUVENT ETRE EXPRIMEES EN CERTAINS CAS
PAR LA QUADRATURE DU CERCLE.

MEMOIRE DE LEONARD EULER,
PUBLIE CONFORMEMENT AU MANUSCRIT AUTOGRAPHE ;

Piar M. CHARLES HENRY.

»

Le manuscrit que nous publions est conservé A la Bibliothéque natio-
nale de Paris sous le n° 14730 du fonds francais; il compte seize feuillets
écrits au recto et au verso et reliés entre six et quatre feuillets de garde.

Une note écrite sur le troisiéme feuillet de garde du commencement
nous apprend qu’il a appartenu a4 Lagrange, qui le donna A Lacroix.
Celui-ci en fit hommage a la Bibliothéque.

Ce Mémoire n’est pas mentionné dans le Catalogue des OEuvres inédites

(') Cette lettre etait fermée d’un cachet de cire rouge, portant I'empreinte de la
couronne d’epines, etc. (cachet de I’ordre de 1'Oratoire).
Elle a pour suscription :

Au Reverend Pere
Le Reverend Pere R
Reyneau prestre de
loratoire rué du Louvre
etc.
a Paris.

et I'on y a ajoute un peu plus tard, entre la premiére et la deuxiéme ligne, ces deux
mots, de Pienne, qui indiquent le licu de provenance de la lettre; et en effet cette
lettre et la precedente sont deux precieux autographesdu P. Jaquemet, que le bibliothé-
caire actuel de I'ordre de I'Oratoire, le R. P. Ingold, a eu ’aimable obligeance de me
communiquer, A. M.
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d’Euler rédigé par Fuss (!); mais Libri fait sans doute allusion A cet écrit
dans le passage suivant : « Il existe A Paris différents Mémoires inédits
d’Euler; un de ces Mémoires se trouve & la Bibliothéque royale (%), »
Les autres Mémoires sont probablement ccux qui sont conservés a la Biblio-
théque de I'Institut parmi les manuscrits de Lagrange (2).

En empruntant a ce travail la formule suivante,

n—1

1 2 n-t
fdx(ll) fd.::(ll) -.-fdx(l 1)
x x x
_1.2...(n—1) "—1gn—1 .
- nn—1 n ’

Lacroix ajoute : « Ce beau théoréme se trouve, mais sans démonstration,
dans un Mcmoire inédit d’Euler que M. Prony m’a communiqué (*), »
Toutefois, ce n’est pas la le seul emprunt de Lacroix; on s’en convaincra
si I'on prend la peine de comparer les pages qui suivent avec les n° 1169
et suivants, 1190, 1196 ct suivants du troisiéme volume du Traité de
Calcul différenticl et intégral.

() Correspondance mathématique et physique de quelques géométres du xvin® siécle,

t. I, p. cxix. Il est signalé pour la premiére fois dans l'introduction des Commenta-
tiones arithmetice collectce, p. x1.

(*) Journal des Savants, année 1814, p. 389, note 1.

(*) Le tome II des manuscrits in-folio de Lagrange renferme (f* 108) un extrait de
la théorie d’Euler sur la précession des équinoxes (t. XIII des Novi Commentari:
de Saint-Pétersbourg).

Le tome 1V des manuscrits in-4° renferme les écrits suivants :

Folio 110, Sur l'arrangement des verres dans les lunettes pour faire disparaitre
les couleurs d’Iris.

Folio 50. Considérations sur la sommation de certaines séries.

Folio 170. Construction d’un télescope sans verres.

Folio 62. Détermination de ma méthode générale de qéternliner le mouvement
d’une corde quel qu’ait été son ctat initial.

Folio 132. Méthode pour rendre les lunettes a plusieurs verres aussi parfaites qu'il
est possible.

Folio 68. Des microscopes.

Folio 148. Moyens de perfectionner les lunettes a 4 verres en y ajoutant encore
quelques verres.

Folio 115. Recherches sur le lieu de I'eil qu’exige le champ apparent.

Folio g2. Recherches sur les moyens de perfectionner les lunettes astronomiques.

Folio 163. Recherches sur les moyens de délivrer les télescopes et les microscopes
de la confusion causée par la différente réfrangibilité des rayons.

Folio §7. Lettre a Bernoulli, 1773. (Extrait par Lagrange.) -

Folio 4-31, folio jo-46. Lettres a Lagrange.

(*) Traité de Calcul différentiel et intégral, t. 111, p. 480. Paris, 1819,
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Ce Mémoire a été publié en 1862 par Académie des Sciences de Saint-
Pétershourg ('); cependant nous n’hésitons pas a le réimprimer d’aprés
lautographe, vu Iintérét tout particulier de la matiére et I’absence com-
pléte de la publication dans les bibliothéques publiques de Paris.

C. H.

MANUSCRIT (*).

1. Toute formule differentielle rationelle peut etre integrée par
le moyen des logarithmes et de la quadrature du cercle. Or ces
integrales sont pour la plus part renfermées dans des formules
d’autant plus compliquées, plus la variable contient de dimen-
sions : cependant quand on donne a la variable aprés I'integration
une certaine valeur determinde, il peut arriver que les integrales,
quelques compliquées qu’elles soient, se reduisent a des formules
assés simples, qui semblent meriter une attention tout particu-
liére. Il y a aussi des formules integrales, qui en general surpassent
toutes les quadratures connues, et qui ccpendant ¢n certains cas
sont reductibles a la quadrature du cercle. Je me propose ici de
considerer quelques unes de ces formules, et d’examiner les conse-
quences, qu’on en peut tirer pour I'avancement de I’ Analyse.

2. Je commencerai par considerer cette formule integrale

" elx
———; en cherchant son i ) il
fl+wl ) h son integrale dans le cas, ou l'on pose

aprés l'integration x = « ayant pris l'integrale en sorte, qu’elle
evanouisse en posant x = o. Dans ce cas on trouvera que la partie
de Uintegrale, qui depend des logarithmes evanouit, et que I’autre,
qui depend de la quadrature du cerele se reduit 4 une expression
fort simple. Car posant m pour la demi-circonférence d’un cercle,
dont le rayon est =1, de sorte que 7 marque en meme tems la
mesure de deux angles droits, on trouve en posant apres I'integra-

(*) Opera postuma Leonhard: Euleri mathematica et physica, t. 1, p. {08-438.
(*) Euler écrit presque toujours si au lieu de sin, tag avec un signe abréviatif sur
V'a au lieu de tang.

Bull. des Sciences mathém., 2¢ Série, t. IV. (Juin 1880.) 14
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3. Les cas particuliers semblent deja suffisans pour pouvoir en
tirer par la voye d'induction une conclusion plus gencrale : car
dans les cas du denominateur 1+ x® le radical /3 fait voir que le

™

sinus de I'angle 3 ¥ entre; et dans ceux du denominateur 1+ x*

. — . v 1
le radical /2 v est sans doute, puisque si - == — : ¢¢ meme soupcon
y A N ¢
A%
se confirme par les cas, ou le denominateur est 1 + x°¢. De la nous
pourrons conclure qu’il y aura

dx T

I+ "

. T
nsi -
n

et encore plus generalement

"=V T
(Il .mw

nsi— -
»n

pourvu que le nombre m ne surpasse pas #. Car dans les cas ou
m > n on sait d’ailleurs que ces formules demandent un develop-
pement particulicr, puisque leur integrale renferme alors une
partie algebrique.

4. Cette conclusion sc trouve tout a fait confirmée, quand on

dr

’

se donne la peine dedevelopper 'integrale des formules f—[~+—
- 2?

xdr xxdr ye .
—_— —=.= etc. de sorte qu il ne sauroit rester aucun
1+ 20 1+ xb .
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doute 13 dessus. On remarque encore un parfait accord dans les
. o .Anmw . e

cas, ou m = n, car puisque alors si —=sit=o, I'integrale dans

le cas x = o devient effectivement infini : ce qui est evident;

x"ldx 1 .

car | —— =-1(1+ x"), et posant x = 0, la valeur de I'inte-
142" n

grale devient infinie. Le meme accord s’observe lorsque n= 2m,

« T

.mw . . amdr 3
et partant si — =si~ =1. Car il est clair que =

1.0t om
en posant x=0c. On n’a qu'a mettre x™=y, pour avoir
dy

m—1 .
f—j"—: =1 [ % _ 1A tdg y : maintenant posant x =
m 1+yry m

- N ’ ™ I
et partant aussi y =0, & cause de A tdgo =, I'integrale sera
™ ., ,
= —. Ce sera donc une verité suffisament constatée, que
am

r"—1dr w
Ji+xr T 0 mre
nsi

n
0

en posant apres l'integration x =  pourvu que m ne soit pas
plus grand que n.

3. Cependant cette verité se peut aussi deduire de 'integration

indefinie de la formule
x"1dx
P

dont l'integrale se trouve exprimée en sorte

.
, zsi—
1 mmw T 2 .mw )
—=cos — l|{1—2xcos = +azx) + = SL — A tag
n n n n n T
1 — x cos—
n
Go7
xsi—
1 3mw 3n 2 . 3mr
— - cos {1t —a2zcos— + zzx) + = si A tig
n n n n n P
. I— zCcos—
n
sie”
z si—
¥ S5mr 5= 2 Smr n
— —cos — I{1— 2xcos— + 2z | + Z s A tag
n n n ) n on ©

L
} — xcos—
rn
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'ch
x st L—
1 '/'"277
— — COS
n

2 .7m
l(l—z.rcosj—ﬂ—c—x.r)—k-l-sn’] ﬂAtﬁg
n n n

7
I — & Cos—
n

etc.
N R . . , it .
et il faut continuer ces formules jusqu’a ce que I'angle —, ou ¢
n

marque un nombre impair quelconque, commence a surpasser .
Or quand 7 est un nombre impair et que dans le dernier membre

. in . . oo s
on a i = n, et partant cos — = — 1, il nefaut prendre que la moitié
n

du dernicr membre ou mettre 1(1+ x) au liew del (1 + 2.x + zx).

6. Tirons de la les integrales pour les cas particuliers, et
d’abord si n =1 et m =t nous aurons

f (i +a).
1+

II. Soit n = 2 et nous aurons

. dr 2 .7 zsin
sim=1, f—————-:—m—Atég
2 2

1+ ar 3
1 — 2 cos —
2
. xrdr 1
sim=—2, —— = - {1+ ax).
1+ rx 2
II. Soit 2 = 3 et nous aurons, '
sim=1,
dr lc Fi3 T
——— = —=cos= {1 —2xcos = T
)i 3 3 2708 3 + 22
sic )
r -
2 .7, , 3 | 3n
-+ 5 sl A td —= —_ ;
373 gl rr()sﬁ 3008 3 l(l+)'
zeos 3
sim=2,
{‘xd.z: 1 91rl . n
— = — _~coS = —2 = :
. prap 3 3 .z'coss—{—.rx
rsic
Iy 1+
2 .27 3 1 6xn
+ sl Atdg ———— — —cos — s
383 Atag - —3cs 3 {1+ z); ‘
I — .7 Cos =

3
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sim =3,
‘ordz lcos?m X 2rcosz+xv)
j1+.13_ 3 3 - 3
xsiﬁ
2 .3=m 3 I 9w
=l — —_ —ccosZT-l(1+x
+3513At{1g ~ — 30083 (14 =)
I —XCOS
3
. 3 3
ou bien a cause de cos%:—l; cosgér:——l; sio- =0, et
cost =1: !
37 2"

xxdr 1 1 _TI 3
frm~§‘(‘—’+")+§'(‘+”)—3‘('+’ )

7. Dans tous ces cas particuliers, il est aisé de voir que posant
x = oo les integrales deviennent parfaitement d’accord avec la
formule generale donnée cy dessus. Mais pour demontrer son
accord en general, il faut faire voir que toutesles parties logarith-
miques se detruisent necessairement et que les autres, qui ren-
ferment des arcs de cercles, se reduisent & —T—"”; Pour cet effet, il
nr s1
n
faut ici distinguer deux cas selon que » est un nombre pair ou
impair; soit donc premierement n = 2k, et posantx == o , puisque
tous les logarithmes deviennent egaux, il faut montrer que la
somme de cette progression est egale a zero :

mn 3mm S5mn (24 —5)m=
COS — -+ COS——— -+~ COS —— —+++ -+ COS ~——m—-"T——
2k 2k 2k 2k
k—3 k—
-+ cosﬁ—(2 Jmm -+ cos (——————-2 I)mﬁ,
24 24

. mr .

m etant un nombre entier. Posons pour abreger—[:'p, et il
ok

s’agit de demontrer

c0s9 + €0s39 -+ cos5g 4. ..+ cos(2k —1)p = o.

8. Posons pour chercher la somme de cette progression

S == cosy + cos3p 4 cosSy+ ... +cos(24 —1)p
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et multipliant par sing a cause de

. T L
sip cosap = — ;m(a—— 1) +'—2~51(a +1)93

nous aurons

1 1 1 1 1
Ssio——si2 —si —516g. ..+ —si(24 — 2 —si2k
= si2g + ~sify + ~siby 5 il Jo +gsizke
T 1 T !
— —si2g — —sifo — —si6Ggp...——si(2d—.2
2 My 2 4? 2 *\ 2 ( )7
. .« . . .
ct puisque tous les termes ™ 'exception du dernier se detruisent

’

Si‘)k'p

. r .
Ssing = —si 24¢ donc § = —
2 2 Slq)
mw . . .
= il devient 2ko =mm, ct puisque m est un
ok ¢ )
nombre enticr, siako =simw = o, de sorte que la somme de

la progression proposée est effectivement = o. Si le nombre n est

Or ayant ¢

. . me .
impair = 2k + 1, posant — = . il faut demontrer que :
AR ]

A+

. 1
cosy + cos 3p. . .+ cos {2k — 1)y + - cosmm = o.
T2

. sizko 1

Or par la sommation precedente cette somme est —— + S cosmm

siok I .
=% “cos(2k+1)p; et i cause de

2519 2

si2kp =si(24 +1)pcosp — cos(2k + 1)psig
si{2k —+1)9cosy N

cettesomme sera = ————————- Mais puisque (2h—+1)o=mm,

251y
il est evident que cette somme est egale 4 zcro.

9. Ayant donc demontré que posant x = o les parties loga-

r"l-—‘ (1.1:

rithmiques de notre integrale f : s¢ detruisent, il faut
1

at

chercher la valeur totale des parties qui renferment les arcs de
cercle. Or chacun de ces arcs étant compris dans cctte forme

. r Sir? . .
A tag —————» on voit que posam X == 0 ces arcs evanouissent
1 — X Cosy .
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comme la condition de 'integration exige; ensuite en augmentant

x jusqu’a devenir x = » cet angle devient droit et si I'on

COS9
augmente x au dela, il faut qu’il devienne obtus. Donc posant
, x sig , —sig
x=o, on aura Atig———— == A tag =mn—9, et par-
? 81— rcosy ° "cos ? P

tant toutes les parties qui renferment des arcs de cercle, prises
ensemble, seront

2 .mm . 3mm Smz .Tmw
—m|Sl— 481 -+ Sl -+ st ete.
n n n n n y
2T .mr P .mn .mT .mmw

— — | si— +3si— +5si— + 7si— etc. |,
nn n n n n

il s’agit donc de trouver la somme de ces deux progressions.

10. Soit premierement 7 un nombre pair ou z = 2k, et posant
mm

—2—[ =@, la premiere progression sera

sip +-si3¢ + sifp. ..+ si{2h —1)p =S,
qui, etant multipliée par si¢ donne

] 1 . 1 1 1
— — —~C082¢9 — — COS4 9 — — cosBo...— —cos2 k
5 5 c0s2¢ — ~cosfy — ~ cosBy ; ?

. 1 1 1
== Ssip + 5 Cos20 + ;(:054? ~+ ;COSG?.. .

\ . 1— cos24 1 — COSm~
d’oti 'on tire S = Y — cosm=

.

2 sig 25t
lzk
Or ayant trouvé cy dessus :
oSy + €083y —+ cos5y + ...+ cos(2h —1)p = w
251?

la differentiation donne

sip + 35139 + 5sibg ..+ (2k —1)si(2k—1)g

2hcos2hy  si2hg

2 sig 2 sig? ;
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. mm .
Posons maintenant ¢ = -—» ¢l a cause de 24 = n, nos deux pro-
n

gressions seront

a7 1 —COosm®T 2w nceosmrw simmw
.mrw nn .m7 ymr\?
2 81 — 281 - — 281 | —
n n n

dont la reduction donne

g simm 3
—_— - =
ST .mr .mr
nsi — nsi— nsi —
e/ n

n

a cause de sinmm = o.
La meme valeur se trouve quand 7 est un nombre impair.

11. Voila donc incontestablement demontré que 'integrale de

. . xr"=dr =
notre formule differentielle o enposanty = oo, est = ——-—
1 T ST
n sl '—'
n

tout comme nous avons deja conclu par induction. La meme valeur
aura donc aussi licu de quelque maniere qu’on transforme la for-

-

mule differentielle; posons donc.x = T“—), ou 'on remarque
Toylr—23"

que, posant z = o, il devient aussi x = o, mais x croit a I'infini

S 1]
cn posant 2 = 1 ct nous aurons dxr = - - P I i et .
L -n)n+l 1 — 3t
Vi hd
dx ds rm=tdr =1z
Donc = et — . .

T T Y—ar) 1T e
Par conscquent posant apres 'integration z = 1, ayant prisl'inte-
grale en sorte qu'clle evanouisse au cas z = o, on aura, pourvu que
m ne surpasse pas n,

M=1ds T

e an\m .mrw
\ (l 3n)

12. De 1a nous tirons pour des cas particuliers les suivantes
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valeurs integrales quand on met aprés U'integration 2 =1 :

dz T zdz o
- = 3 - 9
fi/(l—zs) 5sit Vie—2p 5527

5 5

z2zdz ™ > Pdz L

= — = 9
f{’/(x._z;)a 5siﬁ’ e/('_zs)‘ 58.141
5 5

dz T ztdz .
— , " — L4
) Vi—2) 657 Vi—sF  6alT

Ces integrales sont d’autant plus remarquables, qu’il nous
manquent encore des methodes, pour les trouver assés promtement
car la sommation des progressions, dont je me suis servi, paroit un
peu trop étrangére a ce sujet.

™

13. Puisque donc

. . zm—1dz
est egale & cette integrale

™ n n m’
nsi— V(1 —2")

n
posant z =1, cherchons la valeur de cette integrale par une serie,
PN m m m(m -+ n
qui a cause de (1—2z")— — =1+ — 2" + —(—i——~—) 22" 4~ ete.
n n n.an
. ™ .
fournira pour ——— cette serie :
.mw
n s —
n

1 m —+ 4
LA 7 + m(m + n) m(m ',n)(m+,2”)etc.
nsi T om n(m-n)  n.on(m-+2n) n.2n.3n(m—+3n)
n

Ensuite la meme formule integrale pouvant étre exprimée par le
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produit d’une infinité de facteurs, nous aurons aussi

L. nn 4nn gnn
nsimﬂ_ n—m m(an—m) (m~+n)(3n—m) (m+a2nr)(§rn—m)
n

. etc.

I'une et 'autre expression ctant continuée a I'infini.
. . . .
De la prenant m =1 ¢t 2= 2 a cause de si 3 =1, nous tirons

d'abord I'expression de Wallis pour la quadrature du cercle

1.3'3.5° 5.7 7.9 9.11

Or mettant m =1 et n =6 a cause de sig = %, on aura
= 1 6.6 12. 12 18.18 24.24 s
oy — . etc.
375 1.1 7.17 ‘13723 19.29

ou bien p

__16 G 12 12.18 18. 2; 24 30
=B 70113717 19.23 25,29 29

Il

14. Ces produits etant les memes que ceux que j’ai trouvés dans
mon Introduction ('), nous voyons déja une autre route, qui nous
pourroit conduire a la decouverte de ces integrales. Or j'avois
trouvé

mmw mm mm mm mm mm
sin — — — (1 — — 11— — 1 — — 1— ——— | etc. ,
n n nn | 4nn gnn 16nn

ct !

cos ™" — (l . 4mm> (1 . 4mm> (1 _ 4mm> (1 _ 4mm) ete.
n nn |\ gnn 25nn 4onn

dont la premiere donne :

LI nn 4nn gnn
L (r—m)(n+m) (20— m)(2n+m) (3n—m)(3n +m)
n

etc.

(*) Introductio in Analysin Infinitorum, Lausannzx, 1558, 2 vol. in-4°.
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ou si nous mettons n—m au licu de m, puisque

nous aurons :

™ I nn 4nn gnn

,mrc: " — m'm(zn—m)'{m+lz)(3n—m).(m +a2n)(4n — m)
nsi— :
"

etc.

qui est la meme, que celle que nous venons de trouver. Nous
serions donc parvenu aux memes inlegrations, si nous avions
d’abord cherché une formule integrale, dont la valeur dans un
certain cas seroit égale a ce produit infini de facteurs. Or javois
autrefois donné une methode d’exprimer la valeur de quelques
formules integrales en certains cas par de tels produits; et il ne
s’agit a cette heure, que de renverser cetle methode et de passer
de tels produits a des formules integrales. '

18. Or j'avois demontré que posant aprés l'integration x =1
il y aura :

v—p
f.x““’dv (1 —a*) %

_Loplety) oaplatvtp) Buletviap) oo
voa(p ) (e+p)(2p+v) (e +2p)Bp )

)

Ensuite j’avois aussi exprimé le rapport de deux formules inte-
grales, par un tel produit; et posant aprés l'integration x =1, on
aura

v—p »
[x“*’dx(l —zt) e

fxg-'dr(l——xi")t}'

_Glety) (64 p)(adv+p) (6+2p)(e+v—+2u)

“—f/.(‘i-i—u) (u+ll/.)(6+v+y-).(a.+2{/.)(6‘+v+2p.)ew.
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et encore plus generalement

=
fx““dz(l——.ﬁ‘) W :
A—p
fxs"‘tlx(l —at) e

) €(a+u)()\+lu.) (€6 + u)
v (24 u)
(
(

(e +v+p) {2+ 24)
(

T G0+ ) (v + 2p)

+
_I_

(64 2p)(a+v—+2u)( 2+ 3p)
(z4+22) (642 +2u) v+ 3p)

etc.

Donc un tel produit étant proposé, on pourra reciproquement
trouver une formule integrale, ou le rapport de deux, dont la
valeur au cas x =1 lui soit égale.

16. Soit donc proposé ce produit a Vinfini

nn on.on 3n.3n
- m . - etc.
m(2p—mj (m—+n)(3u—mj (m-+2n)(n—m)
(n—mn
dont nous savons la valeur = —— -, quc nous comparerons
mr
n sin ——
n
avee celui-cy -
wlae+v) 2u{e+v+u) Bpla+v4-2u)
C— - : etc.

a(p+v) (z+u)(2p+v) (a+2p,3p~v)

v—A
dont la valcur est =v [x“"dx(l—x}‘)T au cas xr =1, et
L]

puisque l’accroissement des facteurs est la ==, et ici = p, nous
aurons d’abord p.=n:donca + v =wn; et pour le denominateur
oua=metyp+v=2n—mioup—+v=metzg=2n—m. Au
premler cas 1ouUS avons o ==Imj; p=1n3vy=n—in, et a I'autre
o=2n—m;p=n;vy=m——n, de sorte que nous ayons

ou
( ) i fxm—l d.‘I‘ R
n—m)w R

= (n—m) —
nsim—ﬂ (l—.z‘")-’-‘-
n
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_z.zn—-m—i dr
(n—m)z

— =(m—n) —ziom

. mw
nsi—- (1—a%) "
I

ou

2n —

s >S1oou n>m,
n

uisqu’alors 'integrale renferme encore une partie infinie.
puisq

dont celle-cy ne sauroit avoir lieu tant que

17. Voila donc une autre route pour montrer que la valeur de

r=ldr

T
aucas r=—1esl —= ———.
—_— .mt
(1 —an)® nsl —
n

D’abord par la réduction des integrales a des produits infinis,
on aura i causede ¢ ==m; p = n, v— p = —m, OUY =1L — m.

cette integrale

n

xm=1dr 1 nn 2n.2n 3n.3n
_—_— . « ctc.

('—xn)%l-_ll—nl m(2n—m) (m~+n)(3n—m) (m—+2nr)(4n— m)

Ensuite par la resolution generale en facteurs, que j'ai enscignée
dans I'Introduction a4 I’Analyse on voit que ce meme produit

. ™ . .
exprime la valeur de ——— Sinous mettonsn — m au licu de m,
™

nsi—
n

nous aurons :

=1y 1 nn 4nn
n—m =
(l —_ .Z'"’) n

gﬂll

— . . -etc
m nn— mm fnar — mm gnrn — mm )

. (n—m)=w . mw
et par conséquent, a cause de si (n—im)= =5l —,
n n
.T"l—-1 d‘r .Tll—-l)l -1 d,r T .
m =i — ¢
—_— .mr
(1 — am)» (1—an) « 7 sl —
n
P x z’L
osons ——— =z, oux"= ——,desortequexr=1,siz=

T— ") |
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et nous aurons en posant aprés I'integration 2 = oo : !
zm=1dz pl—m—1 T
1+ 3% I+ 3% . mw
n sy —
n

18. Mais voyons aussi comment ce meme produit infini

nn 4nn qnn mw
an —mm fnn— mm gnrn— mm

etc, =

.mr
ns) —
n

puisse étre exprimé par le rapport de deux formules integrales.
6(a —+v) nn
a(6-+v) nn—mm

) A b} .
6=nj;ao+4+v=n;a=n—mect §4+v=n-+m; d’ou 'on tire
a==n—m; 6=n; v=m et u = n; ct partant :

m—n
zn-m-1 d,.( 1— ‘z.n)T
m

. Donc

Pour cet effet il faut poser p = n, et

m—n *

.mmx
nsi— .t""‘d.r((-—.z") “
‘ n .

Mais le dénominateur etant ici integrable, son integrale donne —
m

pour le cas x =13 de sorte que cette integration se reduit a la
precedente. La formule plus gencrale ne mene pas a d’autres inte-
grations ; cependant il y a d’autres moyens de rendre ces integra-
tions plus generales.

19. Multiplions deux formules integrales en general, et dans le
cas x =1, la valeur de cc produit

:’ n—n
vufz:“-'d.z'(l —ant) -fw“"dx(l—a:")T

na(a—+v) (a4 u) fnan{v+v4+n) (e +u -+ n)
«.a(v+n)(u-+r (@ +njl@+n)iv—+2n(u +2n)'

sera

ete.
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lequel soit posé egal a celui-cy

nn 4nn mn

7 . -\ n etc. = gl
(n—m)(n-+m) (20— m)(2n + m) nsiT

Soit pour cet effet : « =n-—m; a=n-+ m; et posons oulre
celata +v=v4+n—m=zu+n;oe+u=u+n+m=v-+n,dou

. . I 1
nous tirons v — « = m. Soit donc v = k + Smetu= k— 5™

et nous aurons en prenant pour k un nombre quelconque .

1 9 h+m—2n
(&A._ me> fxn—m—l d.r(l—.z‘”) 2n

\
2k—m—2n me

Xfx”+”’_'dx(l _mn)T — .

. mw
nsp —
n

20. Voila donc un produit de deux formules integrales, qui,
dans le cas ou 'on met x == 1 aprés I'integration, devient

mw

b
.mw
nsp —
n ¢

et partant on pourra prendre k en sorte que 'une de ces deux for-
mules devienne integrable et alors I'integration de l'autre se
. . 9 . mmw
reduira a I'expression ———.
.mw
nsi—
n
1

n—4m

Ainsi posanl 2k =m + 2n, a cause de fx”"‘”‘—‘dx_—_

1
etkk — - mm=n(n-+m), on aura :

4

m
= mn
nfx"“'"“dx(l —ah) = .

.mn
) Sl
n

Or si I'on prend

2k =m+ 4n,
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puisque ‘ R ‘
(" 1 T n

ah+m=ddy(y — a") = — : =
j ( ) "w—+m 20—+ m () (20 m)

et

1
kk — Z mm = 2n(m+an),

on aura :

.

m+n
. 2nn h—=m=1 g (l —zn )' r— _mr .
n—+m .mw
nsl ——
n

Donc posant aussi #— m a la place de m on aura:

m n—m

= n L n n—in

=— [xrmdr(1 — ) = ——— 2 Vdr (1 — x") B
.mw m n—m

nsi—

et

L 2nn aph—m—1 d.'t,‘(l — z”)!tTm
mrx  m(n+ m)

nsi—
n

. eNn—m
— onn )f.r”'_‘d.t(l——-l‘") n

(r—m)(2n—m

21. Or puisque .
2h—m—2n
fzn-i-m—l dx(| — xn)—TrT_ \

h—m—on
L x"=tdp(1—x®) 4,
2k +m

si nous substituons cette valeur, nous aurons:

.

I 9 k+m—aon
<‘.___ - m) {‘_ru—m—-i d.’l.‘(l — ..,.n) 2n
2
v

2h—m—2n
X & tdr (1 —a") M =
J mr
ns) —
n
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. ) . .
et cette valeur demeure Ja meme, quoiqu on ecrive n —m au lieu
de m. Soit m =1 ct n = 2, ct on aura :

e Bhos o
(ﬁ'—i)'[tlr(l—-xﬂ 2 'fdm('_'vz) T =1

ou il est remarquable que cette egalité a lien, quelque nombre
qu'on mette pour k : soit par exemple k=1; ou k=2 et on

aura :
1 o.r "‘ dx ~
2 ,*(l——.rz) o C/(l——.ﬂ):’ 2 .
P ¢ 1.
§f(l’.)’,“7(l——.r2). ‘:—'—r -
2 Vit—az*)

(%

i
:

I

1
et posant A = — + /2
P -+

Va1 Va2 =
fa’.r(l—.r’) 4 -fdz‘\l—.z") 2 :m

Cette egalité est remarquable a cause des exposans irrationels.

22. On peut encore transformer en plusieurs manieres les for-
mules, que nous venons de trouver; car posons 1 — x”= y27, de

1—-n
sorte que x =7/(1—y*) et dx=— 2y tdy(1—y2n) ", les

termes de l'integrale, qui éloient auparavant £ = o et x =1 sont

a present renversés savoir y == 1 et ) = o, ce qui revient au meme.
De la nous concluons :

m
(4“ — 2m)f‘),2k+m—1 (]_}’(l __y!n )_ W

m—n T
> .},21.'—111—1 d‘),. ([ — ),Qu) [ —
T

n sl ——
n

quand on aura mis y == 1 aprés D'integration, ou bien
' -m
(4lik . mm)fy"""‘”“‘dy(l _yzn) n

><f ‘l/{—-m-—ldf(l___ }’2”)%: mw

.mr
n Sl ——
n

Bull. des Sciences mathém., 2° Série, t. 1V. (Juin 1880.) 15
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par la reduction de ces integrales. Doncsi m=1 et n= 2" nous

(44 ¥y P2y ™
— ‘) . - = -
vi—r) J vir—ot) 2

aurons

et partant si k =1

~

./v\'yziy [»/l—-)" %

23. Or puisque l’angle '—"'—ZE dépend du seul rapport des nom-

.

. mw . ) .
bres m et n, nous aurons sin— =1 si m =_n; sans qu'on ait
n p
. . . 1 .
. besoin de determiner n. Soit done m = - n, ¢l pour eviter les frac-
2
tions 2k = m + X, d’ou nous tirons ce theoreme

=ty =1 dy ®

‘/\Al-—y‘"‘ Vi 1—3’”):;‘@

yir—1 - Aty . 3
—_— A—ldy - = —_—
S ==

De meme posant plus generalement 2k = A + m on aura

/‘ m m—n r3
A2m—1 g ( — zn)' n f A1 ] ( —_ain\ 0 :

) Iy {1 —» s tdy(i =yt =

N mr

2insi —
n

ou

ou

N _m \ m mr
/} +2m—l([},(|_y2n) n_f), —1([),('__]211):;__: ’

Are () +’zm)si-"ﬂr
n

ou le nombre X est arbitraire, desorte qu’on lui puisse meme donner
une valeur irrationelle. Soit m = uk et n = vk eton aura

" r— .
ﬁ,uzp/._:d](, __]hk)";‘_f),l-—z([y(l — k) = _:_Iz;
: v

2 )k si
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ou

- =1 2vk£ pr
f)’)"'-gy'k_id)’(l—yhk) Ve ]‘_(l}’(l——)‘ )v: ‘K.

)m()t—i- '2;).1)51 "

24. Posons de plus 2k = & pour avoir cette egalité,

£ Y ™
/t)[)\+y.u—-l dy ( I — ),va) v f])-—l d.), (l — 'yw.) PR— p
. kst —

v

dont on aura ces cas principaux :
yrre—t ([ v yldy 2w
v r—) V=) T 2k’
yire—tlgy ¥ =tdy 27
. E — - ?
V(l—_y‘“) 'C;('__JAM)Z 33
A20—1 (] y*=tdy =
- = = 5 ?
‘/ (1 — yte) C/(l — y3e) 3hay3
yhre—t ~tdy A =1dy ™
AN — R
‘/ 1— i) v — gyt 2 hay/2

7+'§¢.-—1 dy- & ,’.)‘—1 ({7- ™
fV(‘ — jha ) J“I — y*e) T 2day2

25. Comme 'expression infinie du sinus nous a conduit a ces
integrations, traitons de la méme maniére 'expression trouvée
pour le cosinus; qui se réduit a cette forme :

mr__ (n—oml(n++am) (3n—aom)(3n-+om) (5n—om)(5n+om)
COST—— n.n 3n.3n ’ S5n.5n

ol puisque ni les numerateurs ni les denominateurs contiennent
des facteurs selon la progression 1, 2, 3, 4, 5, etc. nous n’en sau-
rions exprimer la valeur par une seule formule integrale. Cher-
chons donc deux formules dont le rapport exprime cette valeur, ct
P'on voit d’abord qu’il faut metire p = 272. Soit done

bla—+v)  (n—am)(n +om)

«(6+v) n.n !
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et nous aurons e =n, 6=n—v; ct v=2m;de sorte que 6 =n—am.
Par consequent en posant aprésl'integration x =1 nous avons :

m-—n
/'.Z'ﬂ—‘d‘l"(l — .T”‘) n m (” zm)
™ . —
D - sl ._._____‘K .

j.r"""""dx(l __‘L.Qu) n " 2n

Donc posant 1 = Ay et n = Jv nous aurons

—

il
f.r“'" dx(1— ™)
.

— = cosE =i r—2p)m,

D "
. et v 2v
j a=Pa=ld (1 — )y

26. Considerons-cn les cas les plus simples

I. Sim=1, n=2,

L Sim=n,

2
[trd.z: T — r‘) B
n::3 =C0S— == —§

. _Z 2
jdx(l—x‘) 4 >0

1
rdr x—r‘ 0

[ = cos . 3
—_ 7 gl
fr([.l: (1— z‘ 4 ya

Il. Sim=

v]e-

olu

ela
O':
UJ

xdr(1—z8)

f.z’dr l—.z“)
1v. Slm__— n=23, j -

De la seconde nous tirons cctte egalité

f dv =§f dzx )
Vit—ar)r 2 V(l—x“)’

La troisieme se réduit a

®  dx dzx
Sz “"'f Vi— o
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ct la quatrieme a

27. Ces formules peuvent &tre changées, de sorte que la condi-
tion de l'integration demeure la meme. Ainsi on trouve

Stz =slw=

en posant x3 au lien de 1 —xx

f dr 1 * dr .
T ey
en posant x3 au lieu de 1 — x¢ .
—_— _9f
iy ey f el
xr
JG———: 3 6 5 frmiey 2f——_
V1 —axz)’ (1t —x ‘/’1—-.1'3 ! \/(x-—.r“)’

et partant nous aurons ces egalités :

e e Y e A
e e e

f:/ 1—zzx)’ f\/ 1— %) OZS W% 3\/3 f‘/ l—-:r“)’.

28. Par la meme transformation nous trouvons cn general :

x"dzx 1 xn=dr mm =21
——m =, [ ———p=cs— [ ——
— s n n—m

(I—xi") n (l——.z:”)2 (l-——.ri") n

1 mm r"=tdpr
— €0,

2 n )
(l — J;n) 2n
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¢t partant

xm=tdz Jmr z"=dr
Vit — ) - ”"/ l— zn n+2m
. . Y am=idr: .
Donc, puisque la formule /\7————;—) est la plus simple comme
\—u

ne renfermant que le signe radical quarré nous aurons ces reduc-
tions pour le cas x = 1.

x"=dr _1 x’”‘ dr
Vitl— _,zu}u—m \/ [ — .1.‘”

J" .z.n—im—d d'r ] .rm—-! {[,.
W it \H—n - mmw 1 — "
V{1 —ax") acos T Vi )
n
f a1y I f am=ldy
2 - N7
— ph\n+2m mw 11— &
V(l i ) coS —— V( )
n 3

dont la premiere cst evidente d’elle méme, mais les deux autres
renferment la nature des cosinus.

29. Jai aussi trouvé dans mon Introduction (') ce produit
infini

.mz
l;;;_nz(mz——m) (2n+m)(fn—m) [fn+m)(6n— m) ete.
“kn k2n— k) (27 -+ £)(4n—k) 'mz+l)(6/z—ﬂ)

S1—
2n ’ N

qu’on peut reduire a un rapport de deux formules integrales. Pour
cet effet il faut poser p.= 2n, et

G(a—llu)_m(2/1—-m\
w b+ hian—4h)

(*) Introductio in analysin Infinitorum ; Lausann®. 1758. 2 vol. in-4°.
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ce qui se peut faire en quatre maniéres :
v—.p m—l.
I. a=k; €= m; v—=aon—m—k; . ==
v—p  m—Kk n.
I, « =4y €—=an—m;v=m—k; p o S
) v—u hk—m—on
M.a=2n—k;6=m; v=A~h—m; P s
v—u m4+k—A4n
IV.a=2n—k; 6=a2n—m; v=m—+hk—2n; ; Py
d’ou nous aurons :
il .mrx
[x“"‘dx(l—.zﬂ‘) " st —
> n
=T T A
f.va“d.r(t-——.rl‘) n si—
an
3 1]
et par la transformation '
a—*
. [x““dz(l—.r*) w .
« ’ __ S m1r
* 6—n .41r
j.r““'(l.z‘(l—xﬂ) n sl —
2n

30. Cette derniere formule fournit les réductions suivantes :

pER—m—k—1 ) prn—m—k—1

.mx
——— == Sl —— k]
212 2"'/ rﬂu)?n—k 2n 2'{/([ . Iiu)ht—m
. rm—h—1 ] mr xm—k -1y
Sl — — — S] —~-- ?
on 2'\’/(1 — 2 )2u-—/.- 2n 2"’/(1 _ 2lz)m
kw ak=m—1 mr ph—m—1 “tdr
Sl?n' 2n 2n\k st 2 onye ’
2 vil—= n). 2n I xn) n—m
kr {.l‘""","_g"—‘d: Tm+L en—1,0p
St—- —_— = JR—
an X 20
2n \/(I__xzrz)k 2n (1—1‘2")"‘

Or je ne m’arrete
J

pas a donner des exemples; il est aisé de voir

qu'on en peut tirer des reductions asses remarquables; comme
si k = n—m, on aura

frte

x"dr

t mr

g——.

an

xr"dr
.

x2n )2n—m

3 it

.LQ" )n+m

31. Considerons encore un produit infini, que j'avois trouvé
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pour la tangente d’un angle, - C
., mm mnw 1(an—m) 3(an+m) 3(4n—m)
tag — = . etc.

an 2(n—m) 2(n+m) 2(3n—m) 4(3n—+m)
et que nous representons en sorte

mm __on.on(n4+m)(3n —m) fu.fn(3n+m)(5n—m)

2(n—m)tag —

( ) vig
qu’on peut reduire i un produit de deux formules integrales, qui
étant en general

v a—m
va | e tde(1— at) vl [t tde(t — am) n

_pmle+v)(a+u) 2p.2m(e+v+p)(at+u+m)
T wa(p+v)(m4u) (24 p)(a+m)(281-v)(2m + n)

-elc.
ou I'on voit d’abord qu’il faut prendre p = m = 2n, et cnsuite il
reste a rendre :

(n+~m)(3n —m\ _(z+9)a+u)
n.3nu(2n—m)(2n-+m) - wa(w +v)im + u)

Qu'on prenne donc a+v=n-+m et a+u=3n—m et on
trouvera les quatre solutions suivantes :

1. v=m; wu=—m; a=un; a—=—3n; p=2n; m=2n.
I. v=m; a=un; a=un; a=2n—m; u=12n: m=2n.
Il.v=—n; u—=—m; a—=2n~+m; a=23n; p=2n; m=2n.
IV. v=—n; u=n; ®=2n4m; a=2r—m; p=—2n; M=—2A.

32. Voila donc les quatre reductions qui s’ensuivent.

xrr=tdr xrIn=1dp ™ mr
2'{/ su, 2/z—m ‘III in 2n+m 2mim cot ’
(v— Vir—«x (m—n) 2n

xn—1 (Il‘ xin ’""(lr 7 mn
. = —F—Cc0ot —»
2’{/ 2u 2n—m “\I/(l . xin)n 2n (Il —_ III) 2
L.in+m—l mn=1dr - mrm
. = cot —
2"'/(1__,2n).m 'l"/(l __1'2/1)2.'l+m 271(” —m) an
xintm—1 ] 22n—m=1 jn mn

R o —_ —_———— CcOl —

2'{/( .?")m 21— a2n)n 2nn(m—n)  2n

(
. mm w.3n(2n—m)(20+ m) 3n.5n(4n —m)(fn + m) ete

.
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ou il faut remarquer que

r3n—=1r —n xn=ldr
. enmamem 2n
2‘1/ L.?n 2n+m m ‘/(l — J;in)"l

Jl.'Zn-o-m—i dr f rn—1 dr
2n — 2n\3n I— .Z‘“L
V(1 — ) v(

33. Ces substitutions nous fournissent les formules suivantes :

xr?=ldr " de ™ mr
- 5n = cot—»
(1 — ) 2n—m V(1 — xtn)m T a2n{n—m) " an

et

v
rr=idp a2n=m—ldy d mmw
. = cot—»
29/(1 — a2n)2n—m V(1 — x27) a2n(n—m) 2n
M=y ar—dr T mw
— = cot—»
Y1 —r2n) 1"'/ — i )m T 2n(n—m) 2n

am=idr xir—m—1,p 7 7
- = cot —
v(1— x%") V L — %) 2n(n—m) an’

qui se reduisent i ces formules plus simples :

dr dr . nrw ¢ mm
2n _ Qp—in 2n . m - 2(n—nm co 2_'l ?
v .r.r) V(1 — xx) ( )

xrin—m=idpe T mr
= cot —
2"’7 2n—/n, \/( 1 — J,"”) ‘2('1 — m) 20 ’
f J.m—l d?,‘ ~ mr
cot —
V(1 — ) J Wi — ce)m 2(n—m) an’
am=ldr ain—m=tdp * mm
ﬁn ‘ 27, = cot —-
V(t—a2) V(1 — a2 a2n(n—m) " an

34%. Or par des substitutions ulterieures on trouve

rm=1dr
= n —_—
l"‘/ ﬂn—m v (l — r2n)

x2n—m—1 '
2/(/ /n =n \/(l —_— .1:2"') ’

de sorte que toutes nos formules s¢ reduisent i la dernicre, qui est
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la plus simple, puisqu’elle ne renferme que le signe radical

quarré,

laquelle si nous posons m = n — k se change en cette forme assex

remarquable :

LS e k=1, p = t k=
. = —— tag —-
V(1 — x*) Vit—a) " ank Eon’

. . km Ar .
d’ou si k = o a causc tag — = —, on obtient
n 2n

r=idr a=1r e
it— o) ) o —ain 4nn

35. Considerons quelques cas particuliers.

. - dr dx _wm
L Stn=1; k=o, p[‘v'\l—-.‘r.l‘).f‘/(l'——.lfl‘) — %’

) 3 1 rdr dr om ., ®_om
II. SIII—;, “——-;’ fV(l—.L‘3>.fv(l*—-£3) —-—3-‘838—'3-‘7.3-

I Si P f rxdr f dr ' t4
. LR=—2; AK=1 . - - = - tag

, 5 | xrrdr xrdr o, T
IV. Sl”-—-;, L-—;a f«[-—-’, f\/(l_‘rs)—-—g—taé]—o‘,
5
2

. . N
V. Sin==; A:é, I‘T dr j 27 ,g\_i_,_:;
2 Vir—a Vit—a?%) 15 10

. dr rdr T, %,

VLo Sim=Sik=r f\/(‘~~”" V(1 —a%) = W85}

xrdr . dr T ™
VII. in=—3;: k— . — — tio —:
II. Sin=23; k=2, fJ(l—.r‘) f,/(l—.r") o 83

3 2
VIIIL. S“;__Z,k::l, j xr3dr f z (].l’-l :Etég
2= S ) ey

. 3 2*dr rdr T,
IX. Sln:%;k:;,.f\/l_x = — tig —

\/x—z:‘ 21

.
X. Sin=1:4=2, wdr dr :?—’fti'lg—
2 2 \/l-—L yir—az') 35 °i

rrdr a2dr = T
I Sin=4; k= [ ! . = = tig
XL Ste=dik=n | oo fvf(.—.,s; g '8

o/
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. S,
XII. Sin=4; k=3, f ;T_(fc& f\/,—x“ 24“58’

b ¢ xtdr x3dr 2T, T
2, = —tig —;
2 1

Vir—a?) Vir—a?) 9

9., 9 xS dr xrdx __Et.,“?_r_r‘
X1V Sln_z’/l—'z’ f\/(x——.ﬁ) f\/kl—m”)—— 5d°1 K

9., _1 xTdr ) dr _ 2% T
xv. S’n_z’/l_z’ f\/(l—w")fv’(x—.r:")_63tdglt5’

XIII. Sin=

XVL Sin—5§: i oo AT T g,

. 1n=—20; h=2, V(l_rm \/“—:“’)_26 g5,
x8dr dr & 27

— == . = —tig —

XVII. Sin—= 5 k= 4 f\/ 1 — L‘Ur f k[—‘z‘“’) 40 ©5 ’
x8dr xtdr oo T

XVIIL Sin=06; k=r1: j\/ 1— 21) f~/(l_.z”)"|_5m°3’

xr10dy dr = 5=
. Sin=06; k=>5: ! —/‘ - — — g —
XIX. Sin=6; 5 f\/(' Rl lv poy S g

Jrhto—1 ([*r Yy Ity -
36. La formule . . = —— (ue nous avons
\/ Vit—r*) 2k

trouvée cy-dessus (§ 24) a avec (,ell(‘s cy un grand rapport; pour le
developpement duquel écrivons x a la place de y ct posons @« = n

pour avoir :
)«+n 1, P A =
\/ 1— ‘Ll" vit— ) T 2k

Or la formule que nous venons de trouver etant :

pn+h—1 ,]r rn—hk—1p

Vit — ) \/(l—x"")zznk. 21

si nous posons A = A nous aurons :

n—h—1 dr xh=tdr X
- td" —
\/(, —_ J/.m \/ l — 1‘2" 272’

et si nous posons A==n —k

f_z”"'/ Yde  (Tatrh-tdy _n—k , kn
\/(I—-L')’I>. V’(l__‘ll.zn)'_' k tdg;'
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.

37. Or pour rendre ces reductions plus generales, posons
n .

y = x* pour avoir suivant le § 24,

M+n~1 1——"——!
xr® dr z® dr _ am
V(1 — ) Jir— ) 2knn

. An
Son — =k et nous trouverons la meme formule que cy-dessus, et

L N .
la position — =n —k ne produit ricn de nouveau non plus.
«

Voyons donc quelques cas particuliers :

1. Soitn=1 et k=o0:

St s =

et Vautre

rdr xde\x - T2
f\/(l—l“). \/(l‘x’)_ztégg_;/—g'

. Sin=2, k=1:

et I'autre
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et voila encore quelques autres :

rdr dr T

f 1—ad) f\/.z 1—a%) tﬁgl_(;,
xxdr z3dx\/t

f — ) R =y
dz\/z .

f 1— x9) f\/l—-l, - tégg,

zxdx\x xidr

Va—a5) " J (1 — =) tag5

xdr F3
Jote [wte = e
x3dx xtdr —ath Z
J(x—.x“ V(1 — z*) 86’
xxdr — L
Vir—z*) \/ (1—ut) - g8’
xtdx x8dx
f\/(:_m [‘(1—.17) =3tig
xdr — T
l—.z“’ \/1—-x‘° = %
xdx x¥dr =
f [-—.r“’ f\/ —zv) :4&,"3;6’
x¥dr T
f 1 — x'?) f\/ 1— xtv) = tégg’
x8dx xdxr T -
t—x“’ V(1 — z1?) tégg,
xtdx .
1——.::“ N 1—-.[“ = "8
x8dx xr10dzx ©
f L — 1.12 f\/ .z'“ _5tég]—2--

38. Ces formules sont semblables par rapport a la forme a celles
qui ont été trouvées cy dessus § 3%: toutes ces formules étant com-

r’mn=1dr
prises dans cette expressmn generale f V——)

étoit le produit de deux telles formules, dont j’avols assigné la

Mais cy-dessus
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'
valeur, pendant que nous avons ici des quoticns, qui resultent de la
division de I'une par ’autre. Mais dans I'un et l'autre cas il est
cvident que lintegration de I'un se reduit a celle de lautre.
Puisque la plupart de ces reductions sont tout a fait nouvelles, il
vaudra bicn la peine de les considerer plus soigneusement; pour
cet elfet je les distribuerai en classes selon ’exposant de la va-
viable x derriere le signe radical, m et n etant des nombres entiers.

. . n—1 I'
I. Reduction des formules f R

VI ——.l,“‘) '
rdr *  dr 2% " JF__ 2%
= e Rk ST i el

II. Reduction des formules f_rﬁl___l_'_’i

vai—at)
aror dr T, ® %
P " = s lg 5= 7-
Vo= =) T 5T g

IlI. Reduction des formules f;/f’i;_l‘ijf_:

xrdr *  rdr 2w vig
o= — == — tilg — »
vir—2®) J yir— 2%, AT

x3dr dr ___Qﬂté 3x
yi—w) ) Ja—2) T 15 Cie

IV. Reduction des formules f ler
Vir—a®)’

x3dr zdr nté T
\/\l—-x" ‘/\I-——.zs 6 8'6’
l“dr T
l—)'“ le—zG :~tég§’
xdr dr e
wa—m‘ Vi—a) = e’
rdr xrt dr n
V(t— z" V(1 - 2tég6.
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" dx

V=)
rde
f (r— f\/ 1 — 27 té{’ 4
xrdr xdr " 3z
fw—-w'fw—-r")— TRANT
aSdr 27rt‘, _5_7:
f (1—7) f¢1—1 33ng4

rlll 1 (11:

Vii—at)’
xtdr rxdr - 'té T
Vi —2®) Vit — z#) b gg’
x°dr xdr ——E—t%i T
vir—a®) J Juu—at) T 16 gZ’
xSdr dr I ¢ r37!‘ §
== v’('—-v")——4 wg AY
rrdz —
. l—L"’ Vir— r*’ = tig ‘5 . ’
xredr xSdr — 3t
ViT— ) f\/l—x“\ l"8

H—1
VII. Reduction des formules | —— " de

v(r—a®)’
rrdr xdr 2 T
f\/(l—f") f«(x—rﬂ) E“‘gx‘s’
Poaddr x2dx LT
Sy ) e =y e
r‘*dr . . bm ,
(1—a%) \/ 14— ) *7“35’
xdr o t nw
Vit—a*) j\/ 1— 2t 63 dgm'

V. Reduction des formules

VI. Reduction des formules
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m—1
VIII. Reduction des formules f \/—r—-ii—

.L“')

x8dr xidr T ™
f 11— 2t f\/ — xl?) _Et&g—{(—)’
28d.x xr2dr T T
fw/(l—-r”)'fvu--r‘”) A
x7dr xrdr = t 3_1-
V=)' ) yi— a1 = 36 8 0”
f x3dr f dx o 21r
Vi—av) )y —av) T 4 w3
ridr . dr — K '
V(l—.v“‘)' V(l—.r“’)_ glo,
rrdr rdr T
fvu——-r“)'fvu—-r'“; =5
xrSdr rdx =
yY(r— ) fV — ) _/*w‘g;;’
r8dr 2dr § e ™
vi—a*) ) yu—a) T 8

39. En combinant les quoticnts avec les produits de chaque
classe on en peut former de nouveaux produits, ce que je ferai voir
en general : car ayant ce produit

rR+h=tp rh=h=1r n , kx

\/\l ___ .,.zu‘) * \/(' . ‘rzu') - Nk t&{, o%n

et outre cela ces deux quotients :

l ,1‘"”‘“"'(1.1‘ . .T""" d.,. . ui , ar

=) e T e
r""'”—‘(lr C[athtdr  n— b , bm

II V“ —_— T!n v“ —_ r!l) = {) ’.g.Q._I;;

combinons le produit avecle premicr quotient, en posant a=n—k
et nous aurons cn les multiplians

rh+h—1 g, h—1 r's
vu*-r*")'fw — ) ank’
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Ensuite pour le second quotient posons b = n—Fk, et en multi-
pliant nous aurons :

x2—=k=1p an—h—tdy T

\/(1—.172”). Jr—a*") " an(n—k)

qui ne differe pas du precedent. Ainsi pour chaque classe nous
avons deux produits généraux :

i prHhi—tdr an—hk—tgy ™
. . = — —_—
Vit — 2% V(1 —x2n) ank gzn

1,'”+""1dz‘ rk=1dr P
1L - T,
Vie— 22y 1-—_rﬂn 2 nk

dont le dernier convient avec ceux que javois déja demontrés
autrefois.

40. Developpons ces produits pour quelques cas, ou 2 et k sont
des nombres entiers; ct nous aurons les reductions suivantes pour
le casxr=1.

1. Produits de la forme [M
J vir— %)

‘rr-——dx T, T ™

it —=t) \/r—r“:ngZ

II. Produits de la forme f —iid—t‘

Vit — %) ’

f xdx rdx L ™
Ji—a) ) Vi—2) = 886~ gy3’
f xhdr T, = -

=) f\/l~x6 =3 =

.z‘adr

(1 — %) f\/ I—r6 =
f xhdr f zdzx s -

Vii—2) Jyli—=) " 1’ ‘ “

Bull. des Sciences math., 2¢ série, t. 1V. (Juin 1880.) 16
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xrn— 1dx
HI. Produits de la forme
TEral

rrdr ridr T riaT
Vi1 — «*) V(l—-.:.“)_“' e
x5 dr xrdr . t T_ T
\/U—x“ Vit —at) 16(g4_|6’ o
xbdzx dr — T 3r ’ k
vu—e) Sy =] T 88
xtdr dr o
yu—2] Jyu—2) 8
s dr * zdr =
, va—a) ) =218’
Lot a8 dx xdx = '
Jvu—2 Sy —at) 24 .

. ; m—-id ~ o
1V. Produits de la formef—t——i' A

\/\l__‘tlo)'
x3dr /‘ ridr = tég” .
vit— ), \\l—.z:“’)_ 10 ﬁ’
xS dx rdzx = @ ™
Vi—=z, Jyi—=x°) " 20 85’
ridr * xrdr T tc’l'3“
Vir—z) Jyii—a) 7 30 8"
xr8dr dr = 2%
. —  the =——
vit— ') fw—x”) TR
xridr dr _® .
vii—=) =) T’
rSdx zdr T
V(1 — =) VU—.L“")—zo’
. x'dr x*dr =
Ji— " ) Y= " 3¢’
x8dr rdx %
yir—a) Jyau—=2") " 4o

41. Aprés ces integrations des formules qui sont toutes comprises
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dans cette generale jx'" tda(1— ")k, et qu'on peut nommer

algebriques, puisque dxy est multiplié par une fonction algebrique
de x, je passe comme je me suis proposé a considérer encore
quelques formules integrales, ou le diflerentiel dx est multiplié
par une fonction transcendante de x, et dont I'integrale dans un cer-
tain cas se peut exprimer ou algebriquement ou par la quadrature du
, cercle. Ces cas sont d’autant plus remarquables, qu’il nous manque
encore des methodes pour les traiter; ct partant les observations
suivantes serviront peut-étre a decouvrir de telles methodes.

42. Je ne m’arreterai pas ici a cette formule integrale assez
1\ # . ,
connue [dx{l=) , dont on sait que la valeur au cas, qu'on
x
v

met apres 'integration a = 1, devient =1.2.3...n; de sorte que
cette valeur peut étre assignée toutes les fois que exposant 7 est
un nombre entier. Mais quand 7 est une fiaction, la valeur est

beaucoup plus difticile a assigner. Ainsisin = 3 J’ai demontré que

. 1
la valeur de l'integrale | dxy//- aucas x =1 est = ! y7. De la
5 . &£ 2

on tire aisément ces integrations qui en dependent :

1
1\? T
de{l =) — -/
Je2) = v .

puisqu’il y a en general

fd.r <ll> " :x<l -]-> " —+ m [Jz <l .l.>m—'.
x x, z
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. . . N 1
Donc, posant aprés 'integration x = 1 & cause de | - = o, on aura
» P p S = )

1 N m I m—1
f(lx(l —) =m [dx (l —) .
£ . .z
\ . I , .
43. Cette intégration du cas de n = 3 peut s’exprimer de cette

1 ~
1\* I dr ’
(I-T(l —\) - /2 —_—_— p()saﬂt =1,
S 2 yir— Jf-l'}

et pour les autres fractions mises pour z, j'ai trouvé les reductions
suivantes :

1
1\’ 3 /1 dr ®  xdr
fl[."(l --\’ el \/-g 3 N g- ’ 3 N "
* vit—2t ) (i — at)
1 3 /1 rdr xidr
(l ;) =2 1/— f‘g s . 3/ b
; TR By ey
(l > W1 {’ dr {' zdr [' xx dx
= - . . ’
b ya—ap Jya—a3 ) {(i—at)p
fl <1 l)' \/r xrdr xrdx r3dr
dr{l-) = = .
x \/(l—.t*\z J yir—.xt 2 \/-(—x")’
[rh‘(ll :3\/ f xx dx ]"'”.r"(lr’ ' °M.r‘dx ,
" 4 V. r—.z" V(t— ) vir—at)
fdr(l_'_\)-'— \ﬁ/l C__dx
)=V s
rdr " rrdr ’dz‘
X 3/ —_ — o\o - u
Vir—a)t, ‘/\' v ‘/l x
, d.
fd.r(l éf rar .
1— 277,

rddr ridr xldx
>< 5, : \
V(x——r")" l—-r" \/1——-:"

manicér.,
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» x8dx ° x8dx xMdx
[i’/(l—xi’)2 y/l—.l‘s ‘/l-—x“

-4 \/ zdx ‘

5 ‘/ [ — 1.5
x’dr xildzx x'8dx
o N '
Jivi—e ) =) ) Yo—a
44. Puisqu’il se trouve parmi ces formules, o 'exposant de x

est plus grand dans le numeratenr, que dans le denominateur, si
nous deprimons ces exposans par le sccours de cette reduction,

/il.m—i (J.Z‘(! — _I.n)I. — ,m - fr’““"“dx(u —_ )Ic'
L X

m —+ nk

nous trouverons les formules suivantes :

’

S = s [y |
\3/é fV 1— 28} J‘wi-r—d;‘ |

>“__2 il x dx
; 32 v/(l-?f3 J-*‘/,__xa

5
> /1_‘”";) : ,”_ 2 ’ rdz
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. * xdr xdzx xdr
< »;-l——l,"" /‘I—'-L"" t/l—x"*"
% \\ )

45. Voila donc les valeurs de la formule integrale transcendante
1\" . .
fdx <l —) lorsque 7 est une fraction reduite a des valeurs des
x
LY
formules integrales, oi dr est multiplié par une fonction alge-

brique de a. Or parmi ces dernieres formules il y a toujours une
ui renferme la quadrature du cercle, puisque

Poat Ve -

n
’ | n\m .me ‘
JVi—an) nsi—-

n

Ve

Ensuite pour pouvoir mieux comparer les autres ensemble, posons
dans les formules du § 21 : 2k = 21 + m — 2 pour avoir :
\

“l xph—m- ‘(].7,' ? rm=idr -
—"—’.—_ 1\ B 7 o mrn ’
v Vi vii—a7) non—))si—
n
De la nous avons : .
<
I. Sin=3: e
’ rdr ? dr ® .
3 ' 3\2
[} ‘/(l—‘l‘/ V(l_x) 35]...
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1. Sin=4: ’

f xxdr f
1—at) Vii— ) 851
4

f' xx dr f
1— z*)? ‘/l—x‘ sit
i i
¢ xdr x dx [
V(it—2*) ‘/z—x" 4si£
2

III. Sin=>5

f dr dx ™
o = )
Vii—a) J via—asr  5uT

5
f z3 dx __'
V(ii—a® \/1_‘”/ 10313
f 3 dr .

(1—=x ‘/I—J, 5315_
x%dr xdr. ™
f 1—z°) V(r— o) IOSI.Q—:-,

>
r2dr T
f 1— x2%)? f‘/ 1 — %) 5519—515’

f rdr xdx ™ - '
1—ab) ‘/x—xs)‘ 5
1._.
5

46. De la nous voyons, que multipliant toutes les formules du
meme ordre ensemble, le produit se reduit & la quadrature du
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cercle; ainsi nous aurons

1

A A . '
j‘(l-l,‘ (l -;> :;\/ﬂ',

1 2

fl.z-(l i)sf‘["‘"(]i)s:g;g'“:% \/4.3_1-*’
Ja(3)' foef)

o

3
$

1\* 6x/z= 6" /8a%
'f‘"(‘?)wsir@ T
4

1 2 3 4
1\°* [\ TRV G A s g
fd.z(lz) -.[ll.r(l;> -f(/.r(\l;) .jde1;>
~ 247t 24 _|_6r'~
5% si = si o 5 o

12072/ 120 Sarns
- T .om  O° (o

Gssif—; si &

De la nous concluons qu il y aura en gencral

>
2 n—=1
[

1 2 .

" \ " Bo(n—1) no A gn—t

[‘(/.t(ll> f(l.r([ —l-) vee /:]x ([ l) — 1.2.3 . \»Ill ','\/9 T ,
< \ T x . 4 nt- n

lequel theoreme cst tout a fait digne d'attention.

47. La comparaison de ces formules peut étre poussée plus loin,
en considerant ce theoreme general,

\

P
x*de " x=s Vfp
— ) - _—_—
"", I — .l‘”\ “ ! [ — . \n-a
\ < 1

\ \

d’ott le theoreme precedent. tiré du § 21, se change aussi en d’autres
formes. Ensuite les formules du § 29 fournissent les comparaisons
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sulvantes ;

’\’/(l - xn)m+/. * '\L/(I — $n>m+lc n n
k=1 dr .f pn=m=1,p g Ln—." : " ﬁ’

f"‘/ Jn)u+/~«m ’ ;7(1 _ ‘L‘n)nﬁ-ﬁ-—m n n
a—h—=1dy . M=y g m_r .si _Iit,

‘/""/ .Z‘"’ ntm—h f‘" (] " )Il-f-lll—-—/u " n
[ zt e f T dr sil :si E.

"7(1 - L.n)‘m—-m—/w "‘/ l — 2u~—m-—L n n

dont les dernieres se deduisent de la premicre, puisqu’au lieu de m
et k on peut mettre n — m et n —A.

C/(l _ xn)m+l.  m ’C/(l _ .r")”""/”

. . x™mldr n—h [ rm+n—idy
48. Maintenant puisque f — j

on aura encore cette comparaison

ah=ar am+n=1dxr n—k .m ™ 1 '
. — S1 —
v

— —
n . , .
‘/( 1 " )m+,. . 1 ot )m+1. m n

et prenant pour m un nombre negatif
xrh=1dr an—m=1,np n—k .mm kr
= Sl—- Sl—-—7
‘/(l . rn /L-/u "'/ l—— t”’ h—m m n n
d’ou nous tirons les comparaisons particulieres suivantes
xrdr > dr T T
; : 4 = Sicisie = 12,
Vie— z4)? (1— a") 47 2
xx dr LT .2 1
= Si=:sl=c)
\/ (1— %) ‘/ L — o) 5 5
xrdr dr LT 2T
- . = Sl< Sl—)
Vit—zp Sy — ) 575
f x2dr f x3dr T .27
. - = 2si ;80—
5 2 5 "
Vie—x )t Jy(r— 23)? 55

rdi L APde LT 2T
o /5/ " _3“1;‘.‘3—'
V\[ xr e ‘/(I -1 ) 9

L3
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. . . . .
49. Pour faire voir 'usage de ces reductions considerons les
formules particulieres qui entrent dans les expressions des formules

Ju)'s fol)' forl)’s fuei):

Et d’abord le nombre de toutes les dites formules etant 16, il y a 4
qui dependent de la quadrature du cercle.

otiee

dr o ? xdr ™
ff/(l—-f“) 5T ‘Ev( TS
5 5
f rrdr 0w f dr r___*~
S 8\3 ,377 _ s b= T
“(l x) 5SIT ‘/l z? 55l—5‘- 58]3

Pour les autres 12, la reduction generale fournit

rdr dr
Fr) ey
x2dr
f l—.l"‘ f‘/\l——z‘“\’
xr¥dr xrdr
fi’/(l—-v“}‘:f =) ‘
xr3dr 2 dr
Ja—a= e

Ensuite nous venons de trouver

1
.r.z'd.t_ ) 5" dr ‘
\B/(I'_\‘ra)s——si'—;-: é/(.l_x“)b, ‘-

2.
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2\1

z'.z‘(lr L [‘ a’dx
1——z° o v 1——1"
/’ rdr ) f‘ a3dr
= k]
LY V/\l-_ ‘L"’) Si' 14 \/(x—xs/\

auxquelles on peut ajouter les produits de deux telles formules
rapportées au § 45 pour le cas n = 5.

50. Si nous examinons toutes ces egalités, nous trouvons que ces
12 formules se reduisent & deux; posons pour abreger
1 T e—si2T
= ®*“—=Sl%z € = Sl—+%»
T =) 5 5
et toutes nos formules peuvent ¢tre reduites a la quadrature du
cercle et a ces deux

Srrdz et fylde. )
De cette maniere :

» f; "
jy'*(l.r = f_)‘_) dz; }x)‘(h: ::f_y“dr;
v

3

J atytdr = | yydr;

T
f'r]3(lr — fj:‘dz; f )7¢Ix:5—€;

yrdr —

ol R

3030y — = .
,[Ixy‘r 38 fyydy’
[x 2y = .
J T = s

3,27 4 . ;
f”‘”*m,am

T ™
del‘ = ! — . .
f 547 fry(t 56yy dr’

: =
2y dr — g . kK
fx] ! 100 [y¥dx’

2 y?de —

l5u_j')}'d.r'
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Soit done ‘
Jryde=A et [r*dr=B,

et les valeurs de nos formules transcendantes seront

3 ‘
\?® o w3 A ’
' 7) = 5\/5"«6”'15_1;’

51. De la nous voyons que non sculement le produit de toutes
ces quatre formules depend uniquement de la quadrature du cercle,
mais aussi le produit de deux, dont les exposans sont ensemble
I'unité, savoir :

1 2
f(lt(li)a-f(lr(]%‘)a: 4"_
e ’ 5’si':-;,
?
fdc(li)a.fd.z-(l%)» 67;1_.
.5’51—5—

YN

2
B}

2
] S (S Ry P
a0 2'/ C’,\’I_J.u)'o 27T

Outre cela nous en pouvons deduire ces egalités
1
[fd.r(l —)
£
15 272
? 1 - & .
fd.rll\) [ [‘d,. ! i=B 4= ’ de__
4 . T 5% 2w |V — s

K2ai 20 o
=

J

.
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52. Si nous joignons ces determinations aux precedentes, nous
en pourrons tirer les conclusions gencrales suivantes :

1
2

1
2 :
fdx<11> -fclr(l-l-§ =_T ’
* i 2?si— )
2

et en general

ad n D _
jdr(h) .f,/_r<] l) m(n — m)
X £ T
nnsi —
n
Donc puisque

[alt) ™ == fanfu)
X | n . x

nous aurons
B T m—1
[ dx<li) : f"‘”<‘1> _ _amtds
L% .Z’/ x ‘/ x —_— z.n m

53. Cetie derniere egalité se peut aisement demortrer imme-

.
1
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diatement en developpant le cas le plus simple ot exposant estun

\?} -
ftl.r(l;> =r1.2.3...%

Or cette expression terminée se peut exprimer par un produit

nombre entier ;

%

infini comme :
* by A N A
etz =) e () s (4 e
xr 1) 143 \2) 241 \3/ 342

. - m .
Posons maintenant 2 = — pour avoir:
n

]

m m m
1 n .2\ " ”n /3‘ n on \ 3”
[{I.r -}y =(%}) i [Z2) ——. -4 =~ otc.
N r T n+m \2 20+m \3/) 3u-+m

ct faisons aussi m negatif :

&

m _m _m _m
| A 2\ " n 3\ " on 4\ 3n
d.t(l— = —\) —_— | = —_ 2 o« ———ctc.
.,(‘ T ( 1 n—m \2 o2n—m \3 3n—m

Le produit de ces deux formules donne ouvertement

nn 4 nn () nn t mw
. . - ete, — -~ .
nne — i 4 nn — mm \)Illl — Mm T
: 7n S| —
"

5%. Nous pouvons pousser plus loin ces recherches, car puisque

r r r
' 1\ a2\" n 3\* on
(l.r(l -) —(=) . 2 =T ete,
« T T n—4=p ‘2l 20-+p
7 a 7
AN LA 3\" 2n
{‘d.r(l—\ = (_\) . . _\ ~ ete.
. ry L ond-q \2! 2n 4 )
et
P pt+a p+q .

dl-([l u . 9 n n 3\) n on
AN T\ n+p+q \2, 2n+p+q
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le produit des deux premieres divisé par la derniere donne .

a
[l‘ll% d‘l—l-yi .
, N\ " ' __n(n-{—p—%—r/)':zn(zn-i—p—#r/)

ete.,

. ot (n+pjn+q) (20+p)loan+q)
ff) |
&£

dont la valeur est

xh+r—1dy rq xPVdr . rq J-'q_i(ll‘
! ['x'/t' — )=t P ) Yi—an)r=t P ) Yi— an)rr’

ou bien aussi = ¢ fx9~'dx /(1 — x")P=p, fxP~'dxr{(1—zx")9,
d’on il s’cnsuit la precedente, quand on pose p=m ct g =-—m.
De meme on trouvera la valeur de

P

;’l r
n / I 3\
fdz‘(l l» -fd.t(l l) . [dr(l—)
. x / Tx . x
Prq+n
1 n
ot
x
_ pqr xP—tdr P11 r
/) -+ q-+r ‘ (I — .,.n)u—q "‘/(l — a.n)n—l'

55. Enfin pour finir cette matiere, la sommation des series re-

ciproques des puissances nous fournit encore les valeurs des for-
mules transcendantes suivantes, quand on met apres 'intcgra-

tionax =1,
f Z— f—l (1+ =
I—x 6’

et

[z
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et ces plus composées )
f{lr /‘r[rf:lr 1 llrfdpf 7.,.5
_— l I -+ .z' =
== e
f([t ifAt Yy f{le(lrfdr \/1—4— z 1:
1—x

Or il ne paroit aucune route directe, qui nous pourroit mener a
ces determinations, ce qui merite par cela meme d’autant plus
d’attention.




