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SUR LA LOI DE RECIPROCITE;

Par M. KRONECKER.

' I

.

Soient 7 et s deux nombres entiers positifs ou négatifs, /, m, n
trois nombres impairs; soient enfiny =21, d =1, e=k1,les
signes étant choisis de facon que y/,9dm, en soient positifs. Si I'on
pose, en généralisant une expression donnée par Eisenstein,

() (g):—l_[——z—:? h=1,2,...,% (2 —1)],

on peut remarquer tout d’abord que ce produit conserve la méme
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valeur lorsqu’on I'étend a tous les systémes de § (en — 1) nombres
k, qui forment, pour ainsi dire, un demi-systéme de résidus relati -
vement au module 7, ¢'est-a-dire dont tous les restes, pris de ma-

e sy . en -
nicre a étre, en valeur absolue, moindres que 72 sont diltérents. Le
r > . ’ . . . cr .
symbole <—>, défini par I'équation (), jouit des propriéiés sui-
n

vantces.

1. Sa valeur est zéro ou ==1: elle est zéro sir et r ont un com-
mun diviseur, car alors un des facteurs du numérateur s’annule
évidemment; cile est == 1 quand les deux nombres r et n sont pre-
miers entre eux, car chaque facteur du numérateur coincide, abs-
traction faite du signe, avec un facteur dudénominateur.

2. La définition conduit immédiatement aux relations

(=) (=) 5 mrtonin
[ (= ()i

Or, comme on a

(4)

(3)=TIzem® fh=rn o glen—
k

L, . shkw ,
le nombre des facteurs ndégatifs cos—— dtant i(en=£r1)etayant la
n

méme parité que (72— 1), il s’ensuit

()=

3. La remarque faite au début sur les systémes des nombres k
montre que ’'on peut écrire

. orskm
sin

3 . n
<7z>“1—[_—_;r-/:: k=12, ..., {en—1)),
n

& sin
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.
et par suite que 'on a

) )G)=6)

4. En prenant /= m ct en mettant a la place des nombres k les
nombres § (n + 1) A, il vient

ou les & forment un demi-systéme de résidus par rapport au mo-
dule n; puis, en utilisant les relations

sin e h= h=
d— - - = 2sin | — - ¢ )2 sin -——v\)
siny I[ n m Y, ’
h
en—n) /) g\ /m dm
J9? ——): - (— —=(—1,
n nj\n) n

on arrive a I’équation

(6‘1:1) . (/n: hw he kw
— ::llzsm ——+~—>2sm —-—-——-——),
n Jn n m n

ou l¢ produit s’étend aux ;(dm — 1) nombres I ct aux $(en —1)
nombres A qui forment les uns un demi-systeme de résidus par
rapport au module m, les autres un demi-systéme de résidus par
rapport au module 7.

(W)

L’équation (vb) subsiste, il convient de le rémarquer, lors méme
que m est un nombre pair; toutefois, il faut prendre alors pour &
seulement des nombres pairs, remplacer /o dans un scul des denx
facteurs du sccond membre par fm, ct enfin, partout ailleurs, faire
parcourir a /& dans les deux facteurs $dm — 1 nombres qui, en va-
leur absolue, soient incongrus entre eux et avee 37 par rapport au
module m.

De I'équation () résulte immédiatement I'équation de réeipro-

cité
dm\ [en) ( )%43/11~ e —1)
- e e
n m) ’
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ou

X m—t)(n—1) + £ (8 =1) (s—1)
R

.

5. En posant /= r + mn ou / = r, selon que r est pair ou im-
pair, / sera impair et le produit

l mu) l m\ [n
H T o mn { {
sera une puissance de — 1 dont I'exposant sera
1l —1)(mn—1)+L(y —1)(de —1);

L\ (m\ [l\[n .
—)(=){>) scraune puissance de —1
)\ ) \n/\!

de méme, le produit ( —>
\
dont I'exposant sera

Lil—1)m+nrn—2)+1(y—1)(d+¢—2)
La différence des deux exposants

Hl—1j(m—1)(e—1)+ Ly —1)(d—1){e—1)

v
1\ _[1\(1
()= () (2)
et par conséquent
r r 14
() ()= ) (G-

6. Les nombres & formant un demi-systéme de résidus par rap-

port au module 7, & chaque nombre & correspond un nombre A’
L)
pour lequel on a

étant paire, on a

rh=/k" (mod. n),

¢t par suite
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De li résulte
rg(.n—.)l—l b= <'Ll> l“[ k  (mod. n).
& A

Si n est un nombre premicer, le produit ITA n’est pas divisible par #,
et dans ce cas on a, par conséquent,

(D) <:>;: ,.7“"—” (mod. r). ’

n

Cette derniére congrucnce montre que, s1 n est un nombre pre-

mier, le symbole (—) défini par Péquation (A) coincide avee le
n
symbole de Legendre, ct ensuite il résulte de I'équation (C) que,
. r N .
si 7 est un nombre quelconque, le symbole { =) est identique avec
n

celui qu’a introduit Jacobi en généralisant le symbole de Legendre.

II.

m et n étant supposés premiers entre euy, 'interprétation arith-
métique de 'équation (-L.) donne la généralisation du lemme de
Gauss, qui a été communiquée par M. Schering. Si en eflet les
nombres ¥, A", ... forment un demi-systéme de résidus relative-
ment au module 7z, ct que 'on ait toujours pour ce module

gl e 0 M [ " ___ - \
rk'=d'k", k=0, 0 Y=, =k, L),
\

'équation (&) donne pour le symbole <;’;) la définition arithmé-

tique
() (';) = [T

entiérement équivalente a celle qui a pparaitd’abord sous une forme
transcendante.

L’interprétation arithmétique de I'équation (), si l'on prend

h=1,2, ..., 5(Pm—1), h=1,2, ..., (en—1,
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- . d . .
permet de définir le signe de (—Z—l ) par le signe du produit
h® A®
G —=)
Ik

ou, si 'on veut, par les conditions

om om\ g [ P k
om\ 4 dddd 2 _-Z)>o.
<n>_'—l’ <n)ﬂ<6m en>/0

h, k

Sil'on suppose, comme on le fera désormais pour plus de sim-

plicité, m et n positifs, le signe de <,—1> est le signe de

() 1(z-5)

ou le produit s’étend aux valeurs
h=1,2, ..., (m—1), k=1,2,...,5(n—1)

Le produit ('), ainsi que celui qui figure dans I'équation (),
s’annule si m et n ne sont pas premiers entre cux ; de méme, la dé-
{inition du symbole (—) donnée par1’équation (') peut étre énoncée

n
detelle maniére que la coincidence avec celle quirésulte del’équation
() soit encore conservée quand 7 et » ne sont pas premiers entre

cux. La détinition arithmétique du symbole <—> donnée par I’équa-
hd n

tion (') conduit aussi immédiatement que la définition (&) aux
propriéiés qu’expriment les équations (A) et (A’); d’un autre cdté,
la définition arithmétique (w') met, tout aussi bien que la défini-
tion (), Péquation de réciprocité (B) en évidence : en sorte que,
pour lier aux définitions arithmétiques (A') et (') toute I'analyse
déduite dans le § I des définitions correspondantes (&) et (), et
pour constituer de cette maniére la théorie compléte du symbole

r\ . sy . s
(;) il ne manque plus qu’un pl‘ocede purementarlﬂlmcuque pour

passer de I'une & 'autre; on y parvient aisément comme il suit.
Dans la définition ('), prenons pour les nombres A, A7, . .. les
nombres impairs positifs moindres que 7 — 1; chaque produit Ani
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sera congru suivant le module » 4 la valeur positive ou négative de
. . . ~ [ km km
I'un des nombres & suivant que la partie entiére E <~”— de —
. . . > . m ,
sera paire ou impaire. Par suite, le symbole — ) représente une

puissance de — 1 dont P’exposant est

(2) (2 () p[ 2520,
n n n n

et cette somme, en vertu de la relation

(n—
E(%’,’-{>+E[\” _;Qﬁ]::n.—x (o La<n),

peut &tre remplacée par

ZE (%) e

Or c’est évidemment cette méme puissance de — 1 qui détermine
. . . km
lesigne du produit (w'), puisque E (—u—) est le nombre de valeurs
h k ..
de % pour lesquelles — — — est négatif.
m n S

Ce passage de la définition (') a la définition (v5') remplace, an
point de vue arithmétique, le passage de la définition (-1.) a la
définition () obtenu par la méthode d'Eisenstein au moyen de la
formule qui donne sin my; de méme, il remplace chacune des diflé-
rentes déductions qui; partant du lemmede Gauss, conduisent a la
loi de réciprocité. Mais le nceud de toutes les démonstrations de la
loi de réciprocité qui rentrent dans celle catégorie apparaitra plus
nettement encore cn laissant, comme nous le ferons désormais, le
lemme de Gauss de coté et en s’arrétant a la définition (w').

1L

m . . e . . ’
Le symbole (—l) relatif aux nombres positifs impairs 7, n étant
7
défini par le signe de

h k& h=v,2,..., %(m—1)
II m_ n h=1,2,..., n—1) ’

’ J
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I’équation de réciprocité

(«) <;> (_) R L

résulte immédiatement de cette définition, ainsi que la relation

(%)== fh=r2. 4n = 1)),

n

De la résulte aussi que, pour les nombres positifs impairs / et m,
congrus entre eux suivant le module 7 ct par suite suivant le
module 272, on a

B-2):

mais, dans le cas ou / = — m (mod. »), on aura

(#) (5)=(%) ="

Si maintenant on a km = == #’(mod.n), en désignant les nombres
K ou n -- K suivant les deux cas par r, on aura

./ 1 .
E (M) —=IE <_"3> +E <Q>
n n n
Ir -
E <-’>+ E['(”—’)]:z_:;
n n .
kim" km Kl )
()22 o
n J n n
ct par suite
. Im l m
(7) (F)=() )
En appliquant 4 chacun destrois symboles1'équation de réciprocité

(2) et en permutant / avecn, on parvient, comme dans le §1,5, &
la relation

()=

ct

ainsi



190 PREMIERE PARTIE. ’

qui montre que le symbole défini précédemment sera identique
avec celui de Legendre-Jacobi si, pour le nombre premier n, le

m . “ .
symbole (7—\ est -1 ou — 1,suivant le caractére quadratique de m
]
par rapport au module z. Or I'équation (), pour m = [, jointe a

I’équation (f5), montre d’abord que, pour tout résidu quadratique

L1 . .
lden, on aen ellet <— =13 si maintenant pour un scul nombre
n
m , . , . ’ ,e
mlesymbole { — ) est négatif, m scra nécessairement non-résidu,
n ‘

et le symbole sera —1 pour tous les non-résidus, ainsi que cela
résulte des équations (f5) et (7}, qui montrent qu’alors on aura

(lnz)
—_—) -1
n

si l est résidu quadratique : or /m peut représenter tous les non-
résidus. Il ne reste plus qu’a prouver que pour tout nombre » il

. . . . o B . m . "
existe un nombre m qui satisfait i I'équation (—-) = —1. Soitd’a-
n
bord n=— 1 (mod. 4); il suit deI'équation (£') que pourm == 2n—1
m .. . . . .
le symbole (»«) est négatif; si, en second licu, n =5 (mod. 8) et si
n

Pon prend m =(n <+ 1), on aura, & causc de ([¢'),

n om—n Lim-n
—)=—)(—1)? — —1,
m m

et par suite, a cause de (),

En troisiéme licu, si le nombre z cst de la forme 8v + 1, suppo-
sons que pour tous les nombres inféricurs 4 7/ existent des nombres
msatisfaisant a la conditionimposée: les développements précédents

. o m N .

prouvent I'identité du symbole (—) avee celui de Legendre-Jacobi
n

pour tous les nombres m et n inférieurs a 7. Or le théoréme de

Gauss (Disqu. arithm., sect. 1V, art. 129) montre qu’il y a toujours

au moins un nombre premier m inféricur A 2 \//;'pal' rappm'tauqucr

\
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n'est non-résidu quadratique: dés lors, les deux nombres positifsm et
P \ n—o2om . .
n'— 2m étant inférieurs a n’, (M"m =) est identique au symbole

de Legendre-Jacobi, et par conséquent négatif, et I'équation ()

donne
n—oam n'
— === — 13
m m

ct enfin, en vertu de I'équation de réciprocité, on aura

m
- = —I.
n

L’existence de ce nombre m, pour le nombre ', compléte la
démonstration, par voie d’induction, de I'identité du symbole défini
parle signe du produit

. ‘hk h=1,2, ... . 4{m—1)
H(z_ﬁ_;> [1‘:1, 2, ..., 3(n —-1)]
avec le symbole de Legendre-Jacobi.

Les développements qui précédent constituent donc une démons-
tration de la loi de réciprocité qui appartient essentiellement a la
méme catégorie que la troisiéme et la cinquiéme démonstration de
Gauss. Elle a ccla de commun avee la premiére démonstration de
Gaussqu’elle nesort point du domaine dela proposition A démontrer;
clle lui emprunte en outre son principal point d’appui, a savoir le
théoréme de Particle 129 des Disquisitiones arithmeticee, el aussi,
du moins en partie, sa marcheinductive. Naturellement la troisiéme
ct la cinquieme preuve de Gauss, et toutes celles qui rentrent dans
cctie calégorie, peuvent étre établies de la méme facon que les
développements précédents ct débarrassées du lemme de ’article 108
des Disquisitiones arithmeticcee. Sil’on voulait se rattacher ala cin-

quiéme démonstration de Gauss, il faudrait faire abstraction du
§1, utiliser seulement le contenu du §1I, ou I’équation de réci-

Ty . . 1 m e
procité (o) est établie en regardant le symbole (——> relatif a deux
n

nombres premiers entre eux m, n comme défini par le signe du
produit des résidus par rapport au module #, pris en valeur absolue
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moindre que ;—l’ des nombres

m, 2m, 3m, .., L (n—1)m.

’ .. m ;o . s e
De cette définition du symbole ( ,—> résultent immédiatement les
(3

équations (), ('), (7), et 'on a tout ce qu’il faut pour érablir
comme plus haut I'identité du symbole <%’> avee celuide Legendre-
Jacobi, sans avoir besoin, comme dans Particle 1 de la cinquiéme
preuve de Gauss, d'invoquer le lemme de Varticle 106 des Disquisi-
tiones. Or, a la placede ce lemme, on utilise la plus importante des
propositions sur lesquelles s’appuie la premiére preuve de Gauss.
Que ce soit justementcette proposition al’aide de laquelleon puisse
éviter les congruences de degré supéricur qui figurent dans lelemme,
cela me semble éclairer une fois de plus le caractére profond de cette
déduction si singuliére et si cachée qui a conduit pour Ja premiére
fois 4 la démonstration rigoureuse de la loi de réciprocité ct qui,
tendant directement au but en surmontant tous les obstacles, se
présente comme une épreuve de force du génie de Gauss.




