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MELANGES.

QUELQUES FORMULES FONDAMENTALES POUR L'ETUDE DES EQUATIONS
DIFFERENTIELLES ALGEBRIQUES DU PREMIER ORDRE ET DU SECOND
DEGRE ENTRE DEUX VARIABLES ET A INTEGRALE GENERALE ALGE-
BRIQUE (!);

Par F. CASORATI,

Professeur a I'Université de Pavie.
(TRADUIT PAR E. DEWULF.)
1. Représentons par a, b, ¢ trois fonctions des variables u, v, et

considérons la résultante de I'élimination de la constante arbitraire
Q entre

(1) aQ’+ 200 +c=o
et la diflérentielle

daQ?+ 2dbQ + dc = o.

(') Alcune formole fondamental per lo studio delle equazioni algebrico-differenzialt
di primo ordine e secondo grado tra duc variabili ad integrale gencrale algebrica.
(Note lue dans la séance du ro décembre 1854 de V'Znstitut royal Lombard.) Cette
Note sera suivie d’applications.
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Cette résultante est
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(2) (cda—-adt‘)’——4(adb——‘lula)(lulc-—-cdb):o. .
Posons
a b ¢
. da 01 0c @ b o
(3) g= Rt k= 1|0u Odu Ou|, kK=/|a bi c [
da 0b d_(: a b, ¢ |
dv  Ov  Ov

le dernier déterminant est le déterminant a éléments réciproques,
ou, en d’autres termes, celui du systéme adjoint au systéme des
¢léments de k.

La valeur de g permet de mettre (2) sous la forme importante

(22)

On a donc pour la résultante les deux expressions suivantes en
du, dy :

(2)

(dg)*— fg[dade — (db)*] = o.

(bydu — byde)*— 4(c, du — c, dv) (a,du — a, dv) = o,

og dg ,\? da da oc de
s (alzdu + (—);dv) —4g [(()—uda —+ %dv> <mdu + 5;(&)

ab db 2
— (m du -+ 5;- dt') ]: 0.

(24)

Par suite, en représentant la résultante par
(2s)

on obtient pour A, B, C les deux systémes d’expressions

Adu?+ 2Bdudy + Cdv* = o,

A= 1)3 - /Iav Coy

(4) B=— [)u bv+ 2a,c¢,+ 24y Cy,
C= 0p —favce
og\? da Oc 00\ ?
A= |(=-2) —— 4 — L =
0u> 4g[0u du (du) ]’
Jdg 0g da 0c  Oda Oc ol db
) B— -8 28 40 (22 e — — 9
(4:) P (du dv dv Ou 2011 dv),

0
_(98\* _ . [9da oc ab\*
\C—<ov> /'b[ma"(&r) .]‘
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Cherchons le rapport du déterminant

(5) G=

A B
ol

et de g. On tire des formules (4)
G =f(aub, — a, by) (buc, — b, cu) — f(cua, — c,au)?,

et des formules (3 ), d’aprés une propriété des déterminants a ¢élé-
ments réciproques,

-g-Z-: = b, c,~ b, cy= ka,
0
(6) ’ g%z = cya,— ¢, a,= kb,
0
g—ﬁ: =a, b,~— a, by= ke; '
0

le rapport cherché est donc exprimé par la formule remar-
quable (')
G

(7) 2 =4k

. g

On peut introduire g ct ses dérivées dans le déterminant k. 1l
résulte de cette opération trois formules que I’on obtient ¢n expri-
mant les valeurs des inconnues ¢, — 2, a tirées du systéme des
équations algébriques linéaires

ca —2bb —4ac = 2g,
L0800 0 _0g
(8) Jdu Ou du " ou’
da a0 dec __ dg
06;‘-"‘21)—07"—(13:—5;,

(*) Cette formule, que j'ai trouvée en 1869 en faisant des recherches que je n’ai
pu reprendre avant cette année, a été trouvée aussi par M. Catalan, sous la forme
dP dQ dP dQ\*
' IAC=(P*—40Q) [ & _ LK
B —fiAC=(P 'Q)(dx dy dr dx)’
en faisant @ = 1, dans 'élimination qu’il a cu & fairc de la constante arbitraire ¢
entre I'équation c*+Pc+ Q=0 et sa différenticlle immédiate ( Comptes rendus de
U’ Académie des Sciences du 4 juillet 1870).
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¢t qui sont

26 b ¢
dg 9b e
ck=|0du Ou Ou|,
9 b %
dv Odv Ov )
a 28 ¢
da 05 0
(9) —o2bh=|0u Ou Oul, ,
ba 95 0
dv Ov Qv
a b 2g ,
: oa 06 O
ak=|0u Ou Ou
ba b 05
dv  Ov  O¢

’

2. Toutes les formules ci-dessus subsistent, quelle que soit la
nature des fonctions a, b, ¢, mais elles acqui¢rent une plus grande
importance quand on suppose que les fonctions a, &, ¢ sont algé-
briques, rationnelles, entiéres. Dans cette hypothése, il faut remar-
quer d’abord, parmi les conséquences de ces formules, celles que
l'on rencontre en comparant entre eux les deux discriminants et
le déterminant k.

Un facteur qui entre m fois dans g entre au moins m — 1 fois
dans k. En cffet, considérons, pour plus de simplicité, un facteur
premier ¢ de ce facteur et qui y entre r fois : il entre 7m — 1 fois
dans chaque élément d’une colonne du second membre de chacune
des formules (g), et, par suite, le facteur ¢ entrera rm — 1 fois
dans chaque premier membre, c’est-a-dire dans k. Dans le cas ou
une puissance ¢* de ce facteur diviserait simultanément a, b, c,
le facteur ¢*~' se trouverait dans les deux autres colonnes des
seconds membres; on voit donc que ¢ doit entrer au moins
rm+4p—azZm-—1 fois dans k, puisque ¢™=*, ¢*~', ot et ¢
entrent respectivement dans les trois colonnes et dans la premiére
ligne.

Mais de ce que des facteurs entrent dans k on ne peut pas con-
clure qu’ils entrent aussi dans g. En prenant, par exemple, une
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fonction a contenant ¢*+! ¢t une fonction b non divisible par ¢,
on aura ¢* dans &, ct g ne scra pas divisible par ¢.

En comparant g et k, on peut prendre ba — c? ou cb —a? au
licu de ac — b* comme valeur de g.

Puisque & entre deux fois dans G, il résulte du théoréme ci-des-
sus que k divise le déterminant

A B C
I
(10) K=|0du Odu Ou
N
v Ov  Ov

En désignant respectivement par
N

m, m', m

les degrés de multiplicité d’un factcur premier dans

la relation (7) donne
(r1) m+am'=m’,

et de cette relation, combinée avec le théoréme concernant g et k,
on déduit les inégalités

(12) 3m'2m"—1, m"Z3m—2, m'2m—1.

Parmi les propositions ainsi écrites, il faut maintenant remar-
quer particuli¢rement les suivantes : Zout facteur premier.simple
de G est facteur simple de g et ne divise pas k; tout facteur pre-
mier multiple de G est aussi facteur de k.

3. Supposons maintcnant que (1) soit 'intégrale générale de
I'équation différentielle

(13) adu® + 2Bdudy + dv*= o,

oua, f3, y représcntent des fonctions rationnelles enticres de u, v.
En rapprochant cctte équation de (2;), on trouve

(14) A=0z, B=143, C=0y,
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d’on ,
a b ¢ |?
da 0 2
(15) G =4 (ac — b?) ou Ou Ou | =0 ay — B?),
da 0b Q‘l
dv 00 Ov
et ™
A B C @ g Y
JA 0B 0C Qf QE ﬂ
(16) Ju Ou Ou|=20| 0w Ou Ou|.
0A 0B 0C da % ﬂ'{
9 O v o dv  0v

Dorénavant nous supposerons loujours que les fonctions a, f, y
sont premiéres entre elles. Il résulte de la que le factcur rationnel 8
doit é&tre entier.

En désignant par ¢ le discriminant de (13), c’est-a-dire en po-
sant

z B
(17) =g o
d’ou
G = @%q,

nous écrirons (7) ou (15) comme il suit :
(18) fghr= 0%q.

Il résulte de ce qui précéde que tout facteur premier de 9 doit
étre facteur de k. L’égalité

(19) G(adu’—i— 2Bdudv + ydv?) = (lfg)’—— 4g[¢ladc — (db)’]

prouve qu'un facteur qui entre une seule fois dans g ne divise
.pas 03 car, s’il en était autrement, il devrait diviser dg ou les deux
premic¢res dérivées partielles de g, ce qui ne peut avoir lieu que
pour des facteurs multiples de g. Pour ceux-ci, au contraire,
Iégalité ci-dessus montre qu'un facteur qui entre plusieurs fois
dans g entre au moins autant de fois dans 6.
En comparant ¢ et g, I'équation (18) nous montre que tout fac-
. leur premier entre dans ces deux discriminants un nombre impair
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de fois ou entre dans ces deux discriminants un nombre pair de
JSois; ainsi, en particulicr, les facteurs qui entrent un nombre
impair de fois sont les mémes pour les deux discriminants. Nous
noterons aussi, par rapport a ¢ et k, que tout facteur qui entre
plusieurs fois dans o entre aussi dans k.



