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MELANGES.

DETERMINATION DE LA VALEUR-LIMITE D'UNE INTEGRALE QUI SE PRE-
SENTE DANS LA THEORIE DES SERIES TRIGONOMETRIQUES ;

Par M. P. pu BOIS-REYMOND.

Etablir la limite de

(1) J—f (1—¢® f(9)a’0
1 —2:cos(0 —«)+ ¢

quand ¢ s’approche de l'unité.

L
Supposons

1>e¢>0 et 2ar >a>o.

On commence par partager I'intégrale J en deux autres,de o a
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.
ctde « & 2w, ce qui donne, aprés un changement de variables,

(2) T= [“(_‘:ii)fi(f_-_e):'_o_kfo”““(r_—-i)_f(aﬂue)ie'

Jo 1—2ecosl ¢ 1—2¢c0s0 + ¢t

En écrivant ¢(8) au lieu de f(o —6) ou f(a+8), on voit
que les deux intégrales du second membre de (2) ont la forme
commune

(3) _]‘—f l—-gz o)de, (27!'>(Z>0),

1— 2¢cosf + ¢

qu’il faut discuter.

II.

Considérons en premier licu l'intégrale plus simple

W o= [

On sait qu’elle peut se mettre sous la forme

(1——52)sina

are t'mg( -+ e*) cosa@ — 2¢’

. . , . T
mais cet arctang al'inconvénient de n’étre pas renfermé entre — z

™ . . . . .
et + Pour le rendre tel, il faut lui ajouter 7, comme je l'ai

montré dans les Znnales de Leipzig, t. VII, p. 257. Toujours est-
il que cette forme de I'intégrale (4) sc préte moins aisément a la
recherche qui nous occupe, qu'unc autre transformation que je
vais indiquer.

Dans

(5) (f)=(x—e2)fo“ @

1+ ¢2— 2¢cosf

. . 0 . .
on introduit S au lieu de 6, ce qui donne

a

0
. dtang-z- .
(6) 1) =0—¢) 7’
(1—¢)2+(1 + s)’mng’;
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. v 0 o 1 — oy . .
Maintenant, en faisant tang -~ =7 ; o ?, la différentielle de I'in-
4

, . dz .. . qe
tégrale prend la forme canonique ; mais il est indispensable
1

-+ 72
de traiter séparément les cas a = 7w el ¢ >> 7.
Supposons d’abord a < =. On trouve
e tmg%

(7) s=[

Pour a>>m,on a

/32 ]
) dtﬂng; T a
$U)=(i—) i=t=a [T+ 7).
(1—¢)* =+ (1+4¢)*tang - ° i
e/ 2

. S 6 —

On peut se servir de la substitution tang S=r '—_:f dans les
2 1 &

< a
deux intégrales du second membre, en songeant que tang — est
2

négative, de sorte que () devient, dans ce cas,

*® dr e *odr
,_C_ (7 — —_—— —
(8) EA Jo 1+ 72 f;w 1+ 72

A présent (j) est ramené, dans les deux cas a<m,a > 7, ades
formes qui permettent d’en établir sur-le-champ la limite pour ¢

Qe . . 1+¢
s’approchant de 'unité. Si, dans les équations (7 ) et (8), —— con-
- €
-]
verge vers + o , l'intégrale dans (77) converge vers f d arctangz, -
o

s ’ ’ b a
et la seconde intégrale dans (8) tend vers zéro, 4 causc de tang—

négative.

III.
Reprenons maintenant la formule générale (3) :

]__f {1—<)o(6)ds s (2r>a>>o).

1-—9scos0+e-

Bull. des Sciences mathém., »* Série, t. Il (Aot 1879.) 24
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I ] 11— . .
La substitution tang =TT |’aurait transformée, pour a<=, en
5 tang g
(9) Y= 2arctang (= ——- &
¥ o ? ME\T T | T A

et, pour a>7, en

= [ [mm.g( )

(vo) (e
-+ 2arctan -’+e dr
r 8\ "1 gl

Pour simplifier, faisons

|-|-

I —

3 a
P =1, tang-;: A, ?[2arc m“g(‘)]=‘?(’)°

Les formules (9) et (10) deviennent ainsi

: .
(9e) 4= 4o (A>o0)
. .4 ]
(oa) = [ 4t i+ [ M) (<o),

»on a0 <7, et, pour, lime =1,limy =o.

. 1—e

Quant a y = o

Cherchons d’abord la limite de j dans (9.). Nous partageons
cette intégrale en deux autres :

(r1) %f=foc¢(v) +,,+ff¢<7f)r§lf?‘:-’ <<<%)

La fonction ¢ (x) est supposée finie entre les limites des inté-

grales (9a) et (10,), c’est-a-dire que ¢(0)={¢(x) est finie entre
les limites 0 <6 § am. De plus, §(x) est supposée intégrable. C’est




MELANGES. 347

a cela que se bornent nos suppositions. Alors, & cause de

1
147t
positif et du théoréme ordinaire des valeurs moyennes :

b b
[Cetetetar=4(3) [ o()as, (azish),

I’équation (11) devient

A
c 3
(12) %qu,(r,c,)f darctang-r+.11,(7c,)f darc tangr,
0 (4
<°§”1§C§Cz§é>‘
7

Pour trouver la limite de j, y tendant vers zéro, nous suppose-
rous ¢ croissant au dela de toute limite pendant que y décroit, mais
sous cette condition, (ue le produit yc converge en méme temps

A
vers zéro, ce qui aura lieu, par exemple, si I'on fait c=1y *. Evi-
demment on aura

lim %j:glim-,';(*/c,)-f- o.limy(ycy),

ct, si I'on suppose finalement encore que lim¢ (d), (o0 < 9),
pour 0 = o, est une quantité déterminée, quelle que soit la nature
de la quantité évanouissante J, on trouve

(13) limj = =limy(¢), (§>o).

L’équation (10,) donne la méme limite de j; car, en opérant sur
la premiére intégrale de son second membre comme nous venons
de le faire sur l'intégrale ; j de I’équation (9.), on voit immé-
diatement que sa limite est 7lim{§(J). La seconde intégrale, mise
sous la forme

1>

]

\IJ("/Tl)f darc tangr, {—oo <71<$),

—_—R \

a la limite zéro, 4 cause de ¢(77,) finic et de A <o.
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T'out ceci aboutit donc au théoréme : ‘
Soit donnée l'intégrale

a (o _ %\ 0\ 16
P = . j-’i(/—l-, (20 >a>0),

o | — 2200806 - ¢

la fonction ¢(8) étant assujettie aux conditions d’étre intégrable
dans Uintervalle 0o <6Zan, et d’avoir une limite déterminée
lim ¢(3) pour 0 > o, & s’approchant d’une maniére quelconque
de zéro. Si dans Uintégrale j la quantité ¢, supposée <1, tend
wvers l'unité, j tend vers = \im3(9).

1v.

Aprés avoir établi la limite de j, celle de D'intégrale J, qui est
Pobjet de cette analyse, n’offre plus aucune difficulté.
Nous avons en effet, formule (2),

1 — 2:co80 + &* I — 2:c080 -+ 0¢?

/‘z{l——s“f'a—O\dﬂ f"”‘_“(l—-e’\l‘ (o +0)db
J= + ; '
o

« 0

Eun faisant tour & tour f(a—+9)==14(6), f(a—71
trouvons pour «, contenu entre o et 2T,

(14) limJ ==[limfi«—3) + limf{a + 0],

sous I’hypothése du théoréme que je viens d’énoncer, que f(x)
est intégrable dans l'intervalle oSxSam, et que limf(a —29),
limf(e -+ d) sont des valeurs déterminées, indépendantes de la
maniére dont J s’évanouit.

Jusqu’a présent nous avons supposé ¢ différent de zéro et de 2m.
Pour achever notre tache, il reste a trouver lalimite de J pour 2 = o,
o = 27 ¢t o en dehors de 'intervalle 0. ..2%.

Pour o = o on fait

YT (1 ) f(0) 0 = am
J= T L= -+ .
Jo T—2ecosl - c* ° x

La premiére intégrale a droite dommne, d’aprés ce qui précéde,
% lim f(d) pour limite. Dans la scconde intégrale, on pose

f=ar— 9,
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ce qui la transforme en celle-ci,

f’r(l——zz)f(27r—— 91).(&’

1 — 26080, + ¢
dont la limite est 7 lim f(27 — 9).
Donc on a, pour e = o,
(15) limJ = #[lim f(3) + lim f( 2% — 8)].

Pour & = 27, J ne change pas, de sorte qu’on obtient la méme-
valeur de limJ.

Quant auwr valeurs de o en dehors de Uintervalle o. . . 2, elles
résultent de lu périodicité de la fonction limJ = F(a).

Le résultat de notre recherche par rapport a cette fonction peut
donc s’énoncer ainsi :

La fonction

T )
]imJ:F(a):ilimf (1—e)flo)ds
°

1—2¢cos(0— )+ &t

est, pour les fonctions f(6) qui n’ont un nombre infini ni de
maxima et minima ni de discontinuitcs, idelztiquement la méme
que celle~ci

am o .
F,iu):-;—f f(u)du+cnszf Su)cosudu +. ..
o o

27T
. Loy
—+ sine Slu)sinudu +. ...
(]

Une premicre diflérence entre les deux représentations F(«) et
Iy (a) s’accuse quand on les applique a des fonctions possédant
un nombre infini de maxima ct minima. Alors on trouverait
que la premic¢re est bien plus genérale que la seconde, qui se
refuse déja & représenter certaines fonctions continues, tandis
que la premiére n’exige que l'intégrabilité de f(x), et donne
F(a)= = [lim f(2 + 3) + lim f(2 — 9)] partout oic ces limites
existent.
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V.

Une autre différence peut étre constatée si ’on ne cherche pas
seulement les valeurs lim,_, J(«) pour des o fixes, mais plus gé-
néralement toutes les valeurs lim, _ .,s;oJ (e, @+ d) pour des rela-
tions quelconques entre 1—¢ et d.

Le probléme d’établir dans sa conception la plus générale la
limite d’une expression analytique ne saurait &tre considéré comme
entiérement résolu si sa limite mixte, comme on peut nommer
des limites telles que lim,_, s_,J(e,a—+d), n’est déterminée
aussi. Ce probléme des limites mixtes peut présenter des difficultés
trés-sérieuses ; mais, pour des cas analogucs & celui que nous trai-
tons ici, on en trouve facilement la solution au moyen d’une pro-
position que j’ai communiquée dans les Annales de Leipzig
(t. VIIL, p. 231), ct dont voici la teneur :

Soient

b
G.,.:lim,,=,of d3e(B, k),
o

G_ = lim—yp fo d8%(B,4),

—a

des quantités indépendantes de b et de a. On aura generale-
ment

B
(G_+G+)f(z):lim,‘=nﬁ d5F(8)0(8 — k),

en supposant A < x <B, et f(x) continue entre les limites A et B.
Mais, si f(a) prend pour un point x = x, deux valeurs diffe-
rentes f(x,— o) et f(x,+ o), on aura

B
limyss , o, fA d3f(B)®' B — xyh)

=f(x;+0)G4 + flx,— 0)G_
— [y + 0) — f{ ¥y — 0)] limjmsp , s, f " aso(h,B).

v 0
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Si I'on applique cette formule a la série

F,(a,n):éf nf(u)du

351

27T ar
-+ cos«f Slu)cosadu +. ..+ cosnaf S(u)cosnhudu
o - o

27T 27T

-+ sin« Slu)sinude + ... +sinne / S(u)sinnudu,

[V ) <0

cnposant n = h, xr =2, x,= a, elle devient (Ann. de Leipzig,

t. VII, p. 254)

lim,=co, a0, Fi (%, 2 ——-—[f 21+ 0) +f(2,— 0)]
nloe—ot,)
Ut o) —flor—o)limen,ome, [ e
o
En I'appliquant ensuite a la fonction
R 2% {(v— ) /(6)d0
F(a'”—zfo l‘—zecos(a——a)-!-e”
ct en posant -‘—'_—- =h, x =2, x, = a,, on trouve
| limiz, ama,F(2:¢) = = [f(& -1 0) + (a1 — 0)]
(16) +: _
+ [f(ay+ 0) —f (2 — 0)] lim, =, =, arc tzmg[l :tanga z
\ )

h =

égales.
I1—2¢ g

Soit, par exemple,
Ep

% — oy

/l: 9

selon que a2, et p signifiant une constante arbitraire. Nos deux

1].
Ces deux formules pour les limites mixtes de F, (2,n) et F{a,¢)
peuvent &tre comparées, si 'on suppose les quantités h=r,
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formules deviennent ; .

1M —oe o, Fy (7 =§y(a, +0) +f(«—0)]

= Yl + o) = (= o)] [

0 J£
lim‘_—_!,uzull“(a‘ﬂ) :g[f<“l+ O) +f(al_ 0)]
=[fles +0) — fe,— b)]arctangp,

ct donnent évidemment des valeurs de I' et I7, ditlérentes entre
clles quand on assigne des valeurs quelconques a Iarbitraire p.

Les n° 1V ¢t V de cet article, notamment les formules (14), (13)
(16), contiennent la solution compléte du probleme proposé.

000



