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EXTRAIT D'UNE LETTRE A M. HERMITE;
Pz M. G. MITTAG-LEFFLER.
Voici les théorémes que j’ai démontrés dans mon premier Mé-
moire en allemand, Arithmetische Darstellung eindeutiger ana-

lytischer Functionen einer Ferdinderlichen, qui est maintenant
dans les mains de M. Weierstrass.

Tatorime 1. — 8t une suite infinie de quantités données x,,
gy Lgy o eey Ty - o« Satisfait & la condition

lim|z,|=w,

n==

et que my, My, My, «« .y My, .« .. solent des nombres donnés en-
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tiers et positifs, on peut alors, dans l'expression coihat
V=1 "
x\ ¥
(A) E (= )" Gppy (& —2,) | =) ey
1 v "
L v= .

déterminer, de plusieurs maniéres, les nombres entiers non nega-
Lfs e, has oy - - 5 Py - - - €L les expressions entiéres et rationnelles
Gty Gyt Gyt o 05 Gmycrs o o des degrés respectifs my— 1,
My—1, My—1, ..., M,— 1, ..., de telle sorte que l'expres-
sion (A) devienne une fonction analytique de la variable x,
jouissant des propriétés genérales suivantes : ’

La fonction sera uniforme; elle n’aura que le seul point sin-

. . 1 . . . .
gulier essentiel x = —» et que les points singuliers non essentiels
(¢}

Lyy Loy Lyy o ony Xyy o« -y €L, pour des valeurs données arbitraire-
ment de
“I.—m,)‘ Co—(my—1)1 Ct—(my—2)s + oy €
Commsy Co,—{me—1)s Co,=(me—23s « 3 Coyy
€3,—may C3,—(ms—1)> €3,—(my—2)y -+ C3,1»
Ceeey tee seeey Saassiees seey ey

v mys Cope(my=1)r Coy=(my=2)s + o -9 Cyigy

et des valeurs suffisamment petites de |x— x,|, elle sera déve-
loppable sous la forme

Cy,—my (.Z‘ — T \-m‘,+ Cy,—(my=1) (‘T - .L' —(m=t)
“+ ey (z— )+ P (2 — =) (‘ )
‘ :
8i lon ajoute & (A) une fonction entiére (2) quelconque de la
~variable x, on obtient ainsi la représentation de toutes les fonc-
tions, qui jouissent des propriétés énoncées ci-dessus.

Tutoreme I. — Si une suite infinie de grandeurs données x,,

(*) Pour la signification de ) (x — x,) voir Weierstrass, Zur Theorie der emdeu-
tigen analytischen Functionen einer Verdnderlichen, p. 26, la note.

(*) Pour la signification du terme foncuon entiére, voir Weierstrass, Zur Theo-
rie, ete. w.p- 17, .



MELANGES. . - 271

Ty Xay oo oy Xyy ooy st telle que Uon ait

lim l xr, ! p==tc s 3

n=oew
et qUE Myy Mgy Myy ooy My, oo Myy Rgy Ngy oeey Ry o oo SOLENE
des nombres entiers non négatifs donnés, alors, dans U'expres-
sion

(B) H(T)E(‘r - 'TV)_<"'V+”'+‘)va+nv (x — ""V) (§>H9

v=1

on pourra de plusieurs maniéres déterminer la fonction entiére
I (x), les nombres entiers non négatifs ., pay vyy « v oy Pye «.. €
les expressions rationnelles et entiéres G, yn,y Gmognyy Gogpngy ++ o5
Gy - - - des degrés respectifsmy ~+ny, ma—+ nyymy+ngy . .,
m,~+n,y ..., de telle sorte que l'expression (B) devienne une
fonction analytique de la variable x, jouissant des propriétés
générales suivantes :

La fonction sera uniforme, elle aura le seul point sin-
. . 1 . ,
gulier essentiel x = —» et, pour les seuls points donnés x,, X,
o

X3y erny Xy ooy elle aura des points singuliers non essentiels,
et enfin, pour des valeurs choisies arbitrairement des quantités

Cro=my C1,—(mi—1)y Cr.—(m,-2)s -+ €1.—1r Cros €113 « - -5 Crpp
Co—myr C2,—(ms—1)s Co,—(ms—2)1 <+ -3 Ca,—1y Cogy Coqy - oy Copgy
3, -mgy T3.- mg-1)s C3,—(my—2)r + <5 C3.—1s C305 Ca1v <« Capye

©a teeesecay seeaeieny seuy suey san ses sery vees

Cormmyy Cov,—(my=1)r Comlmy—2)s o ooy Copgy Cyoy Oypy <o ey vy

e Trie ey ete e e ) s e e e 9 e+ . 9 cae g s 99 ey sey erey

et pour des valeurs assez petites de | x — x, |, elle sera dévelop-
pable sous la forme

Chmp (T — ) O () (T — 2, e, (2 — )Y

“+ o+ — b))+ O (@ — @) - (2 — 2) VP (— .1:,).

Si a (B) on ajoute encore

n(z) G(z)

oit G(x) désigne une fonction entiére quelconque de la variable z,
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on obtient ainsi la représentation de toutes les fonctions qui pos-

sédent les proprictés en question.

La fonction II(x) est déterminée par I’équation suivante :

yv=®

(c) n(z>=11[(,_3),_,;3+z(;;5'+...+,:,<;-:yv]u,+:.

v=1 v

Par Xy, Xy, A3y ..., A; ..., jentends ici des nombres entiers
non négatifs, soumis a la scule condition que la série

\ n,~+1[x N
iy Ly
v=1

représente une suite convergente pour toute valeur de x.
La formule (A) contient aussi le cas o une des quantités x,,
Xy XTyy «0ey X,y ey par cxemple xy, est nulle, pourvu que 'on

T . . )
remplace — par 1.La formule (B) contient aussi ce cas ou 1'on pose
£y

x égal a

s x \¥* ..
etou I'on remplace, de plus, (L—) " par l'unité.
fad |

Tutorime llI. — St une suite infinie des quantités données x,,
gy Xyyeeey Xy ... st telle que

lim|z,|=ow,

n=w=
€L ST Pyy PayPayeveyPoy oenylliy Nay Nyy o v oy Ny oo o Sont des nom-
bres donnés entiers et non négatifs, on peut de diverses maniéres
représenter arithmétiquement une fonction de la wvariable x,
Jouissant des proprietes génc'/'ales sutvantes :

La fonction sera une fonction uniforme et enticre, pour la-

quelle les valeurs x,, x4, X3y ..., Ty, ... comprennent tous les
zéros de la fonction, et pour lagquelle étant données arbitrairement
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les quantités
Cipyy Cipy+ty Cipi42r s+ oy Cipkny
Copyr Copytts €2pytes + o o3 Copetnys

C3psr Capy+ir Capg+2s ++ ov Capyings

e ey seesey seasey esey seesay
Cupys Cupyr1r Cupy+2s  »+ oy Cypoinys

4009 se ey seeeteg sesy s eseey

parmi lesquelles aucune des suivantes cyp y Cap,y Capyy ++ +5 Copyy + 9
ne doit avoir pour valeur zéro, le développement a lieu, dans le
voisinage de toute valeur donnée x., sous la forme

cvp.,(x'__ 'rv)pv+cvpv+i (:t—xv)P"-'-"‘" e +chv+ny (;l’,‘-——d’.‘,)p*"'"v

+ (& — 2P Pz — ).

On peut aussi former une série, procedant suivant les puis-
sances entiéres et positives de x et constamment convergente, qui

comprend toutes les fonctions jouissant des proprictés ci-dessus
enoncées.

Ce qﬁ’il y a de nouveau dans le probléme contenu dans ce théo-
réme est ainsi de former une fonction qui n’ait pas d’autres zéros
que les zéros donnés ci-dessus. Sans cette condition, le pro-
bléme serait déja résolu par mon théoréme 11.

Tatorime 1V. — Etant donnée une suite infinie de quantites
Xyy Loy Ly ooy Xyy o ooy telles que Uon ait
lim|r,|=w,
n—wm
€L Puy Pay Pay vevy Poy ovvr Jis G2y 3o oov Gyy - .. Clant des
nombres donnés entiers et non négatifs satisfaisant & la condi-
tion que, pour chaque valeur du nombre entier et positifv, l'un
au moins des nombres p., q. soit toujours égal a zéro, et enfin
Ny, Nay Ny o ooy Ny . . Etant des nombres entiers et non négatifs
donnés arbitrairement, on peut de diverses maniéres déterminer
deux fonctions entiéres, de maniére que ces deux fonctions ne
- deviennent jamais nulles & la fois, et que leur quotient soit une
fonction de la variable x, jouissant des propriétés genérales
sutvantes :

Bull. des Sciences inath., 2¢ Séric, t. H1. (Juin 1879.) (o]
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La fonction est une fonction uniforme, ne présentant que le
o . . 1
seul point singulier essentiel x = 57 pour laguelle, de plus, les

valeurs données x,, x3y X3, ... Xy, ... comprennent tous les
points singuliers non essentiels, ou tous les zéros, ou encore tous
les points singuliers non essentiels en méme temps que tous les
zéros; et pour laquelle enfin, pour des quantités données arbi-
trairement

Cip1s Cipy+1s Cipy+2r -+ 3 Cipnn

c’lqi’ c’1q1+l’ c’lqr’-i’ A ] e’]qr’-ﬂl’

Capss Capa+1s Cops+ar -+ - o5 Copatnys
Che’s Cag’rr Cogirar <1 Chguerns
C3pyr Capgtis C3pgtar -+ -9 Capyin>

! ’ 7 !
3900 Caqet1y Cagetar o or Cygetngs

’ Ceeg ctese 3 seeeg sy saeeoey

cvpyy cvp,,+1’ cvpv-i-?v ety cvpv+nva
’ ! ’ ’

Cogs Cogy+1s Cygr20 <+ oy Cygitnw
Crey e ieg cesay saey eaaany

parmi lesquelles aucune des premiéres

’
clpﬁ 017‘5

s
02175;’ cgqp

B

’
cvp'“v cqua

e e e e e

\
ne doit avoir la valeur zéro, et pour des valeurs suffisamment
petites de | x — x, |, le développement

Cop, (2 — &, )Py Cyp g (X — 2, )P g (T — 2, )P (2 — 1, )P (= — )

Crgy (& — @, )0+ gy (& — &) L g, (& — &, )T (@ — ) (2 — )

est possible.

On peut aussi former une expression qui se présente comme le
quotient de deux séries procédant suivant les puissances entiéres
et positives de x, constamment convergentes et ne s annulant Jja-
mais toutes les deux & la fois, et qui comprend toutes les fonctions
jouissant des propriétés énoncées plus haut.



MELANGES. 275

Je travaille en ce moment a4 un nouveau Mémoire en langue
allemande, qui va contenir d’autres théorémes dans le méme
genre que mes quatre théorémes précédents, et ou ]e veux
donner une représentation ‘arithmétique générale de fonctions
uniformes, qui aient une infinité multiple de points singuliers
essentiels. !

Dans ces derniers temps, en m’appuyant sur votre travail : Sur
quelques applications des fonctions elliptiques, que vous avez eu
la bonté de m’envoyer, je me suis occupé d’une autre application
des remarquables théorémes que M. Weierstrass a fait connaitre
dans son célebre Mémoire Sur la théarie des fonctions an'a{yti(]ués
uniformes.

Je cherche la condition a laquelle doivent étre assujetties les

fonctions f (x), fa(x), fa(x)s .., fr(x), ..., pour que chaque

intégrale de I’équation différentielle

(l", llln— ln—uy

(D) G =A(a) o () e e Sl

soit une fonction uniforme. de la variable x qui n’ait pas d’autre
. . s . 1
point singulier essentiel que x = —-
o

Depuis que j’ai obtenu cette condition, je puis, toutes les fois
qu’elle est remplie, former, pour 'équation différentielle (D), un
systéme fondamental d’intégrales particuliéres, chaque intégrale
étant le quotient de deux séries de puissances entiéres et positives
de la variable x, et qui convergent pour une valeur quelconque
de cette variable. .

Je prends la liberté de vous envoyer un opuscule en langue sué-
doise (') qui contient une généralisation de la formule &’interpo-
lation que vous avez communiquée a M. Borchardt dans. une Lettre
du5 juillet 1877. )

J’admets que, dans le theoreme I, les points singuliers non es-
sentiels xy, xay T3, . . .y 2y, . . o (parmi lesquels le point x = o, §’il
est une singularité non essentielle, ne doit cependant étre compté),

(*) En ny serientveckling for funktioner af rationel karakter ( Acta Societatis
Scientiarum Fennicee, t. XI).

19.

»
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les nombres entiers my, my, myy « .., My, ... ct les constantés

C—myy €1 —(my—1)y Clo—(my—2)y * =+ €1,—1»
Coymmyy €2,—(my—1)y C2,—(my—2)y **+1 C2—1s

C3,—mgr C3,—(m —1)1 C3,m(myg—2)s ***1 C3,—1s

D I I I O I I I R I P S R Y

Cy,mmyy Cv,—(my—1)y Cv,—(m,~2)r « ¢y Gyt

DI R R R e r e et e

appartiennent a une fonction uniforme connue F(x), qui n’a au-
e e e . 1
cun point singulier essentiel autre que x = -
po g q Py
Jobtiens alors

yv=n

5 =T +§(m—-rv)-'"vem,-.(z—-m (%)

S E(z) fr\®
+ f —-—-( ) (—) dz.
z2—x \2z

Par y, je désigne un nombre entier positif. On suppose I'intégra-
tion effectuée le long d’une ligne fermée S, formant la limite d’une
aire simplement connexe, a l'intérieur de laquelle sont situés x,,
Ty L3y e.y Xy, €t extérieurement a laquelle sont situés xpy.,
Lpgay oeee

Le point x est supposé ne coincider avec aucun des points x,

.Z‘g,.l‘;;, 1. e g xv, R
En outre, on a

G (%) = Co,mmg®™ o Co,(my-) T M =Lt €g, g 27!

—+ Coot Coy & + Cox+. .. + Cop—g TF1,
ou les coefficients
Coi—mmes Co,—(me—1)» ==+ €o,—15 Cooy Co1s Cozy -« <5 Cop—i
sont définis par I'égalité

F(x) = €o,me @™o+ Co,(my—1) &™) . o 4 oy 2t
- g Co1 & - Coa . L A Cop gt L

Jimagine maintenant que les dimensions de la ligne S croissent



MELANGES. - 277

suivant une loi telle que chaque S embrasse le S précédent
et que, de plus pour chaque point singulier de I (x), situé a
distance finie, il se trouve toujours une ligne S correspondante,
qui entoure ce point. Si alors la fonction F'(x) est de telle nature
qu’a cette fonction correspondent un nombre entier g et une
ligne S telle que I'on ait

.lin: fs ZFLZ.)L' (;)sz =o,

on conclura alors de (E)

A ]
— @£\ #
(F) F(z) =G(z) +2 (z— .rv)"""'G,,,v_.,(.z' —x,) (-;) .
vy=1 Y
Je suppose maintenant, de plus, que, dans le théoréme II, les
points singuliers non essentiels x,, x2, &3, . . ., 2y, . . ., les nombres
CNLErs My, Moy Mgy eoey Mygoony Mgy Moy Mgy ooy My ooy €L les
constantes

Cl,—my C1,—(my—1)r Cl,—(m—2)> *+-5 C1,—1y C10s C11y €12y -« +s Cipy. .
Ca,—msy €C2,—(ms—1)» C2,—(ms—2)r + s C2,—13 C20s €21y C29y ¢y Copy

C3,—mgr C3,—(ms—1)» C3,—(mg—2)s ++ +s C3,—13 C30+ C31v C329 <.y C3pyy
ety ceeariay saeaans 9 seey seeey sey sy suy ceey sensy
Coi—mys Cv,—(my—1)y C,,—(my-2)s =+ ++3 Cy—1» Cyos Cy1y Cyss <.y Cypy

appartiennent a la fonction connue I'(x). Je trouve alors

(6) i - (x)z("’""')"""‘"'*"G,,,.,M, e (2)’

S ¥(z) m(x)[z\*
+ f 3 —w 1i(3z) <;> .
La fonction II(x) est définie par la formule (C). Par G(x) je

désigne la fonction

G (T) == Kopmmo® "0+ Ko (mo—t) &M T et kg, 2t
+ koo Koy + Kgpa® A= o hgp—g 2t
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ou les coeflicients L Py
"o.—m.,v “o.—(m,,—ﬂ), ovy Ko—1v Kooy "on “on Y ) "ﬁa—n
sont définis par Iéquation

ﬂm(.t) = ko.—m.,‘z_m“ -+ "o.-—(rn,-—t)'r(m"—i) et ko.—-lx-‘
+ koo koy &t 4 Kogx® 4. o hgpqxtTt L

Si maintenant la fonction F(x) est de telle nature qu’a cette
fonction correspondent un nombre entier u, une fonction Il (x) et
une ligne S, de sorte qu’on ait

i [ R (5) e

/

on conclut alors de (G) .

(H) F(z)=mMz)G (z)+1(s) Z@ B S (_:_) 3

v,



