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COMPTES RENDUS ET ANALYSES.

THOMAE (J.). — Asriss EINER THEORIE DER COMPLEXEN FUNCTIONEN UND DER
THETAFUNCTIONEN EINER VERANDERLICHEN. 2 Auflage. 1 vol. in-8°, 197 p.
Halle, 1874.

Le Livre de M. Thomae contient sous une forme condensée,
ainsi que I'indique le titre, les propriétés les plus essentielles des
fonctions ® d’une seule variable, propriétés qui constituent le fon-
dement de la théorie des fonctions elliptiques;elles sont résumées
en soixante-dix pages. La premiére Partic de I'Ouvrage est consacrée
a I’établissement des propositions fondamentales de la théorie des
fonctions d’une variable imaginaire, des intégrales prises entre
des limites imaginaires, 4 quelques notions sur les surfaces de
Riemann, nécessaires pour la représentation d'une fonction ra-
tionnelle de x et dela racine carrée d’un polynéme du quatriéme
degré en x, enfin aux intégrales elliptiques.

Les premiéres pages du livre de M. Thomae, employées a défi-
nir nettement les fonctions dont 'auteur va s’occuper a discuter
différents genres de discontinuité, a prévenir le lecteur contre
certaines erreurs ou tombent volontiers les commencants et dont
tous les livres élémentaires ne sont pas exempts, sont peut-étre
particuliérement dignes de fixer I’attention.

Pour ce qui concerne les fouctions d’une seule variable réelle,
nous citerons la construction simple d’une fonction bien définie
de x, entre a et b, pour laquelle le rapport

Sle+0)-—f{x)

A ’
quand % tend vers zéro par des valeurs positives, a toujours pour
_ limite zéro, et qui toutefois n’est pas constante. Supposant que
Pon ait @ <<a<<f<C... < b, on donnera a la fonction la valeur
zéro pour toutes les valeurs de x comprises enire a et a, la limite
supérieure « étant exceptée, la valeur 1 pour toutes les valeurs de
% qui vont dea a 5, en excluant la derniére limite (et non la
premiére), etc... L’existence d’une telle fonction met en évidence
la fausseté d'une démonstration bien connue de ce qu'une fonc-
Bull. des Sciences mathém., 2* Série, t. 1I. (Mai 1879.) 14



' 194 PREMIERE PARTIE.

tion dont la dérivée est constamment nulle entre deux limites «
et b est constante entre ces limites, démonstration qui suppose
seulement que le rapport

Hla 1) —f(z)

/]

tend vers zéro quand % tend vers zéro par des valeurs positives;
Perreur tient 4 ce que la supposition précédente n’entraine pas
'existence d’'un nombre 2 tel que pour toute valeur de x
comprisc entre @ ct b le rapport soit plus petit gu'un nombre
donné. M. Thomae montre que, lorsque, pour toute valeur de x
comprise entre les limites, le rapport de I'accroissement de la
fonction a I’accroissement positif ou négatif de la variable tend
vers zéro, la fonction est ellectivement constante; au surplus, la
démonstration, maintenant classique, due a M. Ossian Bonnet, de
la formule

Slxe+h)—flz)=Wf'(x+0h),

met la chose nettement en évidence, et de la fagon la plus simple.
Citons encore la distinction de ce genre particulier de disconti-
nuité relative a des valeurs particuliéres dela variable, et qui dispa-
rait en changeant la valeur de la fonction pour ces valeurs particu-
lieres. M. Seidcl en a donné (Journal de Crelle, t. 13, p. 304)
un exemple simple dans la fonction
S(z)=1lim F_—'_%—:‘"—:’-_—,—'» pour n=wm,
qui pour x2Z 1 cst nulle, et pour x=1 est égale a A, et présentc
ainsi, pour cette valeur particuliére, la discontinuité signalée.
Pour ce qui est des fonctions de deux variables, M. Thomae
insiste avee raison sur la nécessité de définir la continuité de la
fonction f(x,y) pour le point x, y par la condition que I'on
puisse toujours trouver un nombre % assez petit pour que la diffé-

rence
S(z+Eh y +nh)—f(z, )

puisse étre rendue plus petite, en valeur absolue, qu'un nombre
donné aussi petit qu’on le voudra, £ et » étant des nombres quel-
conques satisfaisant a l'inégalité ! 4-72S1. Cette condition,
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pour les points x, y situés sur le contour qui limite le domaine
dans l'intérieur duquel on astreint la fonction a étre continue,
doit étre modifiée de maniére a n’y faire entrer que les valeurs de
£,n qui satisfont a P'inégalité précédente ct qui répondent a des
points situés dans le domaine considéré. Ainsi, il ne suffit pas que

Sflx+0h, y)—f(x,y) er f (x, y +6h) — f(x, y) tendent vers

zéro avec & pour que la fonction soit continue. La fonction
e Y
f(x, y) =sin§ arc tang ot

alaquelle on atiribue la valeur zéro quand x et y sont nuls, est évi-
demment discontinue pour le point x = 0, y = o, bien que I'on ait

S(0h, 0)—f(0,0)=0, f(o,0k)— f(o,0)=0.

Le méme exemple montre aussi que l'existence des dérivées par-
tielles pour un systéme particulier de valeurs des variables (x=o,
y=o0) n’entraine pas 'existence de la diftérenticlle totale. Un
autre exemple intéressant est fourni par la fonction

‘ f (2, y) =reF(g),
ou

r=yaet4y g :arctang‘za
£
et ou F (¢) est la fonction définie par la série procédant suivant

les sinus des multiples de I'arc o, qui entre —% et + =« repré-
sente, sauf pour ¢ = o, la fonction impaire

(?’—ﬂ’)\s/i'

Signalons encore ce genre de discontinuité qui disparait par le
changement des valeurs d’une fonction en des points particuliers
_ou le long d’une courbe; la fonction de M. Seidel

lim Ilf(.r, )

o —_— "2 2 . —
e, r=ysi4yh, pour n—=ow,
nulle pour tous les points du plan non situés sur le cercle

x4 y2— g,

en est un cxemple simple.
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Ces préliminaires établis permettent a ’auteur de donner la no-
tion précise des fonctions d'une variable imaginaire z = x + yi
auxquelles il entend se borner, fonctions pour lesquelles ne doit
exister aucunc discontinuité du dernier genre et qui pour tous les
points du domaine considéré, sauf en des points isolés oule long
de lignes isolées, satisfont a I'équation aux dérivées partielles

Of(ry vy Ofle, v
t == .
Jur Jy

M. Thomae montre ensuite comment le changement d’une va-
viable imaginaire en une autre conduit a la représentation con-
forme d’une portion de plan sur une autre portion de plan, définit
ce qu'il faut entendre par une intégrale prisc entre des limites
imaginaires, établit d’aprés Riemann le théoréme fondamental de
Cauchy; démontre les propositions relatives au développement
d’une fonction en série procédant suivant les puissances entiéres
positives ou négatives de la variable, en somme de fractions ra-
tionnelles, en produits d’un nombre infini de facteurs; donne la
notion d'une fonction doublement périodique, du parallélogramme
¢lémentaire et de ses propriétés; montre comment les périodes,
les zéros et les infinis définissent une fonction doublement pério-
dique, et comment les fonctions doublement périodiques du second
ordre suffisent & construire les fonctions doublement périodiques
d’ordre supérieur. L’auteur est alors amené a dire quelques mots
des fonctions doublement périodiques a infinis doubles et des
fonctions ¢ (x)deM. Weicrstrass, dontle logarithme a pour dérivée
seconde une fonction de ce caractére, qui peuvent étre définies
par I'égalité ‘

1
(Rl

-

( ) 1_[ (l Zr am K+ 2mK' +|2m|i+zml\'.*

glr)=—ux —_— e 9
L\ 2mK—+2mK’

ct qui d’ailleurs ne différent que par un factcur exponentiel des
fonctions ®. Aprés avoir établi la relation algébrique entre une
fonction doublement périodique du sccond ordre ct sa dérivée,
Pauteur est amené i étudicr les surfaces de Riemann, en tant
qu’elles servent dans la théorie des fonctions elliptiques; il donne

ensuite la forme canonique des intégrales elliptiques ct leurs pro-
priétés les plus simples.
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Le point de départ de M. Thomae, dans I'étude des fonctions ©,
cst pris dans les équations fonctionnelles

Ig(x+rim) == (— 1294, (),

Shglw + pa) = (—1jfrem T8, (),
ou %, g, A, p désignent des nombdes entiers quelconques, et ¥ une
fonction uniforme, finie et continue dans tout le plan. En faisant
x = logt, on apercoit aisément quc les fonctions cherchées doivent
¢tre développables en séries procédant suivant les puissances en-—
tiéres positives et négatives de ¢ = e%; les équations fonctionnelles
posées, jointes a 'équation aux dérivées particlles
084 glr) _ 03 4(x)

da T Ox?

déterminent les coefficients de ces séries ; les valeurs o, 1 attri-
buées aux indices %, g conduisent aux quatre fonctions $. Le pro-
cédé méme qui a servi pour intégrer les équations fonctionnelles
conduit & prouver I'existence d’une relation linéaire a coefficients
constants entre p —+ 1 fonctions qui satisfont aux équations

4

(@ 4+ dim) = (—1)ite(z),
9%+ pa) = (—1)grewpiniy (g,

De la résultent aisément les relations entre les carrés des fonc-
tions & et les expressions développées du produit de deux fonc-
tions & dont les arguments sont x + ¥, x — £; ces derniéres for-
mules conduisent immédiatement au théoréme sur I’addition des
arguments dans les fonctions elliptiques. De cc théoréme on peut
déduire les équations diftérentielles auxquelles satisfont ces fonc-
tions; on peut dés lors établir la notion des intégrales ellip-
tiques de deuxiéme et de troisicme espéce, leur expression
au moyen des fonctions 3, et les propositions relatives a1’addition.
L’auteur passe ensuite aux divers développements en produits infi-
nis et en séries trigonométriques, et expose quelques-unes des con-
séquences arithmétiques qui s’en déduisent naturellement. Enfin,
apres avoir consacré quelques pages aux fonctions qu’on obtient
en généralisant la série du bindéme par le procédé appliqué par
M. Heine & la série hypergéométrique, il s’occupe de la transfor-
mation linéaire des fonctions 3 et des fonctions clliptiques.

J.T.




198 PREMIERE PARTIE,

ROHN (K.). — BETRACHTUNGEN UBER DIE KUMMER'SCHE FLACHE UND IHREN
ZUSAMMENHANG MIT DEN HYPERELLIPTISCHEN FUNCTIONEN pp = 2. — Miinchen,
1878. In-8°, 6o pages.

On connait |’étroite connexion qui existe entre les fonctions
elliptiques et les courbes planes du troisieme ordre ; si I'on con-
sidére les fonctions hyperelliptiques pour lesquelles les fonctions
O correspondantes dépendent de dewxr arguments, c’est a une
surface que 'on peut espérer de les relier par un mode analogue a
celui que nous venons de rappeler, et la surface qui se trouve ainsi
étroitement unie a ces fonctions est la surface de Kummer.

C’est cette connexion qu’étudic M. Rohn dans son importante
dissertation inaugurale. '

Dauns la premi¢re Partic, I'auteur s’occupe de la surface de
Kummer en elle-méme, définit les deux paramétres qui déterminent
chaque point, recherche les diverses formes que peut affecter la
surface et les régions dans lesquelles on peut la décomposer; le
terrain ainsi préparé, M. Rohn expose, dans la seconde Partie de
son travail, comment on peut représenter les fonctions hyperel-
liptiques (p = 2) sur la surface qu’il a étudide, et, dans la troi-
siéme, compare avec sa méthode celle qu'a donnéc M. Borchardt.

Nous indiquerons quelles variables choisit ’auteur pour déter—
miner les différents points de la surface.

Au systéme de complexes du second degré homofocaux

2 2 2
Ty T, xr

LT U B i T
s el e e ERRl e e

’

ou les six complexes linéaires fondamentaux, deux i deux en invo-
lution, xy = 0, xy =o, ..., sont tels que I'on ait identiquement

i+ x4+ ... +axl=o,

correspond unc méme surface de Kummer, touchée par chaque
droite singuliére. L’équation du systéme de complexes est du qua-
tri¢éme degré en 1, en sorte que chaque droite appartient a quatre
complexes du systéme; réciproquement, quatre complexes du sys-
téme se coupent suivant trente-deux droites, dont les coordonnées
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sont données par les formules
(ku——)\.)(l'a—l,)(l‘a———)\a)(ka-—h)

f'(#a)
ou f'(k,) est la valeur de la dérivée, pour A =k, de

FO) = (k=) (ks—=2)u e (ke—2).

pxa = (a:l,z,...,G),

Les droites singuliéres s’obtiennent en égalant deux paramétres .
D’ailleurs, en général, une seule droite du faisceau de tangentes en
un point & la surface de Kummer appartient, en tant que droite
singuliére, 2 chaque complexe du systéme, les deux autres points ot
elle rencontre la surface étant les points singuliers correspondants;
par suite, si la tangente considérée est une tangente d’inflexion,
le faisceau entier des tangentes appartient au complexe dont cette
droite est une droite singuliére. Les tangentes en un point appar-
tiennent donc a deux complexes du systéme homofocal, et ce sont
les paramétres ,, 1, de ces complexes qui servent a M. Rohn pour
définir ce point; quant aux autres parameétres )y, A, des tangentes,
ils sont égaux. Lorsque leur valeur commune A varie de —oo
a + o, la tangente décrit le faisceau et, pour A = ), ou 1,, devient
une tangente d'inflexion. Pour chaque systéme de valeur de 4,, 1,,
on peut donc obtenir les six coordonnées de chacune des tangentes
d’inflexion relatives au point correspondant. Les différentes com-
binaisons de signe fournissent trente-deux couples de telles tan- °
gentes, en sorte qu’a chaque systéme de valeurs de A, 2, correspon-
dent trente-deux points de la surface de Kummer ; ces trente-deux
points peuvent étre regardés comme les intersections de deux
lignes asymptotiques dont les équations, dans le systéme de coor-
données précédemment défini, seraient A= const., 2, = const.
L’emploi des fonctions hyperelliptiques permet de distinguer les
trente-deux points et de leur attribuer des paramétres différents.
Enfin, la comparaison du procédé de représentation de M. Bor-
chardt et du sien conduit M. Rohn 4 reprendre I’étude des trans-
formations quadratiques et leur signification relative a la surface
de Kummer ; il parvient ainsi, pour ces transformations, aux for-
mules les plus simples. .

Quant & P’étude des diverses formes de la surface de Kummer,
des relations cntre ses noeuds et ses points doubles, elle a naturel-
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lement pour point de départ la distinction des cas qui peuvent se
présenter quant & la réalité des six complexes linéaires fondamen-
taux. Ces six complexes étant donnés, il existe une triple infinité
desystémes homofocaux correspondants,en sorte qu’on peut prendre
arbitrairement un point de I'espace pour noeud de la surface de
Kummer; les seize nocuds ct la surface tout entiére sont alors déter-
minés. Sil’on prend le nocud sur la surface réglée intersection de
trois des complexes fondamentaux, les seize neuds sont aux points
d’intersection de quatre génératrices d'un systéme ct de quatre gé-
nératrices de I'autre, ct la surface de Kummer n’est autre que la
surface du second degré comptée deux fois; cette derniére, avec les
seize points d’intersection des huit génératrices considérées, peut
étre regardée comme 'image d’une surface de Kummer, avec ses

seize nceuds, qui, par unec déformation continue, viendrait se con-
fondre avee clle. J. T.

BOUSSINESQ (J.). — EssAl THEORIQUE SUR L’EQUILIBRE DES MASSIFS PULVE-
RULENTS, COMPARE A CELUI DE MASSIFS SOLIDES ET SUR L\ POUSSEE DES TERRES
SANS COHESION. — Paris, Gauthier-Villars, 1876. In-4° de 180 p. Prix : 10 fr.

Dans ce Mémoire, 1'auteur essaye de poser les bases de la Méca-
nique des corps semi-fluides qui sont, les uns pulvérulents, les
autres plastiques. Rankine, dans une étude Sur la stabilité de la
terre sans cohésion (Philosophical Transactions, 1856-185-), a
traité de I’équilibre limite que présentent des masses pulvérulentes
sur le point de s’ébouler; il a adnis, comme basc de son analyse,
qu’en chaque point d'une telle masse la pression la plus inclinée
sur la normale & I’élément plan qu’elle sollicite fait avec cette nor-
male un angle égal a celui du frottement intéricur ou de terre cou-
lante. D’autre part, M. Tresca, dans un Mémoire Sur le poinconnage
des métaurx et la déformation des corps solides (Savants étrangers
de ' Académie de Paris, t. XX, 1872), et M. de Saint-Venant,
dans divers articles insérés aux Comptes rendus de 1870 et 1871,
ont été conduits par I'expérience a admettre, comme principe fon-
damental de la Mécanique des corps plastiques, la constance de la
plus grande composante tangentielle de pression aux divers points
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de ces corps, supposés pétris avec une certaine lenteur. Mais on
n’avait pas encore cherché comment ces états ébouleux et plastiques
d’une matiére que I'on déforme indéfiniment se rattachent aux
états élastiques ordinaires, correspondant a des déformations
moins étendues, ¢’est-a-dire comprises entre les limites d’élasticité.
En outre, pour les masses pulvérulentes, on n’avait aucune con-
naissance de I'expression de leurs forces élastiques en fonction des
petites déformations éprouvées a partir de I'état naturel. Clest &
cette double lacune que répond le Mémoire de M. Boussinesq.
Admettant que les expressions des forces élastiques sont déve-
loppables en séries trés-convergentes suivant les puissances
entiéres des déformations, il cherche les formes auxquelles se ré-
duisent nécessairement ces expressions, supposées de grandeur
modérée, dans les deux cas d’un solide d’élasticité constante et
d’une masse pulvérulente, c’est-a-dire suivant que le corps présente
toujours une rigidité finie ou suivant qu’il résiste aux déformations,
alors seulement qu’il supporte dans tous les sens unc pression plus
ou moins grande. Dans le premier cas, il est conduit aux formules
trés-connues de Lamé (a deux coefficients d’élasticité A, u). Dans
le second cas, il arrive, pour les six composantes N, T suivant les

x,y,% des pressions exercées sur les éléments plans qui leur sont
normaux, aux relations

du dv
N‘:P<—l+2er>’ N,:])<—1+2m$>, i

( dw)
N3:p —I+2m—),
dz

dv  dw dwv  du du dv’
T = —_— —_— — R —_— P —_— —_
! pn)(dz+(1y>’ T2 Pm(d.z+zlz>’ l““””’(d,-'*' dz)‘

“~

m désigne un coefficient constant pour chaque matiére pulvéru-
dente, p la pression moyenne exercée autour de la molécule consi-
dérée (x,y,z), et u,9,w les composantes du petit déplacement
qu’elle a éprouvé. De plus, la méme analyse montre que la dila-
tation cubique est négligeable en comparaison des trois dilatations
linéaires dont elle égale sensiblement la somme algébrique. On
peut donc joindre aux trois équations ordinaires d’équilibre ou
entrent les dérivées en x, y, z des forces N, T la quatriéme
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équation indéfinic
l)u+¢)v+()m__0
o=z dy 0z

nécessaire a la détermination des quatre fonctions inconnues u, v,
Wy P ’

11 existe, en outre, des conditions d’équilibre spéciales aux sur-
faces libres du massif et d’autres conditions, trés-variées suivant les
circonstances, concernant les surfaces de séparation de ce massit
d’avec le sol ou les murs rigides qui le souticnnent. Ces derniéres
relations sont remplacées par une condition de maximum de stabi-
lité intérieure dans le cas le plus important, c’est-a-dire lorsqu’il
s’agit des modes d’équilibre qui se produisent & la longue, une fois
que les petits ébranlements auxquels tout massif est sans cessc
exposé ont réussi a grouper les grains pulvérulents de’'la maniére
la moins forcée, la plus voisinc de ’état naturel.

L’intégration du systéme d’équations indiqué fait connaitre, dans
chaque probléme spécial, les valeurs de u, v, w,p, ct par suite
celles des déformations. Il reste ensuite & exprimer que les trois
dilatations principales 9,,0,, s satisfont partout & une certaine iné-
galité, c’est-a-dire nc sortent pas des limites d’élasticité imposées,
comme on sait, i toute matiére douée de la tendance i reprendre la
forme dont on I'écarte. Dans le cas simple de déformations planes,
on a d,= 0, ct M. Boussinesq reconnait que I'inégalité dont il vient
d’étre question revient, pour les masses pulvérulentes et pour les
solides suffisamment plastiques, a supposer la plus grande dila-
tation 9, inféricure a une constance spécifique ; le fait de I’absence
de cohésion des massifs pulvérulents lui permet méme de poser,

. sin» , . ' . .. ye
pour ces massifs, 0, <> ¢ désignant un angle aigu positif qu'il

démontre plus loin étre précisément celui du frottement intérieur.

Les intégrations sont faciles quand le massif homogéne et pesant
a pour surface libre un talus plan faisant un angle donné » avet
I'horizon, et que les déformations éprouvées, paralléles a son plan
vertical de symétric, sc trouvent les mémes en tous les points éga-
lement distants du talus supéricur. M. Boussines effectue ces inté-
grations pour un massif pulvérulent et pour un massif solide. Les
résultats deviennent fort simples dans les cas ou la profondeur est
suftisamment grande. Alors les dilatations principales 0y, 5 sont
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les mémes en tous les points du massif pulvérulent, sensiblement
proportionnelles 4 la distance au talus supérieur, dans le cas d’un
massifsolide. De plus, les bissectrices des angles formés par les élé-
ments linéaires qui éprouvent ces dilatations principales ont des
directions constantes en tous les points du massif pulvérulent, des
directions qui tendent & devenir constantes quand on s’enfonce dans
le massif solide. L’angle ¢ que fait avec la verticale une quelconque
de ces directions est astreint, dans un massif pulvérulent de pro-
fondeur quelconque et dans un massif solide de profondeur tres-
grande, a vérifier I'inégalité

sin*w
b

cos?(w — 2¢) Prov
¢ désigne pour un massif pulvérulent I’angle défini ci-dessus et pour
un massif solide ’angle aigu, dont le sinus vaut g3 (4 + p). Cette
inégalité n’est compatible avec aucune valeur réelle de ¢ quand on
a ® >, d’ou se conclut'impossibilité, pour un massif pulvérulent,
de se soutenir sous un angle supérieur i celui de terre coulante, et
pour un massif solide profond de se soutenir sous un angle supérieur
a celui dont le sinus vaut le rapport w: (2~ ), d’autant plus
voisin de zéro qu'’il s’agit d’un corps plus mou. Si au contraire w < 9,
¢ peut recevoir une infinité de valeurs; elles correspondent a tout
autant de modes distincts d’équilibre d’élasticité, tous compris entre
deux modes d’équilibre limite, I'un par détente, I'autre par com-
pression, précisément identiques, dans les milieux pulvérulents, a
ceux qu’avait découverts Rankine. M. Boussinesq démontre qu'un
des modes d’équilibre d’élasticité ainsi obtenus, et un seul, convient
au cas ou le massif est soutenu d’un coté par un mur plan, soit
lorsque ce mur présente un degré de résistance connu et que I’équi-
libre s’est réglé 4 la longue, soit lorsque le mur est une paroi sans
pesanteur que maintient contre lec massif une force donnée, com-
prise entre celle qui suffirait & peine pour le soutenir et celle qui le
ferait refluer par écrasement au-dessus du talus supérieur, soit
encore pour d’autres circonstances, les plus simples en théorie,
mais peu réalisables pratiquement.

Les deux derniers paragraphes du Mémoire (§§IX et X), qui
sont aussi les plus longs, sont consacrés a la Dynamique des massifs
incohérents et des solides malléables.- L’auteur reconnait d’abord
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que les trés-petites vibrations élastiques d’une masse pulvérulente
non comprimée ne sont pas réglées par des équations linéaires, ce
qui explique pourquoi ces masses ne peuvent pas vibrer pendulai-
rement sous linfluence de leur élasticité ct pourquoi elles
étoutlent le son. 1l sc borne ensuite i 'étude des mouvements assez
lents dans lesquels I'inertie n’a qu'un role négligeable, si ce n’est
en des points exceptionnels. Les six pressions N, T' n’y diftérent
pas sensiblement, en chaque endroit, des forces élastiques maxima
que comporte la mati¢re, en sorte que I'équation caractéristique
de I’état ébouleux ou de I'état plastique s’obtient en exprimant que
les limites d’élasticité se trouvent atteintes; cette équation est pré-
cisément, soit la formule fondamentale posée par M. Rankine, soit
celle de MM. Tresca et de Saint-Venant pour la plasticodyna-
mique. M. Boussinesq joint donc cette relation finie en N, T aux
trois équations bicn connues qui expriment I'équilibre d’un élé-
ment de volume parallélépipédique ct ou entrent les dérivées en
x,y, zdes six pressions N, T. Mais il observe que la masse en
équilibre ébouleux ou plastique n’admet généralement phus un état
naturel ou les pressions peuvent s’annuler partout; il faudrait
séparer toutes ses particules infiniment petites les unes des autres
pour qu’elles puissent se détendre simultanément sans se géner.

M. B.oussinesq compléte le systéme de neuf équations indéfinies
nécessaires a la détermination des six pressions N, T et des trois
composantes u, v, w de la vitessc de chaque particule en admettant
. que les diverses fibres qui sc croisent en un méme point éprouvent
des dilatations persistantes proportionnelles a leurs dilatations
élastiques actuelles. Ce principe simple lui fournit aisément les
cinq équations indéfinies qui manquaient. Enfin il joint des con-
ditions évidentes spéciales, soit aux surfaces libres, soit aux couches
en contact avec des parois solides, soit aux surfaces de séparation
des parties passées a I'état éboulcux d’avec celles qui sont restées a
’état élastique ordinaire.

Comme premiére application, M. Boussinesq démontre que la
wvitesse d’écoulement du sable par un orifice tend vers une limite
ou deyient indépendante de la hauteur de charge des que celle-ci
atteint une certaine valeur, fait connu des anciens et qui leur per-
mettait de mesurer le temps au moyen des sabliers. 11 étudie ensuite
la répartition des pressions_ dans un massif sans cohdsion soutenu
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par un mur, aux premiers moments d'un éboulement déterminé par
I’ébranlement du mur. M. Maurice Lévy a heureusement appliqué
au probléme, ¢n la découvrant de nouveau, une des deux solutions
donndes par Rankine dont il a été parlé plus haut; seulement elle
ne convient que pour un cas restreint, car elle n’est compatible
avec le glissement de la matiére du massif contre le mur qu’autant
que celui-ci a sa face postérieure dirigée d’une certaine maniére.
M. Boussinesq en trouve d’autres beaucoup plus générales appli-
cables pour des inclinaisons quelconques de ces faces et méme pour
le cas ou les surfaces limites du massif sont courbes. Ces solutions
comportent des représentations géométriques assez simples, et elles
prouvent que, suivantles cas,une portion déterminéc du massif, con-
tigué au mur de souténement, reste a I’état élastique ou devient le
siége d’un état ébouleux trés-différent de celui qui aflecte le reste.
D’ailleurs, clles ne sont rigoureusement exactes que lorsque la ma-
ticre pulvérulente présente une hétérogénéité trop peu sensible
pour qu’il y ait lieu d’en tenir compte.

Un dernier paragraphe est consacré a I’étude, en coordonnées po-
laires, des déformations planes d’'une masse plastique ou pulvéru-
lente soumise en divers sens a des pressions beaucoup plus grandes
que son poids, principalement quand ces pressions sont ou pareille-
ment distribuées autour d'un axe, ou pareillement orientées en
tous les points de chaque rayon vecteur émané de I'origine.
M. Boussinesq en déduit, comme formules approximatives, les ex-
pressions simples etremarquables auxquellesM.Tresca a été conduit
par I'expérience : 1° la force capable de faire pénétrer un poingon
cylindrique suivant I’axe d’un bloc de plomb de méme forme, mais
de plus grand diamétre, & contour tantot libre, tantdt entouré d’un
manchon rigide ; 2° la hauteur de la débouchurc que détache ce
poingon, quand un orifice de méme dimension transversale que lui
est percé suivant son prolongement & travers le plan poli qui sup-
porte le bloc poinconné ; 3° enfin la force capable de faire écouler
par un tel orifice un morceau cylindrique de plomb remplissant un
vase en fer et poussé par un piston. M. Boussinesq trouve aussi les
modes les plus simples de distribution des pressions qui se pro-
duisent dans une masse plastique ou pulvérulente remplissant

.P'angle diédre formé par deux plans rigides, soit lorsque cet angle
est constant et que la masse considérée y coule de maniére que la
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matiére contigué aux plans converge des deux ¢otés vers I'aréte ou
s'en éloigne des deux coLés, soit, au contraire, que I'angle des
deux plaits diminuc ou grandisse ct que I’écoulement soit produit par
I’écrascment de la massc ou par sa détente latérale.

Le Mémoire se termine par I'exposition d’'une méthode d’inté-
gration graphique due a Rankine, pour traiter le probléme de I’équi-
libre limite d’un massif pulvérulent a surface supérieure courbe.
Rankine I'avait appliquéc en faisant une hypothése simplificative
qui change beaucoup la question. M. Boussinesq montre comment
clle peut, avec presque autant de simplicité, s’adapter aux équa-
tions vraies du probléme. P. M.



