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14 PREMIERE PARTIE.

MELANGES. .

SUR LES SURFACES HOMOFOCALES DU SECOND ORDRE

Par M. LAGUERRE.

1. Etant données trois droites A, B et B/, menons, par un point @
pris arbitrairement sur la premiére, une droite qui rencontre res-
pectivement B et B’ aux points b et &, La droite abd’ décrit, lorsque
le point a se déplace sur A, unc surface du sccond ordre, et lecon-
jugué harmonique du point a, par rapport au segment b&’, décrit
une génératrice de cette surface. Je dirai que cette génératrice est
la polaire de la droite A relativement aux droites B et B

Dans une Note insérée dans le Bulletin de la Société Mathéma-
tique ('), j’ai énoncé ct démontré, par des considérations de Géo-
métrie pure, la proposition suivante :

Etant donné un sy stéme (L) de surfaces homofocales du second
ordre et une droite fixe D, si par D on méne des plans tangents
a une surface quelconque T du systéme et si I'on prend la polaire
de D relativement aux normales menées a X aux deux points de

contact, cette polaire est la méme quelle que soit la surface du
systéme que [’on considére.

On peutdire que cette polaire cst 1'adjointe de D relativement
au systéme homofocal (), et il est facile de construire ’adjointe
d’'une droite quelconque quand on connait une des focales du sys-
téme. Que 'on méne en eflet, par la droite donnée D, des plans
rencontrant le plan de la focale suivant des tangentes a cette courbe
et que, par les points de contact, on méne des perpendiculaires a

ces plans, la droite adjointe de D scra la polaire de D relativement
a ces perpendiculaires.

2. La proposition qui précéde me parait assez intéressante pour

(') Sur les polaires d'une droite relativement aux courbes et awx surfaces algé-
brigues ( Bulletin de la Soc. Math., t. I, p. 179). *
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qu'il soit désirable d’en avoir une démonstration analytique; il est .
du reste utile, dans diverses recherches relatives aux surfaces du se-
cond ordre, de posséder les équations de 1'adjointe d’une droite
donnée.

Soient donc

z—a _y—B z—y

L M N

les équations d’une droite D et

2 oyt 2
(1) e -+ B -+ c =1
I’équation d’'une surface quelconque X du systéme homofocal con-
sidéré.
Menons par D deux plans tangents a cette surface, et appelons
T et T” les deux points de contact. En désignant par x, y, zles .
coordonnées d'un quelconque de ces points, on a les relations

2y _
A B C
et

.z'L+_yM 2N
A BT CT®

qui expriment que le plan tangent au point (x, y, z) contient la
droite D; en désignant par ¢ une quantité indéterminée, posons
en outre

+ 4

=1,

> 8
Wi
Ol

Les trois équations précédentes, étant résolues par rapport a x,
y et z, donnent les formules suivantes :

_M— N ((NE—My)
- b

(0}

N—L+{(];7—Na)

- )

S TR

(]

—M—!—t(Ma——L )

- ?

eIk
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ou w représente le déterminant (')

v B v
L M NJ|
I 1 1

Les coordonnées du point de contact devant satisfaire a I'équa-
tion (1), on aura, en posant, pour abréger,

p=3AM—N}—at,
q=2ZA(M—N)(N3—NMy), et r=ZA(NB—My),

I’équation suivante, qui détermine la quantité ¢ :
(2) p+o2qt+r*=o.

Si donc on désigne par ¢’ et ¢ les racines de cette équation, les
coordonnées du point T sont données par les formules

' M—N+/(N3—My)
= ,
A o
! — L ,/4"—
(3) :-_’_:N L+¢{Ly Na),
B o
7  L—M+4¢{Mz—NB)
tc™ » ’

et celles du point T par les formules

2" M —N+r"(NE—My)

X - -
v/ N—TL+ Ly —Naz)
1 BA—
(3) B ) ’
2 TL—M4 " Mz—NB)
[ »

3. Les coordonnées d’un point quelconque S' de la normale a

(*) Je suppose nécessairement ce déterminant différent de zéro; pour une droite
donnée ne passant pas par l'origine, on peut toujours du reste, en choisissant conve-

nablement les directions positives des axes, faire en sorte que sa valeur ne soit pas
nulle.
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la surface menée au point T" sont données par les formules

! U /
x:.z:’(x—{—%), _}’::)”<l+%> et z.—:z’(l-}—%)’

ou p' désigne un paramétre arbitraire; de méme, en désignant
par p” un autre paramétre arbitraire, les coordonnées d'un point
quelconque S’ de la normale menée en T sont données par les for-
mules

r—=x 1—1—3:), y =y" l+‘—ai et z=—12" 1+=°—” .
A N v B G

Considérons sur la droite §'S” deux points V/ et V” divisant har-
moniquement les segments §'S”; A désignant un paramétre arbi-
traire, les coordonnées de ces points sont respectivement déter-
minées par les formules suivantes :

’ ”
RS (1+ "i) 4 A" (H- E-)
A A

x = . )
I A

’ "
J y'(x—}— "i)+)..»”(r+?—)
(4) / B B

et

J'exprime que le point V' est situé sur la droite D, ce qui donne

les relations
.I.l‘,.ll 2! I”
” .

x'? , z'?
PR
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Rl ml'z‘ll , ' . N . x"? . ;
p | — =1 »
2‘ A i A? v A2

Les deux points T” et T” étani sur la surface Z, on a

//2
E———-— ———_—_1,

et les relations précédentes deviennent
re ' LAY/
, x ' xr
’ \P E F+)‘”E o :)(l—-z A )7
i PV i alat
- = 1—
¢ Az A’

d’ou.’on déduit

et

(3)

4
z'z"

et

Ex,x”
I— ’
X x
P — = — .
! x'? x 20 A- A?
A2 e
Si I’on porte maintenant ces valeurs dans les équations (4'), on
aura, en fonction da paramétre arbitraire A, les coordonnées du
point V” qui décrit la polaire cherchée; mais, avant de faire cette
substitution, il est d’abord nécessaire d’introduire les quantités qui
définissent la droite D.

4. SiTon pose, pour abréger,
P=3M—N}? Q=3I(M—N)(NEg—My), e¢ R=3(NB—My)?,

on obtient facilement les expressions suivantes :

= — —_— "

A? w? A2 w?
.

a”? P+ 2Q¢ + R¢"?
- = et
- w?

Z'rlz . P+2Qt'—+—Rt’2 .Tle/ P+Q(ll+f”)—|—Rl't”

. I”)2r

2.0?




(6)
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On en déduit

z 2 Zg I " t//p(PR__,Q‘z)’
AY Ly A? - At

et, par suite,

r . 4 v/
= — [ (P + "4+ Re")—P—Q(¢+ ) =R
¢ =R =g P ) QU +7)

r

® =R Q)

si I'on pose

(P +2Qt+ReZ— [P+ Q'+ ")+ R

d'ou

les valeurs précédentes deviennent

F= 7%3‘;'67["+Q"’+H<Q+Rf”n
r(r —

2" = 2(PR — Qz

[P+Qf +p(Q+ R
Portons maintenant ces valeurs dans les équations (4'); en y

remplagant également ’, y', 7/, x", ¥" et z” par leurs valeurs, en
faisant quelques réductions facﬂes et en remarquant qu’en vertu de
I’équation (2)

2

t 4 t”:—--—q- et 't ":_I—),

r r
on obtiendra les formules suivantes, qui donnent, en fonction d’'un
paramétre arbitraire y, les coordonnées d’un point quelconque de la
droite A adjointe & la droite D :

o= A(M—N)— M=RIPr = Q) +(Np—My)(Qp —Pg)

PR—Q’
_}’m:—_: ----- R R R R T T T T
20 "= .cecarese 0 N N N $ 00 ¢ ¢ s e st s s et e

].

cee
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Les valeurs de y w et de zo se déduisant de celle de 20 par de
simples permutations de lettres, je me dispense de les transcrire ici.

8. Pour démontrer maintenant la proposition que j’ai rappelée
au commencement de cette Note, il suffit de faire voir que les équa-
tions que je viens d’obtenir restent les mémes quand, au licu de
considérer la surface définic par I'équation (1), on considére une
surface quelconque du systéme, c’est-a-dire quand on change res-
pectivement A, Bet C en A + p, B+ 5 ¢t C + o, p désignant unc
constante arbitraire. ‘

Or, des valeurs données ci-dessus de p, ¢ ct r il résulte aisé-
ment que, quand on effectue le changement dont je viens de parler,
P, g et r deviennent respectivement p + pP, g +0Qet s+ p R, et
il est facile de vérifier que les valeurs de @y ¥ ¢t z données par les
formules (6) ne sont pas changées.

La proposition ¢st donc démontrée.

6. On peut chercher quelles sont les droites de I’espace qui sont
perpendiculaires a leurs adjointes. SiT'on remarque que les cosinus
directeurs de la droite adjointe a I sont proportionnels aux coeffi-
cients de p. dansles valeurs dexrw, 1 et 2w, on voit que les droites
cherchées sont définies par la relation

Y
EAL(N{B——)U) ST v
x<[(@r—en Y Lor—x + &y —en) Y Lvg - 1y) | =o,
relation qui se réduit évidemment a
SAL(NB — My )=o0;

“elle exprime, on le voit aisément, que la droitedonnée est perpen-
diculaire relativement a une des surfaces du systéme.
D’ou la proposition suivante :

St une droite est perpendiculaire ason adjointe, elle est égale-
ment perpendiculaire a sa polaire relativement & une quelconque
des surfaces du systéeme (Z).

7. Supposons que la droite D soit unc génératrice d’une des
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surfaces du systéme, par exemple de la surface déterminée par
Péquation (1). L'équation (2) est alors identiquement satisfaite, et
Tona

P = q4 = I'=0.

Les équations de la droite adjointe A deviennent alors

T 0

=M =N+ (N —My),

7—1%2:1\ — L+ p(Ly --Na),

2 —L—M-+p(Mz—L3);

multipliant successivement ces trois équations par «, B, 7 et faisant
la somme, on en déduit, en remarquant que ,

w=u (M — N),
I'équation suivante :

C’est évidemment 1’équation du plan polaire, par rapport a Z, du
point (2, B, 7), de la droite D, et ce plan contient I'adjointe A.
Comme le point («, [z, 7) est un point quelconque de la droite D,
il en résulte que A est 'enveloppe des plans polaires, par rapport
a X, des divers points de D, et, comme D estsur la surface, c’estla
droite D elle-méme.

Donc :

S7 une droite est une genératrice d’une quelconque des surfaces
du systéme (Z), cette droite se confond avec son adjointe.

8. Par une droite D menons les plans tangents a une surface du )
systéme et les normales aux points de contact. Ces deux droites
étant perpendiculaires a4 D, la droite qui les rencontre et leur est
perpendiculaire est paralléle a4 D par suite, le point milieu du

segment compris entre les pieds de cette perpendiculaire se trouve
sur la droite adjointe A.
Done :

8%, par une droite quelconque D, on méne les plans tangents
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a une surface quelconque du systéme, puis les normales aux
points de contact; si, en outre,on construit ladroite qui rencontre
ces deux normales et leur est perpendiculaire, le liew du point
milicu du segment compris entre les deux pieds de la perpen-
diculaire est la droite adjointe de D.

Il y a généralement deux surfaces du systeme qui touchent D;
soient Z I'une d’entre clles et &' une surface homofocale qui en
différe infiniment peu. Les normales menées aux points de con-
tact des plans menés par C tangenticllement a 3! sont infiniment
voisines, et le point milieu du segment dont je viens de parler se
confond a la limite avec le centre de courbure de la section droite
du cylindre circonscrit & Ja surface T et ayant ses génératrices
paralléles a D, ce_centre de courbure correspondant au point de
contact de D avec la surface.

D'ou la proposition suivante :

Soient Zet T, les deux surfaces du systéme qui touchent la
droite D, m et m les points de contact; soit, de plus, K le centre
de courbure, au pownt m, de la section droite du cylindre cir-
conscrit a X et ayant ses génératrices paralléles a Dy soit de
méme K, le centre de courbure, au point mgy, de la section droite
du cylindre circonscrit & Z, et ay ant également ses génératrices

paralléles & D : la droite qui joint lespoints K et K, est U'adjointe
de D.

9. Jusqu’ici la surface Z, déterminée par Iéquation (1), et dont
les éléments figurent dans les formules (6), est une surface quel-
conque du syst¢me. Supposons maintenant qu’clle soit tangente &
la droite D; I'équation (2) devant alors avoir deux racines égales,
on pcut poser

P=G* ¢=:GI et r=112
et les formules (6) devienncnt

E) :A[(M —N)+p(NE— M'y}]

(NB—Wy'G— M—NH
(7) + 4 [fR—_ Q\l [(PH —QG)—+ »(QH — RG)],

3.,



(8)
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Ces formules peuvent encore se simplifier si I'on suppose que le
point (2, 3, 7), dont la position sur la droite D est jusqu’a présent
indéterminée, est précisément le point de contact m de cette droite

avec X.
L’équation (2) se réduil alors a
(G + Hl)2 = o,
et ’on en déduit
“ G — 1\l fo _ N _EL —
X_M~N—ﬁmﬁ My), p=N—1L H(7 Na),

=L— N— 2 (M«—L§).

=1 3]

Aumoyen de ces relations, les équations (7) prennent la forme
suivante :

o Ho [PH — QG + »(QH — RG
(r— a2)o= A(NAB——M'/) <g+1j>~K—J gRt‘Q(zQ————)—]’
el 3 2= .o
Tt 2 T R

10. Si, entre les équations précédentes, on élimine les quantités

G Ho[PH— QG + (QH — RG] e
w, gy et PR—QF - s> on obtient I’équation
qui suit :

r—u ANS—My) =
r—« AN /)3

8
y —5 BiLy —Nzj B|=0
z—v C(M«— L3) %

" Cest I'équation d’un plan contenant 'adjointe A ct passant par

. . « B v . .
le pomt m; commeA, B et G sont respectivement proportlonnels

aux cosinus directeurs de la normale menée enm a la surface Z,on
voit que ce plan contient cette normale.
D’ailleurs, les quantités A (Nf—)+), B(Ly—2XNa), C(Ma—Lp)

¢tant respectivement proportionnelles aux cosinus directeurs de la

»
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tangente conjuguée de la droite D, ce plan contient également cette
tangente conjugude.
Done :

Soit Z une surface du sy stéme touchant une droiteD au pointm :
le plan, mené par le point m normalement & cette surface et

passant par la tangente conjuguée de D, contient I adjointe A de
ladioite D.

En considérant la scconde surface du systéme qui touche D, on
obtiendrait ¢galement un second plan contenant Aj cette droite
sera donc ainsi complétement déterminée.

11. En désignant comme ci-dessus par Z, la seconde surface
du systéme qui touche la droite D et par m, leur point de contact,
considérons le¢ plan mené en m tangenticllement a la surface Z;
ce plan conticnt la tangente conjuguée de D relativement a 25 il
résulte d’ailleurs d’une proposition bien connue qu’il contient la
normale menée en my a la surface Z,.

On peut done énoncer la proposition suivante :

Ltant données les deux surfaces T et T, du systéme qui
touchent respectivement une droite donnée D aux points m et my,
st Uon construit la tangente conjuguée de D relativement & la sur-
face Z, cette lalzgente rencontre en un point Ko la normale menée
en my & la surface Z,. Le point K, est le centre de courbure relatif
au point m, de la section droite du cylindre circonscrit a Z, et
ay ant ses géncratrices paralléles a D.

12. La considération de la droite adjointe permet de résoudre
facilement diverses questions relatives ala courbure d'une surface
du secoud ordre dont on connait la focale. Imaginons en effet un
cylindre circonscrit a une surface donnée Z, et soit mT une des
généiatrices de ce cylindre touchant la surface au point m; con-
struisons la droite adjointe de MT), et désignons respectivement par
T’ et par K les points ou cette droite perce le plan tangent en m et
la normale en ce point. On voit par ce qui précéde que mT” est la
tangente conjuguée de mT et que K est le centre de courbure de la
section droite du eylindre.

,
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13. Les formules (8) donnent aisément les coordonnées du
point K; la droite mK étant en effet perpendiculaire au plan
tangent mené en m a la surface Z, ses coordonnées s’obtiendront en

faisant p = — g En les désignant donc par £, 7 et {, on aura
« PH? —- »QGH -+ RG?
(5—6‘):—‘ — 02 ’
A PR —Q
,_ 8 PH— 2QGH 4 RG?
"TP= g PR — Q ’
4 PH*— 2QGH -+ RG?
CmT=g PR — Q°

Soient, comme ci-dessus, Z, la seconde surface/ du systéme qui
touche D, et p la quantité dont dilicrent les carrés des axes de Z et
les carrés des axes de Z,.

L’équation

(G*—pP)+2(GH —pQ)t + (H2— pR)?=0
devant avoir ses racines égales, on a

__ PH’— 2QGH - RG?
P“ PR — Qz

’

ct les formules précédentes deviennent

3 .
E—a=pp n—p=pp L—y=po
‘d'on
) R az ﬁ! 72
(=t (a =g (= =gt (G4 B ).

Si donc on désigne par R le rayon de courbure mK du cylindre
circonserit a X et ayant ses génératrices paralléles a D, par 9 la
distance du centre des surfaces du systéme au plan tangent a ce
cylindre le long de D, on a la relation R* = 292, d’ou

R =4d.

De méme, si 1'on considérait le cylindre circonscrit 4 la surface
Z, et ayant ses géndratrices paralléles a D, en désignant par R, son
rayon de courbure le long de Paréte D ct par d, 1a distance du centre
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au plan tangent au cylindre le long de cette aréte, on aurait la re-
lation
Ry = — pdy.

Des relations précédentes on déduit en particulier I'équation
R R,
ER N
qu’il est aisé de vérifier.



