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MELANGES.

MEMOIRE SUR LES EQUATIONS DIFFERENTIELLES ALGEBRIQUES
DU PREMIER ORDRE ET DU PREMIER DEGRE;

Par M. G. DARBOUX.

Toute équation différentielle du premier ordre établit une rela-
tion entre un point quelconque de 'une des courbes satisfaisant a
cette équation et la tangente en ce point. Dans son Mémoire sur
les connexes, Clebsch a, le premicr, écrit cette relation cn utili-
sant les coordonnées homogénes, employées déja avee tant de succés
en Géométrie analytique ct en Algébre supérieure. Sil'on désigne
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par &, y, 3 les coordonnées homogénes ou trilinéaires d’un point,
et par u, ¢, w celles d’'une droite, toute équation de la forme

(1) p(w o w2y, 2)=0,

qui sera homogéne séparément par rapport aux deux systémes de
variables x, y, z et u, v, w, pourra étre considérée comme une
équation différentielle, si 'on ajoute & la relation précédente : 1°la
condition que la droite (u, ¢, w) passe par le point (x, y, z), con-
dition qui s’exprime par I'équation

(2) ux + oy +wz=—0;

2° la condition que la droite (u, ¢, w) soit la tangente i la courbe
définie par I'équation au point (x, y, z). Cette deuxiéme condition
s’exprime par la relation

(3) udzr + vdy +wdz = o.

On peut remarquer que, si 'on dillérentic I'équation (2) en tenant
compte de I'équation (3), on aura

(4) xdu 4 ydv + zdw = o,

et cette nouvelle équation, conséquence des deux précédentes, ne
contiendra, comme elles, que les différentielles du premier ordre.

Aumoyen des formules (2), (3), (4), on peut donner deux formes
différentes a I'équation diflérentielle (1). Des relations (2) et (3)
on tire

(5) u . v _ w
ydz —zdy  zdr — xds xdy — ydr

et, en remplacant dans I'équation (1) u, ¢, w par les quantités qui
leur sont proportionnelles, on obtiendra la premiére forme

(6) ¢(rdz — zdy, zdx — xdz, xdy — ydr | x, y,3) =o,

que 'on peut donner a I’équation proposée, et ou figurcnt seule-
ment les coordonnées ponctuelles x, y, z et leurs différentielles.
Il suffira d’y faire z = 1, dz = o, pour retrouver la forme habituelle

F(dr,dy | z,y) =0,

oa F est homogéne par rapport a dx, dy, et est d’ailleurs une
fonction quelconque de x, o
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Mais on déduit encore des équations (2) et (4) les suivantes :

' x _ y z
(7) vdw — wdv  wdu — udw  udv — odu’

qui permettent de faire disparaitre x, y, z de I'équation (1) et
d’écrire cette équation sous la forme

(8) ¢(uy0,w | vdw — wdv, wdu — udw, udo — wlu) =o,

qui contient seulement les coordonnées de la tangente et leurs dif-
férentielles.

Si, au lieu de traiter u, ¢, w comme des coordonnées tangen-
tielles, on voulait les considérer comme définissant un point, cette
seconde équation, au lieu de définir les mémes courbes que I'équa-
tion (6), conviendrait aux polaires réciproques de ces courbes par
rapport a la conique dont I'équation est

P '+ '+ 2=o.

La double forme de I'équation difiérentielle cst donc la traduction
analytique de ce fait important, signalé par M. Chasles dans
I'Apercu historigue pour le cas plus général des équations aux
dérivées partielles, que, si des courbes satisfont 4 une équation
différentielle du premicr ordre, il en cst de méme de leurs polaires
réciproques.

Nous ne nous occuperons dans cc Mémoire que des équations
différentielles qui sont du premier degré par rapport a u, v, w, et
qu’on peut mettre par conséquent sous la forme

Lu +Mo+Nw—=o,
ou

() L(ydz—zdy) +MN(zdx — rdz) + N(xdy — ydgf—=o,

L, M, N désignant des fonctions homogénes de x, y, z, nécessai-
rement du méme ordre. Nous ne traiterons que des équations algé-
briques, et nous pourrons, par conséquent, admettre que L, M, N
sont des polynomes homogénes d’'un méme degré, que nous dési-
gnerons par m.

La premié¢re remarque a faire relativement a cette équation,
c’est que, sans changer la relation entre les six quantités x, y, z,
dx, dy, dz, on peut donner a L, M, N une infinité de valeurs.
En cffet, si 'on remplace L, M, N par L + Ax, M+ Ay, N 4 Az,
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A désignant un polyndme quelconque d’ordre m—1, on verra

sans peine que, dans 1'équation ( a), tous les termes qui con.tlenn’ent.

A ont une somme nulle, ct que, par conséquent, 'équation n’est
" pas changée.

Parmi toutes les formes différentes que, en vertu de la remarque
précédente, on peut donner i I'équation proposée, on peut en dis-:
tinguer une, que I'on pourrait appeler la Jorme normale, et qui
est caractérisée par la propriété suivante :

Pour cette forme on a identiquement

oL oM 0N

0wty T

Voyons d’abord comment on pourra ’obtenir. Si I'on posc

L =L+ Ax
M, =M+ Ay, ’
N,=N-+ Az, .

A désignant toujours uun polynéme d’ordre m—1, I'équation (a)
pourra s’écrire

(9) Li(ydz— zdy) + M,(2dx — zdz) + N,(zdy — ydz) = o,
ét I'on trouvera

oL, oM, ON, JL dM N
+ —

- L g i A:
gz Ty Tos —os oy Top T (M ak

on pourra donc toujours déterminer A de telle maniére quc le pre-
mier membre de I’équation précédente soit nul. 11 suffira de choisir
pour A le polynéme défini par Péquation

(r0) (m-i—z)A:—T—___..

On voit que la forme précédente existe toujours et est unique.

Nous emploierons peu cette forme normale de 1'équation diffé-
rentielle; au contraire, nous aurons souvent 4 considérer la fonc-
tion qui figure dans le second membre de I'équation précédente;
aussi la désignerons-nous par une seule lettre, toujours la méme,
H, et nous poserons
(1) =k O, 0N

. dr Oy 0z
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Nous verrons que H est un invariant; la forme normale pour la-
quelle on a H = o se conservera donc a travers toutes les transfor-
mations.

Au nombre des formes différentes qu’on peut donner i I’équation
différentielle, on peut encore signaler les suivantes : supposons
que dans L, par exemple, on isole tous les termes qui contiennent
x, en sorte que L s’écrive

L=I(+1x,

{ étant une fonction homogéne de y et de z seulement. En prenant
pour A la valeur — Z’, la nouvelle valeur L, de L, définie par les
formules (8), ne contiendra plus que y, z. On pourra de¢ méme
choisir A de telle maniére que M ne contienne que x, z, ou que N
ne contienne que x, y. )

Le nombre des paramétres arbitraires qui figurent dans ’équa-
tion dilférenticlle, et qui était en apparence de

(m—+1)(m+2)

g\2T 1
2

——l’

sera ainsi réduit a
m? + fm + 2.

En particulier, si I'un des polynémes L, M, N est divisible par
la variable qui lui correspond, par exemple, si L est divisible par ,
alors, en prenant pour A dans les équations (8) le quotient en-

. —L , .
tier — la valeur nouvelle L; de L sera nulle, et 'équation de-

viendra
M, (2dz — 2dz) 4+ N, (xdy — ydz) =o,

et sous cctte forme on apercoit immédiatement la solution parti-
culiére
z=o.

Cette remarque peut éire rattachée a une autre de mé¢me nature,
faite par M. Zeuthen, sur les équations diflérentielles algébriques
écrites sous la forme ordinaire.

Considérons I’équation .

dr _ flzyy)
(12) d—.z'—f,(:r,y),
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ou f, fi sont des polyndmes du mme ordre. Si I'on veut écrire cette
équation avee les coordonnées homogenes, il faudra y remplacer

“x, ¥ parf, L, ce qui donnera
’ z %

o(&y 7, 2) (3de — xdz) + 9.2, 7 z) (yds — zdy’ = o,

g, ¢, étant des polynomes homogéncs d’ordre m. On voit que 1'é-
quation admettra la solution particuliere

z =o0,

¢'est-a—dire la droite de linfini. Toutefois, cette solution pourra

disparaitre ou plutdt étre mise en facteur, si les polynémes ¢, 7,

sont tels que -
Yo — Zy

soit divisible par z; ct sil’on supprime alors l¢ facteur z, on ob-
tiendra une nouvelle équation, qui n’admettra plus nécessairement
la solution z = 0. .

C’est ce qui arrive, notamment si I’équation a ¢été éerite sous la
forme adoptée par M. Fouret,

1 dy

ou L, M, N sont des polynomes d'un méme degré. Si dans cette
¢équation on remplace x, y par E, "5-: on retrouvera précisément
Péquation (a) qui nous a servi de point de départ.

Toutes ces remarques préliminaires n’ont rien d’essentiellement
nouveau; mais il nous a paru utile de les faire, afin de bien établir
dans Desprit du lecteur le lien qui existd entre les diverses formes
de I’équation différentielle : la forme ordinaire, représentée par'
Péquation (12), celle de M. Fouret par ’équation (13). et. celle
de Clebsch par I'équation (a). Mais il est essentiel de remarquer
que ces formes ne sont pas les seules que I'on rencontre dans les
applications. Bien plus, eclles ne se présentent pas d’'une maniére
évidente quand on forme une équation différentielle par I’élimina-
tion d’'une constante entre une équation et sa dérivée.

En effet, considérons 1'équation d’un systéme de courbes

{r4) Sz, ry2) =C,

Bull. des Sciencés mathém., 2° Serie, t. 1. (Fevrict 1878.) 5
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ot f est une fonction homogéne de degré zéro, et C la constante
arbitraire, ’élimination de cette constante se fait sans difficulté
par la différentiation, et 'on obtient ainsi 'équation différentielle
) ) )
—[(14‘+—f-‘({)'+¢-‘[¢lz:0.
Jx Jdy 0z
Supposons qu’il y ait un facteur commun a supprimer, des déno-
minateurs a faire disparaitre pour ramener I’équation a la forme

. N S _— b
entiére; si 3 désigne le multiplicateur qu’il faut employer pour

effectuer toutes ces opérations ct ramener I'équation 4 la forme
entiére

(15) Pdr + Qdy - Rdz = o,

on aura ’
of a . o _

(16) (TT—\[)’ (')—f—-AQ, E——-)R.

La forme (13) ne ressemble pas a celles que nous avons obte-
nues; mais les polyndmes P, Q, R ne sont pas quelconques, et
sont, comme nous allons le reconnaitre, assujettis 4 vérifier une
relation.

En effet, f(x,y, z) étant, par hypothése, une fonction homogénc
de degré zéro, on aura identiquement

R \

— — o,

—+-
0z d_y+ Jz
ou, en se servant des équations (16),
(17) Pr+Qy +Rz=o.

Ainsi I'on peut dire que I'élimination d’une constante arbitraire
conduit A une équation diflérenticlle de la forme (15), mais on
P, Q, R sont des polyndmes entiers liés par la relation (19).
La forme (a) que nous avons adoptée rentre bien dans le type
précédent; car si I'on pose
s’ P = Mz— Ny,
(18) Q=Nr—Lz,
. ? R=Ly — Mz,
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clle prend la forme (15); et d’ailleurs les valeurs P, Q, R satisfont
bien & l'identité (17). o
Mais on peut établir la réciproque et prouver que toute equalion
de la forme
Pdzr + Qdy +~ Rdz = o,

oit P, Q, R sont des polynémes liés par I’équation identique
Pr + Qy +~ Rz=o,

peut étre ramenée & la forme (a).
En effet, en vertu de I'identité précédente, P s’annule avecy, z,
et, par conséquent, tous ses termes contiennent y ou z. On peut

donc poser
P =C'y + Bg,

C' et B étant des polynoémes de degré inférieur d’une unité a
celui de P, et de méme

Q=C":+B'z,

R =Ca + B,

et I'identité a vérifier deviendra
(C'+DB)zy + (C+B)az+ (C"+B")yz=o,

ce qui exige que C'~+ B’ soient divisibles par z, C 4B par y, et
C” + B” par . On aura donc

C'+B —=A"z,
C +0b = A'_y, .
C"+B"=Aur,

avee la condition

A4+ A" +A"=o.

Comme on peut tirer de cette équation A” en fonction de A, A, on

sera facilement conduit aux valeurs les plus générales de P,Q,R
pouvant satisfaire 4 'identité

Pr+Qy +~Rz=o,

) .
ct Uon verra facilement que ces valeurs sont, aux notations pres,
celles qui sont fournies par les formules (18).

Notre travail sera divisé en deux Parties. Dans la premiére nous

5.
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exposcrons quelques théorémesrelatifs au multiplicateur, aux so-
lutions particuli¢res algébriques et a 1'usage qu’on peut en faire,
aux points singuliers et au changement de variables. Dans la
seconde, nous ferons une 'application particuliére des propositions
générales au cas ou L, M, N sont des polynémes du second degré.

PREMIERE PARTIE.

Du multiplicateur de U'équation différentielle.
Pour intégrer I'équation différentielle
(a) L(yd:—zd) , +M(2dr — xdz, + N(rdy — ydr) = o,
on peut chercher un facteur g qui rende I'expression
(19) p[L(yds—zdr)+ M(z2de — zdz) + N(zdy — ydz)]

la différentielle exacte d’une fonction homogénc de degré zéro.
Alors on aura l'intégrale générale en égalant cette fonction a une
constante. Si m désigne, suivant nos conventions, le degré commun
des polynémes L, M, N, lc facteur p devra étre une fonction homo-
géne de degré — m — 2 et satisfaire par conséquent a I'équation

- op i

Oy
-(Tr+f—+zo—+(M+2)p=o.

(20) dy

En tenaut compte de cette relation, les trois conditions’ d'intégra-
bilité de la différenticlle (19) se réduisent a une scule, qui est

()y_‘_M 0y+N ()y+ (dL oM ()N‘)

{21) L’ e 9 p\a}+'(—)}j+-();‘l

=o.
Cette équation, trés-symétrique, on le cocflicient de p est I'inva-
riant que nous avons désigné par H, suffira a déterminer completc-
ment le multiplicateur cherché.

On sait que l'intégration de cette équation aux dérivées par-
tielles se raménc a celle du systéme d’équations différenticlles ordi-
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naires .
de _dy _ds _{I_p;
=2) LTTMTN_
' En remarquant que I'équation obtenue cn égalant lc¢ dernier

. . o . .
rapport & I'un des premiers servira a déterminer g au moyen d’une
quadrature, on peut sc borner A considérer le systéme

dr dy dz
23) TN TN
Je vais montrer directement que lintégration de l'équation pro-
posée et celle du systéme (23) sont deux problémes équivalents.
Supposons, en eflet, que I'on substitue aux variables x,y les sui-
vantes :

@ == —y B:—

., y
.
3 z

Posons
L=Lz, M=M,z", N=N,z";

Ly, My, N, nc dépendront plus que de «, 3. L'équation dilféren -
tielle proposée deviendra

(24) — LdB + Mdx + N, (2df — Bda) =0,

ct le systéme (23)

wdz 4+ zdaz  Bdz+z2dB _ dz

L, M, T N/

ce qu'on peut écrire

{ 25) da dB dz

L—Na M—NB  zN,

L’équation qu’on obtient en égalant les deux premiers rapports
est précisément I'équation (24). Si donc on sait intégrer cette équa-
tion, c’est-a-dire la proposée, on aura 3 en fonction de « ct, pour
achever I'intégration du systéme (25), il restera a effectuer la qua-
drature

N,da
L, — N‘a’

lOg Z =
qui fera connaitre z.

Supposons, au contraire, que 'on sache intégrer le systéme (23)
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ou son équivalent (25). Celle des deux intégrales qui contient scule-
ment a, 3, ¢’est-a-dire qui est homogeéne et de degré zéroenx,y, s,
sera précisément l'intégrale de I’équation proposée. Du reste, si
I'on a les deux intégrales de ce systéme, il sera trés-facile d’en
déduire l'intégrale homogéne de degré zéro. Ces deux intégrales
f>9 étant nécessairement homogénes, si n et n’ sont leurs degrés,
S0~ " sera 'intégrale de degré zéro.

La remarque précédente a déja été faite depuis longtemps pour
le cas de I'équation de Jacobi o L, M, N sont des polynomes
du premier degré. Dans ce cas, en introduisant la variable auxi-
liaire t, les équations du systéme (23) peuvent s’écrire

dr dy dz

b =" =N

et deviennent linéaires. Les intégrales de ces équations sont de la
forme '

X=Ce, Y=C* Z=0Ce,

X, Y, Z désignant trois fonctions linéaires homogénes de x,y, z ct
C,,C,,C; trois constantes arbitraires. On en déduit que

Xé—v Yv—-e Z*—? — const.

est une intégrale du systéme (23) et, comme cette intégrale est ho-
mogéne et de degré zéro, clle convient également a I'équation pro-
posée.

Dans le cas ou L, M, N sont de degré supérieur au premier, les
équations R

dr d dz

(26) ==L “ =M Z=N

cessent d’étre linéaires. Leur intégration constitue un probléme qui
n’a pas encore été abordé dans toute sa généralité, bien que I'on
rencontre des systémes de cette forme dans ’étude de différents
problémes. D’aprés notre analyse, la solution de ce probléme est
équivalente a I'intégration de ’équation proposée (a). Tous les
résultats acquis dans I’étude de I'une de ces deux questions profite-
ront, par conséquent, i la solution de T'autre.
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IL
Des solutions particuliéres algebriques.

Revenons a I'équation proposée (a) et cherchons la condition
pour qu’elle admette une intégrale particuliére définic par 1'équa-~

tion
(27) Sz, 7,3) =0,

que nous pouvons supposer étre indécomposable.
En différentiant I’équation précédente, on aura
af af af

—dx+ —d — dz =
d.r(lr+dt'(y+dz 2=—0

et 'on a aussi, en vertu du théoréme des fonctions homogénes,

af of of
(28) ’I'—d;"*—f@ Z&:O-

On déduit des deux derniéres équations les suivantes :
of o of
or dy 0z
(29) ; = = ’
ydz —zdy 2de — rdz  zdy — ydx

et, par suite, si I'on remplace dans I'équation différentielle les

binémes y dz — zdy, . .. parles quantités proportionnclles%‘f— ey
z

on aura

9, i) i)

Ll—!— M—f+N———f: 0.
or dr Jdz
Mais il importe de remarquer que cctte équation n’est pas né-

cessairement une identité. En effet, si 'on considére I'équation (29)
comme représentant une courbe, I'équation (28) n’aura lieu qu’en
tous les points de cette courbe. 1l suflira donc que I'équation pré-
cédente ait lieu seulement pour tous les points de la courbe, c’est-

d-dire que le premier membre soit divisible par fet que 1'on ait
identiquement

of o of
L()‘L‘-T"Ma;—i—Ndz_‘I\ﬁ
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K désignant un polynéme qui sera nécessairement de 'ordre
m — 1, inféricur d’unc unité i celui de L, M, N.

Pour abréger, je désignerai par la lettre A 'opération

Jd ] Jd

(ue nous aurons souvent i considérer. L’équation précédente
pourra donc s’écrire

30) A=K/

En exprimant que les deux membres sont égaux, terme pour
terme, on aura les équations de condition qui expriment que f°
est une solution particuliére.

Considérons, par exemple, I'équation de Jacobi pour laquelle
L, M, N sont des polyndémes du premier degré

L=Axr +B'y+0C'z,
M=C"x+ A"y + B3,
N=Bax+ Cy + A"z
Si I'on veut trouver les droites satisfaisant i cette équation, on aura,
c¢n éerivant I'équation d’une droite sous la forme
ur 4+ ¢y + wz=—0,
a exprimer que l'on a

Lu+Mv+ Nw—=S5(uxr +vy + wsz),

4 étant unc constante. On obtiendra ainsi les trois équations
Au+C'v +B w=Su, )
B’u + A'v + Cw = Sy,
Cu—+ Be + A" =Sw,

qui, par I'élimination de¢ u,v,w, conduiront 4 unc équation du
troisiéme degré pour S. Il y aura donc trois droites qui donnerout
des solutions particuli¢res de I'équation de Jacobi.

Pour abréger, nous dirons souvent dans la suite qu'unc courbe
cst une solution ou intégrale particuliére de I'équation proposée,
lorsque I'équation de cette courbe donne unc solution particuliére
de Péquation.

Si, I'équation différenticlle étant donnée, on veut exprimer que

Sf=o,
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est une solution particuliére, on ne peut supposer nul le polynéme
K, sans restreindrela généralité; au contraire, si 'on veut trouver
les équations différenticlles qui admettent une solution donnée, il
’ ’ . .
'importe de remarquer que, p étant le degré de f, I'équation (30)
pourra s’écrire
’ z\ of r\ of < 2\ df
_k5 ¥ M—K»—ukN—K——_m
U K»W+< p) oy p/ds
Or, si l’on pose
x
L| =L —K-,
14

N,—=N-—KZ,
I

ot si I'on remarque que K ecst de I'ordre m — 1, on voit que
Ly, M,, N, sont des polyndmes que 1’on peut substituer a L, M, N
sans changer I'équation différentielle. Si donc il s’agit d’exprimer
qu’une équation différentielle, dont les coeflicients sont inconnus,
admet une premiére solution f, on pourra chercher 4 déterminer
L,M,N, de telle maniére que 'équation

(31) LY n¥

~ +M

of _
x dj+N5-z-—_o

ait lieu identiquement. Mais, si Ion a ensuite & exprimer que la
méme équation admet une seconde solution, on ne pourra plus
supposer nul le polynéme K relatif a cette nouvelle solution. Avant
de continuer ces recherches, nous allons donner un théoréme geé-

néral sur la maniére de satisfaire a des équations semblables a 1’é-
quation (31).

I11.
Sur lidentité AA' 4+ BB+ CC’' = o.

Considérons six polyndmes homogénes en x, ¥, 2, satisfaisanl i
I'identité

(32) AA’ + BB + CC' = o.
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Je dis que, si les trois équations
A=o0, B=0, C=o0

n'ont aucune solution commune, c’est-a-dire si les trois courbes
représentées par ces équations n’ont aucun point commun, on aura

A’ = NB — MC,
(33) ! = LC — NA, ‘
C' = MA — NB, . )

L, M, N étant des polynémes convenablement choisis.

Pour démontrer cette proposition dans toute sa généralité, je
m’appuicrai sur un théoréme de M. Noether, dont M. Halphen a
donné une démonstration nouvelle (Bulletin de la Société Mathé-
matique, t. V, p. 160) et qu'on peut énoncer comme il suit :

Etant donnés trois polynomes f, g, 4, fonctions de x, y, pour
que lon ait

f=Ag+ By,

A et B étant des polyndmes convenablement choisis, il faut et il
suffit que les conditions suivantes soient remplies :

Soit x =a, y=[ un quelconque des systémes de solutions
des équations

=0, Y=o0;

il faudra que, a et b désignant des séries ordonndes suivant les

puissances de x — a, y — (3, on puisse déterminer les coefficients
de ces series de telle maniére que l'on ait

S=ag+ bi.

Ces conditions seront d’ailleurs suffisantes pourvu qu’elles soient
remplies pour tous les systémes de solutions communes des équa-
tions

=0, Yy=o.

Ce théoréme étant admis, il est facile d’en fairc I'application.
L’identité (32 ) nous donne
A R’
C=——=A—-—8.
C ¥ . .
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Or faisons pour un instant z =1. Pour chaque systéme de solu-
. ) i
tions x = a, y = [, des équations A= o, B=o0, Cn’est pas nul, par
A / . ,
¢ i _———— nc développables en sé-
hypothése. Les quotients — - — -~ sont do PP
ries convergentes ordonnées suivant les puissancesde x—a, y —f3.
Les conditions exigées par le théoréme précédent sont donc évi-

demment remplies et par conséquent C' est de }a forme
C' = WA + NB,

ot M/, N sont des polyndmes. On verra de méme que A’, B sont
des formes suivantes :
A'— M"B + N'C,
B’ = MC + N"A.
Ecrivons maintenant que l'identité (32) est satisfaite et nous
aurons I’équation

(M + N)BC + (M’ + N’) AC + (M” + N") AB=o,

a laquelle devront satisfaire les six polynomes M, N, . ...

D’ailleurs, A, B, C sont premiers entre eux deux a deux, puisque
les équations
A=o0, B=o0, C=0o0

n’ont, par hypothése, aucune solution commune ; par conséquent,
A, devant, d'aprés I'identité précédente, diviser (M + N) BC, divi-
sera M+ N, et I'on aura

M + N— KA,
et de méme

M’ + N =K'B,
M+ N =K"C,

K,K’,K” étant des polynomes qui devront satisfaire a I’identité
K+ K +K"=o.

Or trois polynomes satisfaisant 4 cette identité peuvent toujours
étre représentés par les formules symétriques

K=¢8-8
I{’ _— SII —_— S'
K'=8§ --§.
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11 suffirait, par exemple, de faire 8" = 0,8 = — K/, § =K, pour
retrouver l'identité précédente. On aura donc
M-+ N=A(S—§"),
M + N'=B(S" —S),
M”+ N"= C(S —§'),
et, si 'on pose

M —-AS' =—N —AS"=1,
M —BS"= —N —BS =V, .
M"—CS =—N—CS'=W,
les formules qui donnent A’, B, C' prendront la forme
A'=BW — (CV,
B'=CU — AW,
C' = AV — BU,

qui est, aux notations pres, celle qu'il s’agissait d’établir.

La proposition précédente peut étre utile dans différentes recher-
ches. Dans tous les cas, elle a une application évidente dans la
question qui nous occupe. Supposons que ’on cherche la condition
pour que I'équation différentielle que nous étudions (2) admette
comme solution particuliére unc courbe représentée par I’équation

Sflzyy,3) =0

et n’ayant pas de point multiple; on devra avoir, avec des valeurs
convenablement choisies de L, M, N,

g-mx ¥

+Vdf 0.

oy 0z

Les trois équations
o 9 _ 9 _
2% =% &=

n’ayant pas de solutions communes, on aura, cn vertu du lemme
(émontré précédemment,

L.__\’Vo—i‘—-—vdf

Jdy 0z

. Of of

(34) M=U — 7% -Wa;’
o Of A

| N=V PPl U r)],
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ou. si 'on demande les valcurs les plus générales de L, M, N con-
9

venant a 1'équation,
'

of o

L=Acr —+—W—— %"
df af

F_ o

| N=a4z + Vo= Y%

Quant a l’equatlon, si on veut l’écrire sous une des formes que
nous avons proposées,

Pdzx + Qdy + Rdz — o,
on trouvera

P=2Uf — %f—;(Ux +Vy +Wz),

o

(36) CQ=uVf — L (Uzx +Vy +Wa),

Iy
R:an——a‘—/-‘ (Ux +Vy +Wz),

« étant le degré de £, et par conséquent I’équation pourra s'éerire
137)  «f(Udz+ Vdy +~Wdz) — (Uz + Vy + Ws)df=o,

la solution f'= o étant ainsi mise en évidence.
Jajouterai enfin que l'invariant H aura pour valeur, si 'on
adopte les formules (35),

of [V oW df [OW  oU" )f (0U oV
@ u=das g (G- ) 5 (% -5+ 2 -5)

IV.

De Uemploi des solutions particuliéres algébriques
our la détermination de l'intégrale générale.
P 5 8

Aprés avoir indiqué comment on recherchera des solutions par-
ticuliéres algébriques de 1’équation proposée, nous allons montrer
comment on pourra déterminer l'intégrale générale toutes les fois
¢uw’on aura un nombre suffisant de ces solutions.
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11 est clair que sil’on a une fonction homogéne de degré zéro,
satisfaisant a I’équation

.’

Ay =0,
on aura l'intégrale de I’équation proposée en égalant cette fonction
i une constante. Cette proposition, conséquence des théorémes de
Iarticle I, peut aussi se démontrer directement. En eflet, on a, par

hypothése,

dy Oy, Oy
x py -+ 7_}’ + 3 3"
dy dy . dy
. — M — N < =—o,
. 1 oz + M Jy -+ 7z o
et, par conséquent,
J9 dy Jdy
ox cy 0z

Si donc on remplace, dans I’équation proposée
(Ny —Mz)dz + (Ls — Ma)dy + (Max —Ny)de —o, .

les dénominateurs des rapports précédents par les numérateurs qui
leur sont proportionnels, 'équation deviendra
(l? —,o >
d’ou I'on conclura
p=C. .

A .
Ce point étant admis, supposons que I’on connaisse p solutions

particuliéres algébriques de I'équation différentielle proposéc
Uyy Ugy. .., Up; ces solutions donnent naissance a des équations
identiques

(39) Ay =Kwyy, B, =Kyuy, ..., Bu, =K, u,,

ouK,, K,,..., K, seront des polynémes du degré m — 1.

Parmi les propriétés du symbole A, on peut remarquer la sui-
vante : )

Jo d dv
(4o) Aolw, v, w,...) :m;\u -+ ng'—i« 0—‘ Y

En faisant une application particuliére de cette formule, on aura

A(Ila"lu‘;’ RN ll;r') - {al[{‘ -4 12K2 + ..+ zPK"\”"‘w"'_‘;i e ”;p,
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ayy &ay 7. -, %, 6tant des exposants constants. Si donc on peut dis-
poser de ces exposants ty, gy « -y %p de telle maniére que I'on
ait
(41) a.K.+a,K,+...+u,,K,,:o,
et aussi, iy, hay « + o b, désignant les degrés de uy uay .« -, up,

(42) hia, =+ hyay + ... 4+ hpa, = o0,

u* ... u¥ sera une fonction homogéne de degré zéro, satisfaisant
a I’équation
Ag = 0.

L’intégrale générale sera donc

Ny % a. L
AR R e =C.

Or les polynémes K sont du degré m — 1, ct ils contiennent, en gé-

(m—+1) m(m—+1)
2 2

, m , . ’ . .
néral, termes. L’équation (41) équivaut donc a

équations du premier degré entre o, as, ..., &,. Dans le cas le
plus défavorable, il y aura donc, en tenant compte del’équation (42).

v e pe ym(m 1) , .
a satisfaire 8 —————' + 1 équations, et, comme elles sont homo-
s . . m(m—+1) .
geénes, on devra avoir au moins —- —— ~+ 2 inconnues «,. Comme
2

des équations homogénes ne sont jamais impossibles, on aura donc
le théoréme suivant, qui n’est sujet a aucune exception :

. 7 m{m -+ 1 . L
Si lon connait ™™ 1) + 2 = g solutions particulicres alge-

briques de I équation différenticlle proposée w,, u., ..., u,, Uin-
tégrale générale de cette équation pourra toujours s obtenir, et
sera de la forme

@y % @y —
wp .. ugg = C.

Nous verrons, dans les applications, que la méthode réussit le
plus souvent sans qu’on ait i connaitre un aussi grand nombre de
solutions particulié¢res, et la théorie des points singuliers de Péqua-
tion nous expliquera pourquoi il en est ainsi.

Le théoreme précédent, appliqué a I'équation de Jacobi, conduit
de la maniére la plus simple a I'intégrale de cette ¢quation.
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Nous avons vu que cette équation admettait trois droites comme
solutions particuli¢res; soient

X=o0, Y=o, <Z:0
les équations de ces droites : on aura des identités
AX =SX, AY=S'Y, AZ=8"Z,
ou-S, §, §” scront des constantes. On en déduira
A(xb'—S’yS‘—S"zS’—S) =o, '
ct par conséquent I'intégrale scra
X8-S YS-8" 788 —

ce qui est le résultat connu.

Mais on peut indiquer un autre usage des solutions particuliéres.
Reprenons 'identité -

Autus... u;r): (K + %K+ .o+ 2K ahep. u;,r.

Si I'on peut déterminer les constantes @y, 2, . . ., 2, de maniére
a satisfaire aux deux équations

M. oM ON
aK, oK+ . ek =— o — 2,

(43) dr Jdy Jz
ko, 4+ hyazs + ... +ItFa,, =—m—2,
on aura N
A(upuy ... up) +Hutui .. upp=o,

ct, par conséquent, la fonction #%: ... u%r, étant du degré — m — 2
que doit avoir le multiplicateur, ct satisfaisant a I’équation aux
dérivées partielles qui le définit, sera une valcur particuliére de
ce multiplicateur. L’intégration sc¢ trouvera ainsi ramenée aux
quadratures.

m(m 1)

Les équations (43) équivalent a + 1 équations du pre-

mier degré. On a donc lc théoréme suivant :

{
. , o mim 4
Toutes les fois que l’on connaitra —‘———)

+ 1 =¢ —1 solutions
particuliéres algébriques de I’ équation (l{ﬁkire;ztielle pro;}osée
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. déduire une valeur particuliére
Upy Ugy o + oy Uy — 1, ON pOUTTA ET P

du, multiplicateur, qui sera de la forme
.

2g -
p= upuy ... ll,/"_i'-

A la vérité, ce théoréme parait sujet & une exception; car, sile
déterminant des équations i résoudre était nul, on pourrait craindre
que ces équations fussent impossibles. Mais alors celles qu’on ob-
tient en supprimant dans les équations (43) les seconds membres
H et — (m + 2) deviennent des équations homogénes cn nombre
égal a celui des inconnues, et dont le déterminant est nul. Il est
donc possible de satisfaire aux équations

a K, + K+ oo+ Ke =0,
ahy a2l + .. -i—ac,,_qu_l =o0;

c’est-a-dire que 'on peut appliquer notre premicr théoréme, et
obtenir l'intégrale générale sous la forme

wpay...ougy =0C

Ainsi, dans le cas d’exception du second théoréme, on est conduit
d’une maniére plus rapide a I'intégrale cherchée.

Nous venons de reconnaitre comment, au moyen d’un certain
nombre de solutions particuliéres algébriques, on peut former le
multiplicateur de I'équation différentielle proposée. Réciproque-
ment, supposons que ce multiplicateur  soit de la forme

p=Sufs e S

fis f2y -+« fp étant des polynémes algébriques, et les exposants

dyy day -+ .y o, des nombres quelconques positifs ou négatifs réels

ou imaginaires. En écrivant que I’équation aux dérivées partielles

du multiplicateur est satisfaite par la valeur précédente, on aura
une équation que 'on peut écrire

x.g—l—ka,gf%— e +a,,A—j.c£

! S Sr

On peut d'ailleurs supposer que f;, f2, . . ., f, soient indécomposa-

bles; ’il en était autrement, il suffirait de les remplacer dans I’ex-

pression de u par les facteurs dont ils sont composés. L’équation

Bull. des Sciences mathém., 2* Série, t. Il. (Fevrier 1878.) 6

-+ H=o.
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précédente ne pourra donc avoir lieu que si f; divise Af;. 11 faudra
donc que l'on ait

s =K/, ...,Afsz,,f;,

Ky, ..., K, étant des polynédmes, qui-d’ailleurs devront satisfaire a
I’équation

oK+ oK+ ... +o,K,+H=0.
On obtient donc le théoréme suivant :

8i le multiplicateur de U'équation différentielle proposée est un
produit de plusieurs facteurs rationnels élevés chacun & une puis-
sance (/uelcom]ue, chacun de ces f‘acteurs, e'gale' a zero, donnera
une solution particuli¢re de U'équation proposée.

Les théorémes précédents nous conduisent donc naturellement
aune nouvelle méthode d'intégration des équations diflérentielles
du premier ordre ct du premier degré. Etant donnée une équation
a intégrer, on en cherchera différentes solutions particuliéres al-
gébriques, et, au moyen de ces solutions, on formera le facteur ou
I'intégrale générale toutes les fois que cela sera possible, en em-
ployant les théorémes que nous venons de faire connaitre. Cest
cette méthode que nous appliquerons, dans la seconde Partie de ce
travail, a I'équation la plus simple aprés celle de Jacobi, celle pour
laquelle les polynomes L, M, N sont du second degré. Mais, avant
d’aborder cctte application et pour la faciliter, nous allons étudier
un groupe de points remarquables que nous appellerons les points
singuliers, et qui sont ceux pour lesquels la direction de la tan-
gente donnée par 1’équation différenticlle est indéterminée.

V.
Des points singuliers de l'équation différentielle.

Reprenons ’équation différentielle
(44) L(ydz— zdy) + M(zde — zdz) + N(xdy — ydz) =o,
ou

(45) Pdr + Qdy +~ Rdz —o.



MELANGES. 83
Il y a toujours des points du plan pour lesquels on a
P =Mz—Ny=o,
(46) Q-.Nz—Lz=o,
R=Ly —Mz=o;

. r oz v, o
car les équauons precedentes peuyv ent s ecrire

(47)

et équivalent i deux seulement. Pour de tels points, I'équation (45)
sera identiquement satisfaite, et la direction de la tangente ne sera
plus déterminée par I’équation différentielle. Ainsi :

En tous les points du plan pour lesquels on a
P—=o0, Q=o0, R=o,

U’équation différentielle ne fait pas connaitre la direction de la
tangente.

Cherchons, en premier lieu, quel sera le nombre de ces points
singuliers. On peut rattacher cette recherche a un lemme relatif a
six polynomes A, A’, B, B/, C, C/, de degrés [, /', m, ', n, o', sa-

tisfaisant a l'identité déja considérée
(48) AA’ 4+ BB’ + CC' = o;

il est évident que les degrés des produits AA’, BB, CC’ sont égaux.
On a donc déja
I+l =m+m =n+n" =\,

Cela posé, je dis que la somme du nombre des points communs
aux trois courbes

et du nombre des points communs aux trois courbes
A'=o0, B =0, C —o,
est égale a
imn +~U'm'n’
A
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En effet, soient /. e nombre des points communs aux trois courbes
A,B,C; 7 celui des points communs aux trois courbes A’, B, C'.
Tous les points communs i A et a B, au nombre de Im, appartien-
nent, d’aprés I'identité (48), 4 I'une des courbes C,C’. Illyenal
appartenant a G, par hypothése. Il restera donc m! — h points com-
muns aux trois courbes A, B,C’. D’ailleurs les /n’ points communs
aux deux courbes A, C’ appartiennent, d’aprés I'identité, a 'une
des courbes B, B'; comme il y en a ml —  appartenant a B, il
restera ln’ — Im + I points communs aux trois courbes A, B, C'.
Enfin les m'n’ points communs aux courbes B’ C’ apparticnnent i
'une des courbes A, A’. Comme il y en a ln' — lin + h appartenant
a A, il en restera

m'n —I' +lm—h=»~W
appartenant 4 A’, B/, C’. On a donc
h+ Mk =mnr —1In+Ilm,

ct, en transformant le second membre, on trouvera facilement qu’il
est égal a
Imn 4 U'm'n'
R R

comme nous I’avions annoncé.
Appliquons cette proposition générale aux trois équations de

degré m + 1
P—=o, Q=0, R—o,

qui définissent les points singuliers. On a I'identité
Pz+Qr +~Rz=o.

Si donc on considére, d’une part, les courbes P, Q, R, d’autre part,
les droites x, y, z, ces droites n’auront aucun point commun, et le
lemme précédent nous donnera, pour le nombre des points communs
aux trois courbes P, Q, R, la formule

(m—4+1)2+1
m+ 2

=m'+ m-1.

Tel est le nombre des points singuliers de I’équation pour laquelle
L, M, N sont du mi*™° degré.
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On peut faire quelques remarq}xes util(.as au sujet de la disposi.-
tion de ces points singuliers. D abor(.l, il ne ’pcut. pas y efl avoir
t plus de m—+ 1 en ligne droite. En efiet, les efluanons (’fﬁb), qui
définissent les points singuliers, étal.lt du degré m + 18 il y avait
plus de m —+ 1 points en ligne dron‘:e, P,Q,R c.ontxetfdralent en
facteur, le premier membre de I’équation d.e la droite qui passe par
ces points singuliers, et, aprés la suppression de ce facteur, l. équa-
tion serait ramenée & une autre ot les polyndmes P, Q, R seraient de
degré moindre. Or on peut toujours supposer que I'on a supprimé
les facteurs communs a P, Q, R.

Je dis maintenant que, s'il y a m + 1 points singuliers en ligr:c
droite, cette droite sera une solution particuliére de I'équation dif-
férentielle. En eflet, supposons qu’on ait choisi les axcs de telle
maniére que la droite qui contient m + 1 points singuliers ait pour
équation

£ = 0.

Les équations (46) nous montrent que les points singuliers situés
sur cette droite doivent satisfaire aux équations

Ly=o0, Lz=—o,

¢t, par conséquent, y et z n’étant pas nuls simultanément, i I'équa-
tion unique
L—=o.

L étant du degré m, cela ne peut arriver que si L contient x en
facteur, et nous avons vu qu’alors

. =0

est une solution de I’équation proposée.

Réciproquement, on reconnaitra que, si une droite est solution
particuliére, elle contient m + 1 points singuliers.

Par exemple, dans le cas ou L, M, N sont du second degré, toutes
les fois que trois des sept points singuliers sont en ligne droite,
cette droite donne une solution particuliére; et réciproquement,
toutes les fois qu’une droite fournira une solution, elle contiendra
trois, et seulement trois points singuliers.

Je dis maintenant que (m + 1 )p des points singuliers ne peu-
vent jamais étre sur une courbe indécomposable C, de degré p,
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toutes les fois que p sera supérieur 4 1. En effet, admettons que
cette condition soit remplie, et qu’il y ait p(m + 1) points sur une
courbe représentée par I’équation

Cp=o.
Je considére les courbes représentées par 'équation

2P+ fQ+gyR=o,

ou «,f,7 sont des constantes, c’est-a-dire les courbes du réseau
défini par les points singuliers. Si I’on fait passer ces courbes par
un nouveau point de la courbe C,, elles auront en commun avec
clle (m —+ 1) p + 1 points, et, par conséquent, elles contiendront la
courbe C, tout entiére. Il y aura donc deux courbes distinctes du
réseau dont les équations seront

CPUIO, CPV= 0.

En adjoignant i ces deux courbes une troisiéme courbe quelconque
du réseau P, on pourra poser

P = aP' + bUC, + cVC,,
Q=a'P' + §'UC, + ¢'VCp,
R =a"P' + b"UC, + c"VCp,

et, en écrivant que 'identité

Pz+Qr+Rz=o N :
est satisfaite, on aura I’équation
P'(ax + dy+ a’z) + C, [U(bx + by + b"z) +V(cz + 'y + ¢"3)]=o.

C, devra donc diviser le premier terme, et comme p est, par hypo-
thése, supérieur a 1, C, divisera P'. Alors P, Q, R seront divisibles
par C, et I’équation différentielle se raménera a une autre de degré
moindre par la suppression de ce facteur.
Supposons que ’on connaisse une solution particuli¢re d’ordre
p de l'équation différentielle proposée. Cette solution f donnera
naissance a I'identité
o /4

o _
La;-l-M(—);—!-NJE_K/,
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que L'on peut aussi écrire

o ()L - OB

D'ailleurs les points singuliers sont définis par les équations (47),

que l'on peut écrire
L=)z, M=)y, N=)z

en introduisant arbitraire A. En substituant ces valeurs de L, M, N
dans ’équation précédente, elle devient

B Eer gt

ou
(pl——K)f::O.

Il y aura donc deux séries de points singuliers : 1° ceux qui sont
sur la courbe f; 2° ceux quin’y sont pas nécessairement et pour
lesquels on a

A= —y

p
ou

L—KZ=o0, M—KZ:=0, N—KZ =0
P P r
Le nombre de ces derniers est facile & déterminer. Appelons-le
h, et désignons par ' le nombre des points communs aux trois
courbes

of _ of of

(‘ﬁ-——o, -(Ty__o, o—zzo. ,

Si nous appliquons le lemme démontré au commencement de cet
article aux six polyndmes qui figurent dans I'identité (4g), nous
aurons
m 4+ (p— 1)

m—+p—1

’l+h':

On en déduit que le nombre des points singuliers qui se trouvent
sur la solution particuliére f est au moins égal a

m—tm4 1 —h=p(m—p—42)4u,
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En particulier, si la courbe f n’a pas de point singulier, A’ sera
nul. Mais je n’insiste pas sur cette recherche, la détermination du
nombre %’ offrant des difficultés quand la courbe a des points mul-
tiples.

Le caractére propre des points qui ne sont pas des points singu-
liers de I’équation différentielle, c’est qu’il passe en ces points une
seule branche de courbe satisfaisant & I’équation différentielle. On
peut donc affirmer :

1° Que, si une courbe solution particuliére a'un point multiple
d’une espéce quelconque, ce point multiple est un point singulier
de I’équation diitérentielle;

2° Que tous les points communs a deux courbes solutions parti-
culiéres sont, quelle que soit la relation des deux courbes dans le
voisinage de ces points communs, des points singuliers de I’équation
différenticlle.

Je vais indiquer maintenant comment la considération des points
singuliers intervient dans I’application des théorémes de I'article
précédent, et permet de réduire dans bien des cas le nombre des
intégrales particuliéres exigées par ces théorémes pour la détermi-
nation de l'intégrale générale.

Nous avons vu que, étant données p solutions particulieres algé-
briques u;, u, ..., 4,, qui donnent lieu aux identités

(50) by =K, uy, ..., Aup=K,u,

si I'on peut déterminer des constantes a,, ..., a,, telles que I'on
ait
¢|K|+11K’+ PR +°‘PKP:°’

51
(51) ahy + ok, + ... +ayhy =0,

hiyhay ooy b, étant les degrés de u,, ..., u,, l'intégrale générale
sera de la forme
ufug. . .uf =C.
Les équations (51) équivalent, nous I'avons vu, a mm+1) + 1
équations du premier degré entre ,, ..., ,, €t, comme ces équa-

: \ . ’ m{m-—+1
tions sont homogénes, il faudra connaitre en général -L;————) +2

solutions particuliéres.
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. . o »
Mais supposons que nos p solutions particuliéres représentent
« o1 ve e
des courbes ne passant pas par ¢ des points singuliers de I'équation.
Considérons 1'un de ces points singuliers de coordonnées X, yi, 2. ‘

Pour ce point on aura )

L=z, M=X7s N=DX)Z
et, par conséquent, pour une fonction quelconque f,

of | of o\ _
Af:),- (.’r;-(ﬁ‘ +yib_;i +z,-—a;> _),af,

« étant le degré de f. On aura donc en particulier
Auy, =Nhuy ooy Bup=DXik,up
ct, par conséquent, u,, Ua, .., U, N’élant pas nuls par hypothése,
K, =Xku, K,=X\ hpup,

et la premiére des équations (51), si 'on y substitue x;, y;, z; ala
placede x, y, z, deviendra

)‘i(alh:+¢zhz+ ...+a‘,h‘,)=o.

Si A; est nul, elle sera identiquement satisfaite; sinon elle sera
identique 4 la seconde des équations (51).

Or les g équations, que 1’on obtient en substituant a x, y, z les
coordonnées des g points singuliers, peuvent tenir lieu de ¢ des
équations qu’on obtient, en écrivant directement que le polyndme

oK, 4+ ... + ap K,

a tous ses termes nuls. On voit donc que ces équations se rédui-

,m(m-1 _— . . .
ront a m{m+1) g distinetes, s’il y a ¢ points singuliers par

lesquels ne passent pas les courbes solutions particuliéres. Nous

avons donc le théoréme suivant, qui compléte celui de I'article pré-
cédent :

Sil,onam(m—i— 1) . luti e e ,
— + 2— g = p solutions par ticuliéres repre-

sentant des courbes ne passant pas par q des points singuliers u,,
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Uy, .., u, désignant ces solutions, Uintégrale générale sera de
la forme -

% = C.

@
UGy UGy ooy Uy

Il est bon toutefois de lever une objection que I'on peut faire a
la démonstration précédente. Nous avons admis que, si, dans le
polyndme

q(z,y,z):a,l{‘+ v+ apKp,

on substitue i la place de x,y, z les coordonnées x;, y;, z; des points
singuliers, les ¢ équations

‘7(""".7:'7 zi) =o,

que I'on obtient ainsi, tiennent licu de ¢ des équations auxquelles -
on est conduit en annulant les coefficients de tous les termes de ce
polyndme. Il faut donc examiner la question suivante :

Quand on veut exprimer qu'un polynéme de degré m—r,
F(x, 7, z) est identiquement nul, les g équations que I’on obtient
en écrivant que ce polyndme est nul pour ¢ points peuvent-elles
remplacer un nombre égal des équations que I'on obtient en écri-
vant que ce polynéme a tous ses coefficients nuls?

On verra facilement que la condition nécessaire et suffisante
pour qu’il en soit ainsi est que les ¢ points ne soient pas dans une
relation telle que toute courbe d’ordre m —1, qui contient un
certain nombre d’entre eux, passe par quelques-uns des autres. Le
théoréme précédent ne sera donc exact que si les ¢ points singu-
liers considérés n’ont pas entre cux la relation particuli¢re que nous
venons de définir.

Considérons, par exemple, le cas ou L, M, N sont du second
degré. Si I'on a deux solutions particuliéres représentant des
courbes ne passant pas par trois points singulicrs, I'intégrale gé-
nérale sera de la forme

uh: = Culs.

Mais ce théoréme pourra ¢tre en défaut si les trois points singu-
liers, n’appartenant pas aux courbes u,, u,, sont en ligne droite.

SiTon a trois solutions particuliéres w,, uy, u;, représentant des
courbes ne passant pas par deux points singulicrs, I'intégrale sera
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de la forme
v upubd =C,

Et enfin, si I'on a quatre solutions particuliéres wu,, u,, us, u,, re-

présentant des courbes ne passant pas par un point singulier, I'in-
tégrale sera de la forme

. &, —
u% ulp up i =G,

ces deux derniéres propositions n’étant sujettes & aucune excep-
tion.

VL
Du changement de variables dans U'équation différentielle.

Supposons qu’aux variables x, y, z on veuille en substituer trois
autres «, 3, 7, que nous supposerons étre des fonctions homogénes
de x,y, z, de degrés p, ¢, r. On peut arriver a ce résultat de diffé-
rentes maniéres :

1° Nous avons vu que la fonction homogéne de degré zéro qui,
égalée a une constante, donne l'intégrale générale de 1'équation
différentielle, doil satisfaire a I'équation

of o | o
Lzl-‘-I—MTy—I— b;_o.

Ajoutons I’équation suivante :

L o LU
Tor T dy +z oz
qui exprime que la fonction est homogéne et de degré zéro. Avec
les nouvelles variables e, 3, 7, on reconnait presque sans calcul
que ces équations deviennent
of o o
<A —}—o-pAp -‘;—AV—O’

pe f+ ﬂidjg-l-"/df o.

Dailleurs, si I’on remarque quel'équation difiérenticlle, exprimant



92 PREMIERE PARTIE.

que f est constante, est

df 4

0B

on aura trois équations entre lesquelles on pourra éliminer les
dérivées inconnues de f, et I'on trouvera

[/

d + = dp-—i— d-y_.o,

Ba(qBdy — rqyds) + AB(ryde — pady) + &y (padB — gfda) = o,

ce qui représente la nouvelle forme de I’équation différentielle.
2° Nous avons vu que I'intégrale de I'équation différentielle est
celle des deux intégrales du systcme

dr  dy dz

T=N=N

qui est homogéne et de degré zéro. Or le systéme précédent se
transforme dans le suivant :

do dp

(52) Az Aﬁ

dont il suffira de chercher l’intégrale

9(z,B,7) =C

qui est homogénc, et de degré zéro, en regardant & comme du
degré p, 8 comme du degré ¢, y comme du degré r.

3° On peut enfin, sans beaucoup de peine, effectuer directe-
ment le changement de variables. Posons, pour abréger,

=L(ydz — zdy) + M(z2dx — xdz) + N(xdy — ydz),

ct voyons ce que devient u, quand on remplace x, 3, z en fonction
de «, B, y. En introduisant, pour la commodité du calcul , le dé-
terminant

a b ¢

D=|x y 2|,
de dy dz

ou a, b, ¢ sont trois nombres quelconques, et désignant par
D, D}, D, ses dérivées par rapport a a, b, ¢, on a

u= LD + MD), + ND..
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On a aussi
Aa—LZ— M3;+N3
‘ =i ond o,
Ay = g/+Mz;+Ng%; j

éliminant L, M, N entre ces quatre équations, nous avons

« D, D, D,
e O Oz 0n
* oz dy 0z
df 98 aB|=o,
* 9 a %
dy dy Iy
Y 3= o %

ou, en développant suivant les éléments de la premiére colonne,

D, D, D, '
08 0B OB

NarBd)y — po| 0w Dy 05 |4,

o) dy dy Iy
0z Jy Oz

les deux termes non écrits se déduisant du premier par des per-
mutations circulaires effectuées sur «, f3, 7.
Multiplions, d’aprés les régles connues, le coefficient de Az par

le déterminant D; en se rappelant que (3, y sont homogénes et de
degrés g, r, on trouvera

D, D, D,

% S)_f’ QE D o o
dr Jdy Jdz |D= 1|0 ¢ ry|,
ﬂ ?1 f)l o dj dy
dr Jdr 0z

ce qui donne, pour le coefficient de Az, la valeur ¢ fdy — rydp.
On aura donc, en substituant cettc valeur dans I'expression
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de u,

[ B,7)

d(x,y,z) b= A“('I@ dy—ry dﬁ) -+ Aﬁ(l"] doe — po. d?)

“+ Ay(padf — qBdz),

ce qui est d'accord avec les résultats trouvés précédemment.

Si, au lieu du déterminant fonctionnel de «, 8, 7, on introduit
son inverse

_0(-1".7”3)
(53) P = om)
on aura
u=27JA dy — rydB) + S AB(ryde — pady)
(54) 2(qBdy —rydp Blry ]

! + 3 Ay (padf — qBdx),

ou, en posant
(55) L' =4 Aa, M':SA@, N =¢ay,
(56) u=L'(gBdy —rydp) + M'(ryde — pady) + N (padf — g da);

L' sera, par rapport a x, y, z, du degré m — g — r + 2, et satisfera,
par conséquent, a I’équation

o’ oM’ oN’ ,
Pas- +q{i-W$-+r'y-07:(m+2—q-—r)L.

On aura des équations semblables pour M’, N’. N

En tenant compte de ces formules, on peut aisément former,
avec le nouveau systéme de variables, I'équation a laquelle satis-
fait le multiplicateur. En écrivant que pu est une différentielle
exacte, les trois conditions d’intégrabilité se réduiront i une seule,

O 0 o Op oL oM’ ON'\
(56) L5, +M 0#+N dy+“(7ﬂ+—d?+7)7)"°’

toute pareille a celle que nous avons obtenue pour les variables
x,y, z.

On peut encore transformer directement I’équation du multi-
plicateur ;

du dp op
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Ju da  OQpdB  dpdy

Jdu.
ct, en remplacant -~ , ... par y +++3 ON trou-

o« Oz Ox +-d—§;)_1: Oy Oz
vera
' dp Op op
Ao — — — == 0.
a()a+Ap0[$+A'yd'y+‘uH o

Si nous comparons cette équation 4 celle que nous avons obtenue
précédemment , nous verrons que les cocflicients des dérivées de p
deviennent égaux dans les deux équations, si 'on multiplie la pré-
cédente par 9. Il faut donc qu’alors les coeflicients de p soient aussi
égaux, ce qui donne
(57) _d_L_’_*_ﬂj_*_dN' <0L+01\I+dl\'>

9z 08 T oy oz * oy T o
Ce résultat pourrait d’ailleurs se vérifier par un calcul direct.

Ainsi cette fonction, que nous avons désignée par H, est un in-
variant, non-seulement quand on eflectuc une substitution linéaire,
mais aussi quand on prend pour nouvelles variables des fonctions
homogénes quelconques des anciennes.

En terminant, nous allons montrer que quelques-uns des résul-
tats précédents sont indépendants de I'’homogénéité de I’équation,
et les rattacher a la théorie du dernier multiplicateur.

Soit un systéme d’équations différentielles

dr _dr dz
L M N’
ou L, M, N désignent maintenant des fonctions quelconques, qui
ne sont pas nécessairement homogénes ; si I'on substitue aux va-
riables x, y, z trois nouvelles variables «, 3, 7, les équations pri-
mitives deviendront encore
de _df (17
Aa Ap

Le multiplicateur du systéme satisfait a I’équation
O op ou oL oM dN) _
Loa Mg+ +eloz oy T0:)=°
Cette équation deviendra

0L oM 0N
Aaf)ﬁ+Ap 38 0”+y< )——o.

o "oy T o
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1l reste a transformer le coeflicient de . On peut éviter le calcul
en employant |’artifice suivant :
Considérons 'intégrale triple

—fffAudrrl_yclz_f-/f( ()u M(—’—'f—kN%—)(lrdjdz.

La variation de cette intégrale, quand la fonction w, qui est quel-
conque, changera de forme, est

:—ff[t) <()L d“—{-—-:))—N) dz dy dz.

D’autre part, si 'on ellectuc le changement de variables, Pinté-
grale V devient

fff ( Ax :)” (); Ay —)—) 3 dz df dy,

d désignant toujours

6 _()(TSY9 )
d(a, p,'ﬂ

La variation de l'intégrale sous sa nouvelle forme est

BV:—fffSu [(—?; (daz) + d)ﬁ (0aB) -+ 0 JA, ]dazdﬁd-y.

A
En comparant les deux expressions de la variation ¢V, on aura
donc I'équation

0

(58) 2 (3a0) + 5 (238) + _(aA7)=a<‘”‘+”“ ‘”)

dr +d«.

qui n’est pas autre chose que la formule (57) étendue au cas ou
L, M, N sont quelconques.

(A suivre.)




