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COMPTES RENDUS ET ANALYSES.

BOUSSINESQ (J.). — CONCILIATION DU VERITABLE DETERMINISME MECANIQUE
AVEC L’EXISTENCE DE LA VIE ET DE L\ LIBERTE MORALE, précédé d’un rap-

s

port de M. PauL JANET a I’Académie des Sciences morales et politiques,
extrait des Mémoires de la Société des Sciences, de I’Agriculture et des Arts
de Lille, année 1878, t. VI, 4° série.

Sans savoir bien précisément ce qu’était Buridan, tout le monde
connait I’anecdote hypothétique de son ane. Cette vieille histoire,
inventée par les maitres en philosophie pour exercer i la dispute et
au sophisme les débutants dans ’art de Lulle, semble avoir inspiré
récemment I’auteur d'un Mémoire qui, par 'inutile étalage de for-
mules trés-savantes, pourrait écarter ou éblouir unlecteur peu versé
dans les études mathématiques. Au lieu de supposer une volonté
neutralisée et contrainte 4 abdiquer entre deux désirs rigoureuse—~
ment égaux, cet auteur considére un systéme matériel tellement
défini, qu’entre deux routes différentes, les lois de la Mécanique,
qui les permettent toutes deux, ne lui en imposent aucune; il faut
bien cependant qu’un choix se fasse, et ce systéme inerte doit
impérieusement prendre une décision. Qui pourrait la dicter quand
les équations restent muettes? L'intervention d’une volonté libre
est donc nécessaire, elle seule "peut sauver la difficulté, et, sans
demander d’autres preuves, 'auteur admet son existence. Buridan,
par la combinaison ingénieuse des conditions dans lesquelles il
place son ane, croit pouvoir supprimer chez lui la liberté. M. Bous-
sinesq, au contraire, concoit savamment un systéme matériel et
inerte qui se trouverait tout a coup doué de volonté et capable de
choisir entre deux mouvements possibles, par la seule raison que
les équations sont indéterminées et qu’il est indispensable de sup-
pléer a leur insuffisance.

Je veux ici dégager le principe proposé de I’appareil algébrique
qui I’enveloppe et le cache sans y rien changer. On préte trop aisé-
ment aux produits des équations une rigueur et une précision
absolues; 1’Analyse mathématique cependant, comme le disait
Poinsot, et lors méme qu’elle est nécessaire, ne peut donner que
ce qu'on y a mis, et la certitude des équations est simplement celle
des principes qu’elles traduisent. .
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Les théories dynamiques présentent deux classes de problémes
trés-inégalement difficiles. On peut se donuer le mouvement d’un
systéme et calculer les forces, ou définir les forces et chercher le
mouvement. Les problémes de la premiére classe sont résolus par
des formules élémentaires et classiques; ceux de la seconde, au
contraire, mettent en jeu ’habileté du géométre, et leur solution,
quand on peut 'obtenir, est souvent difficile et compliquée.

La remarque dont M. Boussinesq croit pouvoir tirer des consé-
quences relatives a D'existence de la vie et a la liberté morale
consiste en ce que la seconde classe de problémes présente quel-
quefois, pour des circonstances exactement définies, plusieurs solu-
tions distinctes.

Commencons par exposer, sur les exemples mémes choisis par
I'auteur, mais en écartant les formules inutiles, ce paradoxe depuis
longtemps connu :

Supposons un point matéricl placé, sous l'influence de forces
données, dans une position d’équilibre instable. Il sera, si I'on
veut, sollicité par la pesanteur et posé sans vitesse au sommet d'une
courbe infiniment polic, ou attiré vers deux centres fixes et situé,
sur la ligne qui les joint, dans la position précise pour laquelle
les deux attractions égales et contraires se détruisent mutuellement.

Un tel point, d’aprés les lois incontestées de la Statique, de-
meurcra en équilibre ; mais une force, si petite qu’on veuille la
supposer, procurera un mouvement qui ne cessera plus, et, si’on
cherche par le calcul la plus petite force capable d’un tel effet, on
trouvera qu’elle est rigoureusement nulle. Comme il semble évident
qu’un point matériel, sans que rien soit changé pour lui, peut
indifféremment étre ou n’étre pas sollicité par une force nulle, il
peut, indilléremment aussi, sans que les conditions du probléme
soient changées, rester en place indéfiniment ou partir, a telle
¢époque que I'on voudra, pour suivre une route connue suivant une
loi déterminée.

On peut compliquer ce paradoxe, sans y rien changer d’essentiel,
en supposant le point placé dans des conditions aisées & préciser
et telles que, sous l'influence de forces désignées, il parvienne sans
vitesse a la position d’équilibre instable. Arrivé 14, il pourra satis-
faire aux lois du mouvement, soit en restant en place indéfiniment,
soit en poursuivant sa route avec une vitesse initiale nulle, soit
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enfin en faisant, dans la position d’équilibre, une station aussi
longue ou aussi courte qu’on le voudra, avant de reprendre son
mouvement pour le continuer indéfiniment; la théorie exprime par
les mémes formules les forces nécessaires a la réalisation de 'une
ou de I’autre hypothese.

En étudiant les effets des forces nommées par Newton centri-
pétes, cest-a-dire dirigées vers un centre fixe et variant suivant
une loi donnée en fonction de la distance, on a remarqué depuis
longtemps la possibilité d’étudicr la loi des distances du point
mobile au centre en laissant de coté, pour la déterminer par un
calcul distinct, la rotation du rayon vecteur. La recherche de la
distance se confond alors avec celle d’un mouvement rectiligne, et, -
d’aprés les remarques précédentes, on pcut préparer ’énoncé de
telle sorte que ce mouvement fictif conduise a une position d’équi-
libre instable. Le point pourra donc, sans cesser d’obéir aux for-
mules, s’arréter en cette position, y rester pendant un temps arbi-
traire, et repartir ensuite pour continuer les oscillations. Le point
réel dont il sert 4 étudier le mouvement pourra, par conséquent,
tout en respectant aussi les formules, se mouvoir sur un cercle qui
correspond au cas ou la distance au centre reste constante, et
quitter ce cercle a un instant quelconque pour suivre une courbe
trés-différente, qui lui est osculatrice au point de départ. La force
nécessaire pour substituer un de ces mouvements a ’autre est égale
a zéro, et le temps de son action est nul. Les formules, tout au
moins, le disent formellement. Tels sont les exemples allégués par
M. Boussinesq; ils prouvent, ce qui est depuis longtemps connu,
que les équations différentielles du mouvement peuvent avoir,
dans des conditions précises et déterminées, deux solutions diffé-
rentes.

Qu’en a-t-on conclu jusqu’ici? Rien de bien grave assurément.
La Mécanique n’en semble nullement troublée, et la Science de
I’ame n’en a tiré aucun profit. Deux corps identiques, placés dans
des conditions identiques, n’en prennent pas moins, sans hésiter
jamais, des mouvements complétement identiques, et le mystére de
I’ame immatérielle reste impénétrable. Mais, dira-t-on, si les équa-
tions permettent deux routes distinctes, comment le point choi-
sira-t-il? Un tel choix peut embarrasser I'écolier qui, aprés avoir
appris la régle, recoit la tache de I'appliquer; mais I'cxistence des

28.
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deux solutions montre et démontre i son maitre que les formules
sont dans ce cas insuffisantes et incompleétes, et qu’il faut se garder
de les substituer a la nature sans y admettre aucune distinction.
Quoique la Mécanique soit, entre les Scicnces physiques, la plus
approchante de la vérité, elle n’y atteint pas en toute rigueur.
Puisque les lois exprimées par les équations permettent deux routes
diflérentes, lorsque les lois physiques n’en peuvent réaliser qu’une,
clles en sont, de nécessité, distinctes. La plus petite altération des
formules peut, aussi bien que la plus petite force, faire dispa-
raitre I'ambiguité.

Or il n’est ni démoniré, ni démontrable, ni vraisemblable, ni
possible, ni vrai par conséquent, que les équations de la Dynamique
aient objectivement la rigueur absolue des théorémes d’Euclide.
L’édifice ne peut étre plus solide et plus ferme que les fondements,
et tout esprit rigoureux et sévére, s’il veut suivre par ordre la
démonstration des principes, ne manquera pas d’y apercevoir plus
d’une abstraction irréalisable dans la rigueur mathématique. On
suppose, par exemple, la continuité dans la variation d’une force,
en admettant qu’elle ne conserve, pendant un temps si court qu’il
soit, ni la méme intensité ni la méme direction. Il n’en peut étre
ainsi : toute tentative pour imaginer le mécanisme des actions
exercées conduit & supposer des impulsions successives et discon-
tinues dont la durée ne saurait étre nulle. Qu’elle soit celle de la
vibration d’une molécule d’éther ou, si I’on veut, mille milliards
de fois plus petite encore, les lois admises seront altérées, sans
devenir fausses ou incertaines, précisément comme on altérerait un
cercle en lui substituant un polygone régulier de cent millions de
cotés. Les solutions multiples disparaissent alors ; avec elles s’éva-
nouissent la nécessité d’un choix librement exercé par une molécule
indécise, et la pensée qu’il puisse exister du contingent dans les
effets sans qu’il sans rencontre dans les causes.

Des difficultés analogues ont été signalées déja dans I’étude des
corps solides et trés-aisément cxpliquées. Quand une table rigide
et pesante repose par plus de trois pieds sur un sol parfaitement
dur, P'effort supporté par chaque pied est indéterminé. Le calcul
Paffirme, mais ni les physiciens ni les géométres ne I'ont -cru un
instant; ils se sont bien gardés surtout de supposer a chaque pied
la faculié de choisir, en lui prétant une volonté devenue indispen-
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sable. Personne, malgré I’exemple récemment donné, n'y songera
a 'avenir. On sait depuis longtemps qu’il n’existe pas de corps
durs et que cette fausse supposition produit toute I'indétermina-
tion. ‘

M. Boussinesq, intrépidement confiant dans les formules, pense
que la matiére inerte resterait embarrassée comme elles quand les
équations différentielles refusent de prononcer; rien ne pouvant
alors contraindre le point matériel, il devient libre, et, pour déter-
miner son choix, une volonté est nécessaire : il n’en faut pas davan-
tage pour la faire naitre et pour classer la molécule inerte parmi
les étres vivants. :

M. Janet, dans son Rapport, regrette que son incompétence dans
les Sciences mathématiques ne lui permette pas de suivre le déve-
loppement du principe dans les démonstrations qu’en donne I'au-
teur. Notre savant confrére n’a rien a regretter; les formules de
M. Boussinesq ne démontrent rien au dela des explications précé-
dentes. Aprés avoir rencontré, dans le cas d’'un point isolé, la dif-
ficulté que j’ai signalée, I’auteur, sans le rendre certain par aucune
preuve ni vraisemblable par aucune explication, sans indiquer
comment et par quelle voie on pourrait les rencontrer, conclut
qu’il se pourrait que des systémes existassent ou les difficultés, au
lieu de se produire une fois, se renouvellent incessamment, en
laissant un nombre immense de fois un nombre immense de voies
possibles ; et aussitot, par une assimilation téméraire, sans appro-
fondir ni esquisser les différences essentielles entre une telle ma-
chine et un corps organisé, il fait de cette indétermination le carac-
tére nécessaire des étres vivants, la condition d’existence d’une
volonté libre et la définition suffisante de la vie.

L’étude des équations introduites dans le Mémoire n’aurait done
rien appris au savant rapporteur. Mais cela importe peu, car, au
cas méme ou la partie mathématique, au lieu de s’arréter au seuil
du probléme, aurait été traitée avec un plein succés, et ou 'auteur
prouverait qu'il a deviné juste en admettant l'existence des sys-
témes mécaniques dont, sans chercher la connaissance pleine et
distincte, il imagine les propriétés singuliéres, la thése philoso~
phique n’aurait rien a y gagner. La difficulté devant laquelle les
philosophes s’inclinent et reculent, sans entrevoir de solution
plausible, est I'action de 1'ame sur le corps. Par quel miracle per-
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pétuel, en effet, 'dme immatérielle et distincte du corps peut-elle
produire ou troubler le mouvement de la matiére et faire naitre
une force physique? Quand les formules de la Mécanique assignent
zéro pour valeur numérique de cette force, s’il fallait en conclure
qu’elle est un pur rien et que, n’ayant aucun roéle a jouer, elle
peut disparaitre sans que rien soit changé, 'ame n’ayant plus a
agir sur le corps, la difficulté, sans étre résolue, serait supprimée.
Il n’en est pas ainsi : un effet reste nécessaire, et le point, sans lui,
ne suivrait pas la route qu’avec lui il suit réellement. C’est donc
bien une force qui doit naitre dans la propre et étroite signification
du mot; c’est une force seulcment dont l’existence, d’aprés les
saines notions de Mécanique, serait contradictoire : cela ne diminue
en rien la difficulté. L’auteur lui-méme abandonne d’ailleurs la
distinction entre la force nulle et la force mesurable au dynamo-
métre, quand « le bon sens » le porte a penser (p. 107) « que la
nature ne distingue pas des circonstances dont il a parlé celles qui
n’en diflérent qu'au point de vue abstrait, c’est-a-dire suffisam-
ment peu ana{ytiquemenl, pour pouvoir étre qualifiées de physi-
quement pareilles, ou pour que I'application de forces supplémen-
taires fictives, extrémement petites pour le géomeétre, mais en
réalité dépourvues de toute valeur objective, y rendit les bifurca-
tions possibles mathématiquement ». En termes plus simples, la
force nulle peut étre remplacée par une force extrémement petite
sans rien changer aux conclusions; or la difficulté philosophique
est aussi grande pour la cent milliéme partie d’un cent millioniéme
de milligramme que pour une force d'un kilogramme.

Non-seulement I'auteur, en supposant chez les étres vivants des
conditions mécaniques que rien ne démontre et ne rend plausibles,
propose pour les forces vitales 'explication que I'on vient d'indi-
quer, mais, allant beaucoup plus loin encore, il place dans I’exis-
tence des solutions multiples des équations du mouvement la
condition suffisante de la vie et 'origine d’'un principe directeur
capable de volonté et de choix.

Il n’y a pas ici de malentendu; I’auteur reproduit son assertion
avec trop d’insistance pour que le doute soit possible. « Un étre
animé », dit-il (p. 40), « serait, par conséquent, celui dont les
équations du mouvement admettraient des intégrales singuliéres
provoquant, i des intervalles trés-rapprochés ou méme d’une ma-
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niére continue par I'indétermination qu’elles feraient naitre, I'in-
tervention d'un principe directeur spécial.....oovvveeeaannat,

» Le jeu habituellement trop étroit des lois du mouvement I'em-
pécherait (ce principe directeur) de se manifester dans d’autres cas,
c’est-a-dire dans les corps privés de vie. »

Cela est trés-clair : c’est le jeu habituellement trop étroit des
lois du mouvement qui empéche le principe dirccteur d’intervenir
chez les corps privés de vie. Il ne manquerait pas de prendre nais-
sance dans les cas exceptionnels ou le jeu de ces forces remplirait
les conditions déclarées possibles, mais habituellement irréalisées.

Nous lisons, en effet, page 113 : « La définition que je donne de
la vie présente I'avantage de rattacher ce mode supérieur d’exis-
tence a des conditions géométriques précises. De plus, clle dégage
ou met en relief 'élément essentiel de I'opinion commune que s’en
forment les hommes, et qui consiste dans I'idée d’un principe d’ac-
tion non évaluable a la maniére des forces mécaniques. Et elle ne
me parait pas en désaccord avec les notions qu’en proposent les
naturalistes, les philosophes et les théologiens, qui tous admettent
que la vie jaillit inévitablement, que l'dme n’est jamais refusce
quand se réalisent certaines conditions matérielles trés-déter-
minées. »

L’auteur d’une telle déclaration, ayant longuement défini les
conditions toutes géométriques et mécaniques dont il parle, devrait
en conclure la possibilité de la génération spontanée. Il estime
cependant qu’on n’a probablement pas a craindre d’ouvrir la porte
a une telle doctrine, parce que les circonstances d’état initial com-
patibles « avec I’existence de solutions singuliéres paraissent assez
spéciales pour n’avoir qu'une probabilité pratiquement nulle de se
produire fortuitement. Elles sont peut-étre », dit-il, « aussi impos-
sibles a réaliser d’'une maniére artificielle, sinon plus, qu’il est de
faire tenir sans appui un cone sur la pointe ».

Il serait superflu de multiplier les citations. L’auteur croit avoir
démontré que, dans les conditions initiales ou les équations du
mouvement d’un systéme présentent des solutions multiples, ’ame,
qui n’est jamais refusée quand se réalisent certaines conditions, ne
manquerait pas pour diriger la machine. La probabilité d'une telle
rencontre est, il est vrai, a ses yeux pratiquement nulle, mais
il la croit métaphysiquement possible, et cela seul nous intéresse.
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Expliquera qui pourra comment l'auteur, parlant toujours de
la méme force directrice et des mémes conditions, a pu écrire
(p- 41)

« Je n'ai pas besoin de faire observer que l'existence de ces
conditions n'aurait nullement pour effet de dicter a la volonté son
choix. Leur réalisation la mettrait, au contraire, en pleine posses-
sion d’elle-méme, en état de s’abstenir ou d’agir a sa guise. »

Agir a sa guise, c’est bien la thése que j’ai voulu faire connaitre ;
mais s’abstenir ! nullement, cela ne se peut. Imaginez, en effet, le
point placé dans les conditions indiquées; il approche de la position
critique, deux routes sont possibles, les équations différentielles ne
prescrivent rien, la puissance directrice s’abstient, le temps presse
cependant : que va-t-il arriver? J. B.

AJEKCBEBD (H.). —Unrerpuposanie anddepenyiatbunixn ypas-

veniii. Bmmyck» I-in. — Mocksa, 1878 (1).

(Analyse faite par l'auteur.)

L’Ouvrage que je viens de publier sous ce titre forme la suite du
Calcul intégral, dont le premier volume a paru en 1873. Le Bul-
letin des Sciences mathématiques (*) a fait une exposition détail-
lée du contenu de ce premier volume, en approuvant I’entreprise
et en fa¥lsant des veeux pour sa continuation.

Le présent volume contient la théorie de I'intégration des équa-
tions différentielles ordinaires; il est divisé en onze Chapitres :

Chapitre I (p. 1). — Définition des équations différentielles, de
I'intégrale générale et particuliére; le nombre d’intégrales pre-
miéres d’une équation du n*™ ordre. Existence de 'intégrale
d’une équation différentielle.

Chapitre II (p. 25). — Intégration des équations différentielles

(') N. ALexeIer, Intégration des équations différentielles, 1™ livraison; 1 vol. grand
in-8°, vi-312 pages. Moscou, 1878.
{*) Voir Bulletin, t. X, p. 168.
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du premier ordre et du premier degré. Séparation des variables
dans une équation différentielle. Intégration des équations homo-
génes; intégration d’une équation linéaire. Intégration des équa-
tions différentielles exactes.

Chapitre I1I (p. 42).— Intégration des équations différentielles
du premier degré et du premier ordre au moycn d’'un facteur.

Dans ce Chapitre (p. 60, § 33), je trouve les conditions néces-
saires pour que le premier membre de 1’équation

Mdzx + Ndy = o,
divisé par .
N

dN (d M) | e,

A=M? — — —
M p MN d.r+¢1y,+ iz

soit unc différentielle exacte. Ces conditions sont

d*N d*N d*M N d*M  d*N da*M

- Yt P T " @

= 0.

On voit que I'expression du diviseur est admissible lorsque M
et N sont des fonctions linéaires de x et de y, et que la méme
forme du diviseur peut étre employée pour I’équation de Jacobi.
Cette remarque donne le moyen d’intégrer I'équation de Jacobi en
formant le diviseur d’aprés les coefficicnts donnés.

Chapitre IV (p. 71). — Intégration des équations implicites
du premier ordre.

En différentiant ’équation du premier ordre, qui n’est pas du
premier degré et qui peul étre mise sous la forme y = f(x, y'), on
a une équation de premier degré par rapport aux variables x
ety’:

yotl T
dx  dy’ dr
Le facteur X qui la rend intégrable, est défini par 'équation
df d) d d)
A= if ( 'C _— y’> .

T dydz \dx dy’

Sil’on suppose que ce facteur soit fonction de x seul, on a

_df
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La condition nécessaire pour que cela ait lieu est que f soit fonc-
tion linéaire de y'. Donc les équations diflérentielles linéaires sont
les seules qui admettent un facteur fonction de x seul.
Si I'on suppose que A soit fouction de y’ seul, on a
d, " d)
A= —f--—J" vk

dz dy
La condition nécessaire est que f soit une fonction linéaire par
rapport a x. Pour I’équation

dy’
y=x.9y' +9y', ona 1 :efu'—y’_

L’équation de Clairaut fait exception a cette régle.
Si, en revenant a ’équation

p & A
T dx ' dy dx

on cherche les conditions pour que cette équation ait un facteur
'

qui soit fonction homogéne de x et de ', on a, en posant = = u
£

¢t A =x"fu, ou I'exposant n et la forme de la fonction 6 sont a
déterminer,

b A d
et Z?—mf

La détermination de la fonction Gu est possible si la seconde
partie de I'équation précédente est fonction de u seul, ce qui n’aura
lieu que lorsque lafonction fsera homogéne ct du deuxiéme degré.

On a, dans ce cas,
Y an

A—=uax"e 2f—xy’

En posant successivement n = o et n =1, on trouve l'intégrale

f.r%yﬁ;du
xeV */—3'= const.
Sil’équation différentielle peut se réduire a la forme

x :f("'s .7,)9
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en la différentiant, on a

df 1 af
(Z;-—;j)d)’—i—zy—;d] —=o.

Le facteur }, qui rend la derniére équation intégrable, est déter-
miné par |’équation

Py
72

_df & <df x> )
y

Td'dr \dr S a"
Cette équation peut servir a déterminer A, si I'on suppose que A
soit fonction homogéne de y et y’, en posant y' = uy, A = y".0u,

et si 'on suppose encore que f soit fonction du rapport u.
Par exemple, pour I'équation

xmyn — ay”‘ ~+ b),n—ly' ’+ cy",
on a

y= Ce’l'-’fm""*_b“_q?("aw- ‘+b)udu.

Au § 46, je montre que I'intégrale d’une équation de la forme
f(x,y')= o peut s’exprimer quelquefois par deux équations, en
introduisant une variable définie par I’équation y' = x6. En effet,
I'équation f (x, y’) = o étant irrésoluble, 'équation f(x, x6) = o
peut avoir une solution x = 3(6); alors on a

.1::7(0), ry= 9?9?'0(104—(:;
ces deux équations expriment par leur ensemble I'intégrale.
De méme, en posant )= y0 dans une équation de la forme

f(7,5') = o, on peut trouver quelquefois y = ¢(8), et alors I'in-
tégrale est exprimée par ces deux équalions

. w#'@d@ .
I—fmo——!"c’ y =19

Chapitre ¥ (p. 101). — Sur les solutions singuliéres des équa-
tions différentielles.

Chapitre V1 (p. 113). — Equations différentielles des ordres
supérieurs au premier.
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Au § 62, je montre que I'intégration d'une équation

f(d’y ﬂ):—_o, .

dz*’ dz
qu’on peut écrire comme il suit, f(g, p) = o, en posant p = %_,
dp , . Ty .
§=-» peuts effectuer quelquefois méme dans le cas ou I'équation

précédente est irrésoluble, pourvu qu’on trouve des expressions de

p et g en fonction d’une variable v, (ui satisfassent a I’équation
donnée.

Par exemple, pour I'équation
7 —3p’+3pg=o,
en posant ¢ = pw, on a

3w 3w?
p= et g=

T 2—awl

. dp
Puisque g = ) ona
__2dm(| +w3) .
dz = m’(?.—m”) ’
. __6dw(l+—m3)
dy =pde = w(z Z W) y
Sil isfaire & Péquation F (27, )
11lon peut satistaire a equatxon \d_.c"’ J/ =0 €un posam.
2
y=fo, et —'Z.—:q:q,w, on a

dz*
dy =pdz = p_(dp =fodo,
doi !
pdp = f" wdw .
et
S ’
p=V2[fywflods + C, == _ Seds 4+

V2 90 flwde + G

11 est facile de voir que ce procédé d’intégration s’applique dans
certains cas aux équations

dy dn_l]’\ dn." d""_}’
F(W’W =o0, et F m,(_l;j‘:; = 0.

\ / /
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Chapitre V1I (p. 158). — Intégration des équations linéaires.

Dans ce Chapitre, aprés avoir montré la formation de I'intégrale
générale d'une équation sans second membre au moyen de ses
intégrales particulié¢res, on donne la démonstration du théoréme
de Liouville (Tissot), et I’on déduit en général les relations qui
existent entre les coefficients de I’équation donnée et ses solutions
particuliéres (§ 82).

Pour le cas des coefficients constants dans I’équation® (y) =o (*),
on sait que la solution particuliére de I'équation ¢ () =V al'ex-

pression suivante :
emix
-— y—I: X
X = Ef,(m‘)fe i Vd.r,

ou fm = o est I'équation caractéristique, et la somme Z se rap-

porte a toutes les racines de 1’équation précédente. Mais, lorsque
I’équation fm = o a des racines égales, I’expression de x doit étre
transformée; en vue de cette transformation, je donne une nou-
velle démonstration de l'expression de X, qui s’applique aussi au
cas des racines égales de I'équation fm = o.

Posons

em.z‘fe—’""V(I.z‘:v1(m| .1‘);

en différentiant cette équation n fois de suite par rapport a x,
ona

’

V, (myx)==mV(m, ) +V,
V"l (m, x) — m’V,(m, x) +mV 4V,

.................. teescses e ey

Vi (m, x) =m"Vy(m, x) + m"1V 4+ mP=2V 4 4 V(1)

En y ajoutant I'identité V, (m, x) =V, (m, x), il est facile d’en
déduirc I’équation suivante :

(V) ®[Vy(m, 2)]= Fm. Vit fey Ve-fpego Vb o . A fy V=2 Vi),

(*) Dans tout ce qui se rapporte aux équations linéaires, j'emploie la notation pre-
cedente, duc a M. Serret.
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Dans cette équation, les fonctions f_i, fr_2, ... ont la significa-
tion que leur a donnée Lagrange (Meémoires de I’ Académie de
Berlin, 1775, 1792).

Puisque I’équation (V) est une identité par rapport a m, on a,
en la différentiant k fois par rapport a m,

arv . av gy 4V,
@(dmi) f(k) V,+ (‘)lf("_‘). ———d l+("),f(" ”.m—*—...
d+v, ¥ fo ¥ frs arf
(n—k—1) 2%,
e —p A VS Ve Y e

Si dans cette équation on pose successivement k=: 0, 1, ..., k,
on a les k + 1 équations

i=n—1)

‘b(vl):fm'vl‘*‘ 2 V(i)fn—l-h

® (%—’) =f'm.V,+ fm. dV‘ + Y VL i,

'd"v
En mettant a; au lieu de m, a; étant une des racines de I'équation

fm =o, dont le degré de multiplicité est égal 2 k—+1, on a les
équations suivantes :

S (Vi) = 3, VO frmims (o),

S () = vafn-,_.(«k)
(@) v

les sommes Z s’étendant de i = 0 4 i=n—1. On aura un groupe

pareil d’équations pour une autre racine oy, dont le degré de mul-
tiplicité est &'+ 1. En général, on aura autant de groupes d’équa-
tions qu’il y a de racines diflérentes dans 1'équation fm == o.
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Multiplions ces équations par des facteurs indéterminés
PV VIR
Ay My ol 0

et posons pour la détermination de ces X les équations suivantes :
A f,,_,(ak)+7\'k f,:_,(a,,)+...+l’,: f"ﬂ’,(ak)—e—lx Jn—1 (@r) N et (oc,,l)+...= 1,
() M Sns(@r) + X Srma(er) +- o0+ Mo fams(on) + )‘Ilr’f;'z-!(“k') +.0e =0,

..... L I I I I R R R Y

M Solan) + X Solar) + oo M fo (o) + Mo Sy (awr) +... = 0.

On al’équation suivante :

, (dV, o[V,
LIRVAACTIE (drn>m=a,-' +) (d ")m=a.
ar’'v
+12Vl(ay)+---+)\y(d L,) “+. ]._
m=a’

d’ou 'on voit que la solution particuliére a pour expression

, [dV
x.:)\z.vl(ﬁk)"f-)\‘(‘d_mi‘) +...—1—)\2'V,(ay)+-...
m=a;

La théorie des déterminants donne le moyen d’éliminer les A des
équations (1) et de 'expression de X alors on a, pour la détermi-
nation de X, I’équation

St (#8)s Saer (2a)s +oes S (@k)s Srmt (@n)s Srs(@n)y ooy Sa2) (ane)y oo 1

fn—-!(“k), «ss O

fo(“k)a . o =
k

Vl(ak), (lz—vt)u‘, ceey (‘: vki>uk, Vj(akl y o X

Comme exemple, je prends I’équation suivante :

Yy =3y 4 by" — 3y" — 3y +2y=V.
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Equation caractéristique :
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\

Pty
TR

Sm=m*—3m*+6m*—3m*—3m—+2=(m—1)p (m+1)*(m—2)=o.

Sim=m*—3m*+-6m*—3m—3, fim=8m'—r1ami+1am—3, fim=20m'—36m*+ 1,

Sim=m*"—3m*+6m —3,
Sim=m*—3m*+6,

fim=hm— gmi+ 6,
Sam=3m*— 6m,

Sfim=12m*—18m,

Sfam= 6m — 6,

Som=m*—3m, fam=am — 3, M= 2;

fim=m —3, Jim=1,

Som=1, fom=o,

f;s(l):—'l» Se(1)=2, s(1)=—4, ﬁ(~l):2, f"(—l)zz, ﬂs(’-):—l,

Siln)=r1, fil)=r, L(1)=—6, | Ai(—1)==5, fi(—1)=—1, | il2)=1,

L()=4,  fi(1)==3, fi(1)=o0, |A(—1)=2  Sf(—1)=3, |Af)=2,

Al)=—2, f(1)=—1, fLl)=2, |A(=1)=4 fi(—1'==5, | fil2)=—2,

A==z A=t fl=o, |fl—t)=—b fil—il=1, | Ails)=—
av, d*V

u 1 ’ . M
Les valeurs de V,, T’ a’ lorsqu’on y pose successivement

m=1,—1, 2, sont faciles a calculer; ce sont, cn général, des
fonctions de x. Nous poserons, pour abréger,

Vo(1)=A, V,(—1)=4A', V,(2)=A",
av,\ dv,\ _ _, a*v,\ _
(%) =2 (@)= (@)=¢

Pour la détermination de la solution particuliére, on a

X A B C A/ B’ A’
1 —2 2 — 4 2 2 —1
o 1 1 —6 —§5 —n 1
' o 4 —3 o 2 9 2 | =o0. -
o —2 —1 2 § —5 —a2 .
IR} .
o —2 1 o —4% 1 —1
z ) I ° o 1 o 1

Chapitre VIII (p. 222). — Sur les solutions singuliéres des
équations d’ordre supérieur au premier. Propriétés de ces solu-
tions.
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Chapitre 1X (p.238). — Intégration des équations dont les
premiers membres sont des différentielles exactes. Intégration des
équations linéaires au moyen d’un facteur.

La théorie de I'intégration des équations lindaires au moyen
d’un facteur est pour la premiére fois introduite dans un cours.
Cette théorie est fondée sur les théorémes donnés par Euler. Je ne
puis pas la donner ici in extenso; I'exposition succincte en serait
trés-difficile; c’est pourquoi je ne fais qu’indiquer le contenu de
ce Chapitre.

Chapitre X (p. 255). — Intégration des équations aux diffé-
rentielles totales a plusieurs variables.

Aprés avoir exposé la théoric connuc de I'intégration des équa-
tions aux différentielles totales a trois variables du premier ordre
et du premier degré, j’ai pensé qu’il ne scrait pas inutile de donner
des régles générales pour I'intégration des équations A trois va-
riables du second degré et du second ordre. Je donne ici quelques

problémes de ce Chapitre avec les solutions.
lo

(2 +y*)d?z + 2ydydz + 22rdrdz =o.
Solution :
z = Marc t‘:mg:f + K.
Y
20
(z*+y?) (xdr + ydy) d*z = (xdy — ydz)*dz — 2dz(xdr + ydy):.

Solution :

M
z2=——+N
vt + ot
3 .
d?z = dz?.
Solution :
axr 4y ="b + ce>. :
40
2 2\
dz= (’i — £-> dz® +2 <3—'3 +24_ P4 E) drdy + (2 - (—’-) dz*.
x 3 N xr 2 r) r z

Bull. des Sciences mathém., 2° Serie, t. 11. (Octobre 1878.) 29
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) — dz _(ds e
P=\aw) 1= 4

2=aa)t+4 br? + cyt.

Solution :

Chapitre X1 (p. »87). — Sur les équations simultanées.

N. ALextier.

GUNTIHER (S.). — STUDIEN zuR GESCHICHTE DER MATHEMATISCHEN UND PHY-
SIKALISCHEN GEeocrapniE. — llalle a/S, 1°* fascicule, 1877. In-8°, 56 pages.

Un de nos collaborateurs a fait ressortir, a propos d’un récent
Ouvrage de M. Gunther, la tendance toute spéciale d'un géométre
qui ne reste pas indiflérent aux questions relatives a 'origine et 4
I'évolution des idécs mathématiques. Il semble que M. Gunther ait
pris a tache de reconstituer, un a un, les divers Chapitres de leur
histoire. Les laboricuses recherches qu'il lui a fallu entreprendre
dans ce but ne lui auraient toutefois pas encore permis de refondre
Phistoire enti¢re des Mathématiques. Il est possible qu'un seul
écrivain ne suflise pas 4 une cntreprise aussi vaste; mais la véri-
table dilliculté serait de trouver des géometres prenant plaisir a
faire marcher de front les recherches abstraites ct les recherches
littéraires. Cette heurcuse disposition existe chez M. Gunther; elle
explique comment nous lui sommes redevables de travaux sur les
points les plus divers de I'histoire des Sciences mathématiques chez
les anciens et au moyen age.

Il existait déja des ouvrages trés-étendus et certainement d’un
trés-grand mérite; M. Giinther I'a aflirmé lui-méme, mais il a eu
soin aussi d’y relever les errcurs qu’il avait reconnues dans le cours
de ses propres études. L'occasion se présentera sans doute un jour
de coordonner 'cnsemble de ces Mémoires isolés et de reconsti-
tuer, sur des bases nouvelles et solides, I'histoire des Mathémati-
ques, I'histoire des progrés de la raison humaine.

Nos lecteurs ont pu remarquer dans les derniers volumes du
Bulletin au moins 'indication des quecstions dont M. Giinther a
poursuivi I'évolution historique ct philosophique. Nous nous bor-
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nerons a rappeler que nous lui devons des contributions nouvelles
aux sujets d’étude suivants : carrés magiques, fractions continues,
méthodes d’approximation chez les anciens; mais, aujourd’hui,
notre attention devra se porter sur un Ouvrage entiérement utile et
curieux, qui ne manquera pas de provoquer et d’éveiller, chez
d’autres amis des Sciences, le gout des recherches bibliographiques.
Plus que partout ailleurs, ces recherches s’imposent dans I'histoire
des Sciences exactes : I'appréciation personnelle des écrivains court
grand risque de s’égarer si elle ne s’appuie pas sur des textes soi-
gneusement établis et discutés. M. Giinther a su éviter cet écueil ;
il ne s’en rapporte pas a son jugement seul, et il estattentif 4 réunir
le plus de textes possibles et a citer les auteurs dans leur propre
langue.

Le travail d’érudition auquel vient de se livrer M. Giinther a
propos de I'histoire de la Géographic nous donne la mesure de ce
que ce géometre allemand nous réserve pour 'avenir. Les doctrines
enseignées longtemps a 'égard de la forme et du mouvement de
la Terre ne pouvaient manquer de lui donner un des plus curieux
cxemples d’une idée qui a rencontré les plus grandes difficultés
pour se fairc jour. C’était donc un sujet d’études méritant 4 juste
titre, de fixer son attention, et il n’est point surprenant que 1’au-
teur y ait trouvé maticre a de grands développements.

L’Ouvrage de M. Giinther se compose déja de cinq fascicules;
mais, comme on pourra en juger par leurs sommaires, il ne s’agit
encore que de I'évolution des idées relatives 4 la forme et au mou-
vement de la Terre chez les Occidentaux, les Arabes et les Juifs,
des hypothéses anciennes et modernes sur le déplacement séculaire
du centre de gravité du globe sous ’action des caux, des théories
exposées dans divers manuscrits des bibliothéques de Munich, et
enfin des connaissances de Jean Werner, de Nuremberg, relatives
a la Géographie mathématique et physique. Cette étude est donc
incompléte ; mais, dés a présent, il est possible d’en saisir]’ensemble
et le caractére géndral, et de juger de 'intérét qui s’attache & ce
genre de recherches.

Cuar. I. — La doctrine de la spheéricité et du mouvement de la
Terre au moyen dge chez les Occidentaux. (1-36, 5 fig. ).

Les errcurs que les premiers savants chrétiens ne cessérent d’en-
29.
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seigner 4 ce sujet doivent étre mises au compte des idées qu'ils
avaient recues de leurs contemporains et devanciers. Un lien trop
intime, bien que non justitié, tenait dans une étroite dépendance
les dogmes religieux et des théories physiques d’une exactitude fort
contestable. L'influence du dogme prit le dessus et servit d’obstacle
infranchissable aux tentatives des savants, qui, n’ayant d’autre guide
que la raison, se consumérent en vains efforts, pendant tout le
moyen age, avant de réussir a proclamer la vérité. On se souvient
des persécutions qu’il leur fallut endurer, précisément au sujet de
la forme et du mouvement de notre planéte. L'ancienne hypothése
des Grecs, qui enseignait la sphéricité de la Terre, allait donc étre
rejetée comme hétérodoxe, et la théorie contraire et complétement
erronée devait régner a son tour, sans la moindre contestation,
pendant une longue séric de siécles.

Nous allons reconnaitre qu’elle a donné lieu aux conceptions les
plus étranges.

Draper a parfaitement qualifié la Géographie et la Cosmologie
de cette premiére époque. Les Péres de I'Fglise leur ont donné un
caractére tout spécial, qui peut se résumer en quclques traits. « La
Terre cst une surface plane, entourée de ’cau des mers, et sur la-
quelle s’élévent les piliers de la voiite cristalline du ciel. La sphé-
ricité avait été condamnée par les Péres, et entre autres par Lac-
tance ct Augustin. Ces doctrines furent enseignées, pour la plus
grande partie, comme passages des Livres saints, dont le sens véri-
table avait été capricicusement altéré. C’est ainsique Cosmas Indi-
copleustés, dont la Géographie patristique fit autorité durant prés
de huit cents ans, croyait avoir trouvé une objection irréfutable &
la sphéricité de la Terre en demandant comment, au jour du ju-
gement dernier, les hommes placés sur I’autre partie d’une sphére
pourraicnt voir le Seigneur au milieu de sa gloire. »

C’est bien, en eflet, sous cctte forme que se révéle le caractére
général des théories exposées dans les écrits de S. Augustin, de
Lactance, d’lsidore de Séville, du Chaldéen Patricius ct de son
disciple Thomas d’Fdesse, devenu plus tard S. Thomas d’Aquin.

Nous donncrons, comme exemple, I'hypothése du moine égyp-
tien, Cosmas d’Alexandrie, auquel un voyage aux Indes avait fait
donner le surnom d’Indicopleustés. Voici en quels termes la ré-
sume Peschel, historicn de la Géographic, le mcilleur guide que
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nous puissions consulter pour la période spéciale: « Des anges di-
rigent les constellations du cicl le long de leurs orbites circulaires
et président aux alternatives du jour et de la nuit, de méme qu’aux
éclipses de Soleil et de Lune. La Terre, suivant sa doctrine, a perdu
toute forme sphérique : elle s’éléve au milien de 1'Océan, qui I'en-
toure, ct ressemble a une cloche 4 base quadrangulaire. Le Soleil
se meut au-dessus de cet ensemble et jamais au-dessous, mais sc
tient seulement toujours a I'intérieur de la voiite, sur la terre ferme.
Au-dessus des continents, de ’Océan ct des étoiles, embrassant
tout ce qui est solide, s’éléve le cristal du firmament. »

On peut signaler, comme se rapportant au méme ordre d’idées,
les écrits de cosmographes de ce temps, Acthicus et I’anonyme de
Ravenne, dont les ceuvres ont été publiées par les soins de Wuttke
et de Pinder Parthey.

Il est assez étrange de constater que, dans I'histoire des ceuvres
humaines, personne n’ait pensé a dire quel philosophe avait le pre-
mier cherché i ébranler de pareilles doctrines. Peschel lui-méme
ne cite nulle part le nom d’un audacicux adversaire du saint-siége,
I'évique Virgile. 11 est vrai que 'on n’a pu découvrir de témoi-
gnage écrit donnant la preuve matérielle que Virgile ait proclamé
la sphéricité de la Terre, mais le fait ne parait pas douteux, a en
juger par le bref dans lequel le pape Zacharie, s’adressant au nonce
apostolique d’Allemagne, S. Boniface, condamne les théories de
Virgile et les déclare hérétiques. Poggendorff, G.-J. Bauer et Jo-
cher n’ont pas oublié ce détail.

L’immense compilation de Calvisius renferme aussi un extrait
qui peut étre cité comme document historique. Dans un Chapitre
intitulé : Notice sur les monuments de Salzburg, nous remarquons,
dans une épitre du pape Zacharie au R. F. Boniface, le passage
suivant : « Il est enfin une cause perverse de désaccord ct une doc-
trine absurde par laquelle Virgile offensait Dieu et son ame a la
fois, lorsqu’il enseignait ’existence des antipodes. Il assurait qu'’il
¥y a des hommes qui habitaient une autre face du monde et un autre
hémispheére. »

Cet évéque dissident se trouva donc taxé d’hérésic, et, si la ma-
nifestation de sa libre pensée n’éveilla pas I’attention au moyen
age, il le faut attribuer & lignorance de ses contemporains, qui
mirent volonticrs sur le compte du prince de la poésic latine les
idées reprochées & un prélat du temps de Pepin.
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Mais bientdt I'Eglise clle-méme devait donner le signal d’un
commencement de réforme dans les idées scientifiques. Suivant la
remarque judicieuse de Peschel, « 'Eglise du moyen age, privée de
moycens exacts de mesure du temps et de calendriers bien ordonnés,
devait un jour, plus ou moins éloigné, se trouver dans la nécessité
de recourir a I'observation des phénoménes astronomiques et ala
recherche approfondic des vérités mathématiques. Notre science
semblait sommeiller dans le scin de I’Eglise; mais on allait bientét
assister 4 sa résurrection. »

C’est ainsi que P'on voit Beda revenir enti¢rement aux sphéres
de Ptolémée et avouer nettement la sphéricité de la Terre.

Alcuin s’est probablement associé aux théories de Beda, mais
il ne parait pas qu’elles aient servi a I’établissement des calen-
driers du temps de Charlemagne. Celui de 781, que posséde le
Musée du Louvre, a ¢été fait d’aprés des régles plus anciennes,
attribuées a Isidore de Séville plutot qu’'a Beda, au témoignage de
Heis.

Cependant les derniers écrivains de la période carlovingienne
se montrérent encore profondément imbus des préjugés recus, et,
par excmple, ’'abbé de Fulde, Rhabanus Maurus, cherchait a con-
cilier la forme circulaire de I’horizon avec la forme quadrangulaire
dont il a été question. De méme, les cartes rondes des 1x° ct x° sié-
cles, surlesquelles une naiveté touchante a désigné Jérusalem comme
centre de l'univers entouré par I'Océan, semblent apporter a
Penvi la preuve manifeste de leur imperfection.

Les essais de représentation de la surface terrestre n’aboutirent
longtemps qu’a des peintures naives, comme celles dont tout le
moyen age parait avoir eu la spécialité.

Les x° et x1° siécles nous donnent de nombreux témoignages de
la rénovation accomplie dans le point de vue scientifique par la
diffusion des connaissances venues des Byzantins et des Maures es-
pagnols. D’apres Peschel, Adam de Bréme s’est distingué par son
savoir et sa circonspection. Son Ouvrage a été publié dans les Gesta
Hammaburgensia de Pertz. Adam de Bréme connaissait parfaite-
ment les vicux autcurs; cn outre, I'expérience de ses propres
voyages lui avait suggéré, comme jadis a Pythéas de Marseille, des
idées exactes sur le cours apparent du Soleil, ct, tandis que ’on ne
trouve chez Virgile autre chose que des réflexions métaphysiques,
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Adam de Bréme a considérablement relevé le point auquel s’arré-
tait jusqu’alors la connaissance de la nature. '

Un autre progrés a constater, et qui dénote une idée plus nette
du sphéroide terrestre, nous est manifesté par le passage graduel
des cartes rondes aux cartes géographiques véritables. Les anciens
ne se proposaient que de représenter directement, a une échelle ré-
duite, les contrées habitées. Mais, au début méme du xt¢ siécle,
on voit commencer les essais de projection des surfaces courbes.
Les historiens spéciaux ne semblent pas avoir saisi la portée de
cette transformation; et, en eflet, ils n’y seraicnt parvenus qu’a-
prés une étude approfondie des richesses manuscrites que le moyen
age nous a laissées dans les sciences cosmographiques. M. Giinther
nous a dit, & ce propos, qu'il a eu déja I'occasion d’en montrer la
preuve basée sur la discussion des nombreux manuscrits de la Bi-
bliothéque de Munich. Il y a bien encore des lacunes ct des im-
perfections dans ces premiéres tentatives des cartographes, mais il
faut bien reconnaitre I'image exacte d’une forme sphérique sur un
plan, divisée en zones correspondant a celles de la Terre. On y
trouve encore le germe des cartes marines du Génois Andalo di
Negro et du célébre patriote vénitien Marino Sanuto.

On ne sait pas encore, d'une maniére positive, a qui devoir at~
tribuer le premier énoncé dogmatique de la sphéricité de la Terre.
Le pape Sylvestre II (Gerbert) avait déja connaissance de moyens
de déterminer la grandeur de notre planéic; mais il ne semble pas
que l'on ait songé a les mettre a profit.

L’excellente idée que 'on a voulu réaliser en publiant d’une
maniére suivie, et rendant ainsi accessibles, les trésors des biblio-
théques de Paris a mis au jour, dés le début, un manuscrit du
xiu® siécle, qui montre clairement combien la doctrine exacte du
globe terrestre avait pris, a cette époque déja, de profondes racines,
On a retrouvé un petit Ouvrage intitulé : Bild der Welt (Descrip-
tion de l'univers), que l'éditeur Legrand d’Aussy atiribue a un
certain Omons. L’auteur sc montre versé dans les Mathématiques
et dans la littérature grecque. Il posstde Aristote, Ptolémée,
Platon, de sorte que son livre représente une somme de connais-
sances respectable pour 'époque. L’Astronomie se trouve, a juste
titre, fondée uniquement sur les principes de I’ Almageste. 11 sera
intéressant de citer surtout le passage relaiif a la Terre. « La
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Terre, dit-il, est enveloppée du ciel, ainsi que le jaune de I'ceuf
I’est du blanc », métaphore que nous aurons I’occasion de retrouver
dans les écrits des Orientaux. Cette comparaison cosmologique ap-
partient encore 4 1’Astronomic, tandis que la Géographie com-
mence ainsi : « La Terre se trouve placée au milieu du ciel,
comme le point Iest au centre qu’a tracé le compas. Elle est ronde,
de sorte qu'un homme qui partiroit d’'un point quelconque de sa
surface pourroit, sil ne rencontroit point d’obstacle, tourner tout
autour, de méme qu’un insecte qu’on verroit sc. promener sur la
circonférence d'un fruit rond....» A cette peinture trés-correcte
de la sphére terrestre, il ajoute, comme conclusion, une petite
piéce de vers, dont I'éditeur a traduit ainsi le sens assez difficile a
saisir : « Tellement que quand il arriveroit au point qui est direc-
tement sur nous » (qui correspond a celui ou nous sommes placés),
« il croiroit que nous sommes sous lui, car il auroit les pieds tournés
vers les notres et la téte portée vers le ciel, de méme que la notre
I’est ». Mais, bientot aprés, I’autcur arrive au point réellement im-
portant, et poursuit en ces termes : « Si c’étoient deux hommes
a-la-fois qui partissent ainsi d’un point donné, et qu’ils s’avan-
cassent, 'un vers Vorient, I'autre vers U'occident,

Si que andui egaument alassent,

11 comendroit qu’il s’encontrassent

Dessus le leu dont il se mirent. »
C’est ce que I'on peut évidemment énoncer ainsi : Deux personnes,
partant d’'un méme point du globe, avec la méme vitesse, et suivant
deux directions contraires, doivent se retrouver au point diamé-
tralement opposé. Lorsque nous voyons Legrand d’Aussy remar-
quer, & ce sujet, que « voila la sphéricité de la Terre et les anti-
podes énoncés bien clairement », nous ne croyons avoir rien a
ajouter. On peut encore observer, avec Omons, que la hauteur des
montagnes les plus élevées s’évanouit, en quelque sorte, si on la
compare au rayon du globe terrestre : « Les hauteurs ni les vallées
n’dtent rien a la Terre de sa rondeur ».

Jean de Sacro Bosco publia dans le méme temps une vaste com-
pilation dans laquelle la doctrine de la sphére terrestre devenait
véritablement scicntifique. Mais il nous faudra constater. que tout
le moyen ige s’est écoulé sans que personne ait osé aborder de front
la difficulté, regardée comme insurmontable, d’assigner a la surface
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de I'Océan une forme sphérique. Les écrits de Dante peuvent
donner une idée de cette confusion perpétuelle entre I'erreur et la
vérité, et de cette facilité de conception de théories plus singuliéres
les unes que les autres, ayant pour objet la constitution mécanique
des deux parties constitutives de 'univers, la terre ct les eaux.

Certains passages du poé¢me dantesque ont donné lieu de croire
que I'auteur avait eu lanotion de la sphéricité. Le XXXIV® chant de
I’ Enfer contient une sorte d’anticipation au fameux puits de Mau-
pertuis. Dans le II° chant du Purgatoire, on peut remarquer aussi
le passage suivant : « L’Ebre, la ville de Jérusalem, le Gange et le
point situé a go degrés vers le nord du Purgatoire des ames repré-
sentent les quatre sommets d'un carré inscrit dans un paralléle de
la Terre ». Au XXXIII® chant, il fait encore voir qu’il n’a qu'une
idée fort confuse de la sphéricité, et qu’il n’en comprend pas les
conséquences. Les quelques idées justes qu’il a exprimées se trou-
vent noyées au milieu de théories fantaisistes et compliquées.
Ainsi, aprés un essai infructueux de réfutation de I'hypothése d'un
gonflement des mers, il discute les conséquences mécaniques de la
différence de position des centres de gravité de la masse des conti-
nents ct de celle de I’Océan; il exprime clairement, d’aprés W,
Schmidt, que le niveau de la mer est toujours I'expression de forces
particuliéres s’exercant sur elle, et que la surface libre, a part les
légéres perturbations qu’elle éprouve, se dispose constamment au-
tour de son centre de gravité comme autour d’un centre. Il est a
observer toutefois que, méme a la fin du xvi® siécle, ’hypothése
d’un défaut de coincidence entre les centres de la Terre et des
eaux comptait des partisans. Le philosophe Fr. Patrizio était de ce
nombre.

Lorsque Christophe Colomb eut concu le plan de sa traversée
de I'océan Atlantique, on tenta de lui objecter qu'’il aurait a fran-
chir unc gigantesque montagne liquide située au large, a I'occi-
dent. Comme nous le dit Ruge, Christophe Colomb ne s’inquiéta
pas beaucoup de cette difficulté; mais il chercha des preuves di-
rectes de I’exactitude de cette hypothése, et, lorsqu’il découvrit les
bouches de I'Orénoque, il se figura en présence du point le plus
élevé de la masse des caux et d'un véritable renflement de la surface
de la Terre et de 'Océan.

La sphéricité de la Terre n’a plus trouvé, jusqu’au début du
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xvi® siécle, de sérieux adversaires, et il nous faut maintcnant ré-
soudre les deux questions suivantes :

Quelle fut I'opinion des Occidentaux, ou mieux des chrétiens du
moyen ége, sur la doctrine du mouvement de la Terre?

Cette doctrine trouva-t-elle des représentants, et a quel titre
ceux-ci peuvent-ils passer pour précurseurs de Copernic?

L’hypothése du mouvement de la Terre ne parait pas avoir eu
cours avant le xim® siécle, et il faut arriver au roi Alphonse de
Castille pour trouver les premicres phases de I'évolution des idées
grecques ct arabes.

La période d’éclat des idées de la scolastique peut se résumer
dans la recherche du systéme théorique de 'univers dans la science
des Grecs ct en partie dans celle des Arabes. C'est encore parmi
les théologiens qu’il faut chercher les premiéres idées de réforme
dans la Géographie astronomique.

Le savant dominicain de Bollstidt, Albert le Grand, occupe un
rang élevé parmi les philosophes de son temps. Il a, comme
Aristote ct Alexandre de Humboldt, con¢u un plan de description
générale de 'univers.

Un passage de ses ceuvres nous permettra d’apprécier le carac-
tére de ses idécs. Il y est question de la notion du plan indéfini,
(u'il appuic de considérations qui touchent au paradoxe : « Le mou-
vement dans un espace indéfini doit exiger un temps indéfini; si
donc nous prenons un point a l'orient, la distance de V'orient a
P'occident sera infinie. Pour se mouvoir de l'orient vers I'occi-
dent, le Soleil emploicra un temps infini, ce qui est absurde, puis-
que nous voyons qu’il parcourt tout cet. espace dans I'intervalle de
vingt-quatre heures. » On reconnait que le plus léger doute au
sujet de I'immobilité de la Terre renversait immédiatement cette
preuve spécieuse de la forme limitée de P'espace.

Roger Bacon s’est distingué en Astronomie non moins qu’en Phi-
losophie, ct, en maints endroits de ses écrits, il s’est écarté des
sentiers battus de la scolastique de son temps. L’Opus majus ren-
ferme un riche trésor de preuves de cette émancipation. Dans une
habile réfutation du passage d’Albert déja relaté, Bacon s’exprime
ainsi : « Ptolémée a montré dans I’Almageste et tous les astro—
nomes savent quc la Terre enti¢re ainsi que les enfers sont situés,
a I’égard du ciel, comme le centre par rapport & la circonférence;
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et la moindre des étoiles discernables a la vue est plus grande que
la Terre, ainsi que I’adit Alfragan dans les prémisses de son Livre. »
"Toutefois, on n’osail pas proclamer l'isolement de la Terre dans
'espace, et plus tard les catholiques et les protestants devaient op-
poser des passages de la Bible  la théorie de Copernic. La légende
biblique de Josué ne pouvait échapper i ce génie pénétrant.
« L'histoire que rapporte le prophéte Isaie et un autre passage de
Salomon dans Ecclésiaste resteront », dit-il, « incompréhensibles
ctseront unc source de contradiction pour tout esprit mathéma-
tique. »

L'illustre et savant théologien Thomas d’Aquin a laissé une en-
cyclopédie qui prouve la profondeur et la fécondité de son esprit.
M. Giinther a examiné en détail, dans un dernier Ouvrage analysé
au Bulletin, les idées remarquables de Thomas d’Aquin sur la lu-
miére et la chaleur; mais le Docteur angéligue parait avoir moins
bien réussi en Astronomie, ou il a supposé aux mouvements cé-
lestes une complication extraordinaire.

Les écrits d'un évéque de Cambrai, Pierre d’Ailly, méritent,
comme ceux de Thomas d’Aquin, une mention toute spéciale.
D’aprés Poggendorfl, leur lecture a suggéré a Christophe Colomb
la premiére idée d’atteindre l'orient en passant a I'occident ; mais,
en dehors de cette particularité, cet Ouvrage porte, comme tous
ceux du xin® siécle, I'empreinte bien marquée du caractére de la
Philosophie et des méditations scolastiques. L’OEuvre de Dante
Allighieri doit étre citée comme le plus parfait modéle.

« Nous n’avons pas réussi », dit M. Giinther, « a trouver dans son
poéme de traces d’unc considération de 'univers afiranchie de pré-
jugés, de sorte qu’il faut ¢étre persuadé qu’une pareille tentative ne
conduirait a de meilleurs résultats dans aucun des astronomes ou
géographes de son temps. Une analyse attentive de la trilogie de
Dante nous donne la preuve que le poéte florentin ne saurait passer
pour précurseur de Copernic. » Voici, par exemple, une réminis-
cence de quelque idée indo-égyptienne, qui place le mouvement
des corps célestes dans les attributions d’intelligences spéciales.
Aux Ve et VII° chants de I’ Enfer, le poéte se range a 'opinion sco-
lastique : un ange ou méme un dicu préside au cours de chaque
planéte. La méme théoric sc retrouve, plus nettement indiquée,
dans le II¢ chant du Paradis. Enfin la doctrine des sphéres est
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exposée a diverses reprises dans les I°ev, III°, XI¢, XVe et XXVI*

chants du Purgatoire. Ces sphéres, au nombre de neuf, entourent
chaque planéte, d’aprés la théorie d’Eudoxe. Dante Allighieri les
regarde comme des sphéres de cristal translucides. Il adopte sans
examen la plupart des systémes imaginés par les Grecs. Pour lui,
le premier mobile est la sphére qui se meut le plus rapidement; la
sphére de la Lune posséde le mouvement le plus lent. 11 parait
ignorer les inclinaisons des orbites planétaires sur I'écliptique. Le
Banguet, en particulier, renferme de meilleures indications théo-
riques, et Libri déclare que les éclipses, la rondeur de la Terre, les
antipodes et la Voic lactée se trouvent décrits et expliqués avec
beaucoup de justesse. L’auteur y donne la preuve qu’il connait
Pythagore, Aristote et Ptolémée, ainsi que les astronomes arabes
Alfraganus, Avicenne, Algazal ct Albumazar. Mais, comme on le
voit, il n’est pas possible d’y trouver une base exacte et scienti-
fique.

La ville de Florence a vu fleurir 4 la méme époque un nouvel
esprit réformateur en la personne de Paolo dal Pozzo Toscanelli
(1397-1482). Peschel a clairement établi I'influence que ce savant
parait avoir exercée sur la détermination du projet de Christophe
Colomb. Les quelques arguments scientifiques produits par Colomb
au synode de Salamanque puisaient leur source dans la corres-
pondance que lui avait adressée autrefois Paolo Toscanelli, et sur-
tout dans la communication qu’il lui avait faite de cartes marines
dessinées suivant les régles d’Eratosthéne.

Les importantes contributions du cardinal romain Nicolas de
Cusa a I'histoire de la Géographie se trouvent indiquées avec dé-
tail dans le travail de M. Giinther.

Nicolas Krebs (ou Chrypfs), né a Cues (ou Cusa), sur la Mo-
selle, se distingua de bonne heure par son mérite extraordinaire et
son talent incomparable. Disciple de Paolo dal Pozzo, il devint
évéque de Treves. Comme mathématicien, ses travaux dénotent
une grande habileté dans les recherches abstraites. Schanz en a fait
derniérement ressortir les principaux résultats dans un Ouvrage
qui permet de bien juger du role de Nicolas de Cusa comme nova-
teur et réformateur scientifique. Ce role n’a pas été apprécié d'un
commun accord par les historiens des Mathématiques. Montucla
I’a considéré comme un véritable précurscur, Midler comme un
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cerveau malade. Le jugement de R. Wolf, de Zurich, serait encore
plus sévére. 1l y a donc 14 unc question a trancher.

La réforme et la révision fondamentale des vues cosmologiques
devaient dépendre de 'adoption de deux hypothéses tout  fait dis-
semblables : fallait-il d’abord devancer suffisamment les observa-
tions et le calcul, pour laisser se dessiner simplement la nécessité
absolue d’une réforme? ou bien fallait-il briser définitivement les
liens philosophiques et religicux quc la doctrine de Ptolémée avait
étroitement réunis aux vues fondamentales de I'antiquité?

Pcurbach, Miiller, etc., appartiennent 4 la premiére école;
Nicolas de Cusa rentrerait plutét dans la seconde : aussi lui est-il
resté la réputation d’un esprit indépendant.

L'Ouvrage d’aprés lequel on peut déterminer le caractére de sa
Philosophie est le famecux Traité De docta Ignorantia (1565).
L’auteur y énonce, pour la premiére fois, un singulier axiome dont
il déduit qu’il ne saurait exister de centre de I'univers dans I’ac-
ception scolastique. Mais, s’il n’existe pas de centre, il ne pourrait
y avoir de périphérie. Nous voyons ainsi exprimer une idée que
'on retrouve, sous une forme plus catégorique, dans les écrits de
Bacon : l'univers peut étre comparé a une sphére dont le centre
est partout et la circonférence nulle part.

Nicolas de Cusa n’a pas enseigné la sphericité de la Terre. Se
basant évidemment sur des idées métaphysiques et non sur les ré-
sultats dc 'observation la plus simple, il a contesté a la fois la
sphéricité et le mouvement de notre planéte.

Del’examen des doctrines de Cusa se dégage, comme conclusion,
que laTerre a cessé d’occuper le centre absolude 'univers et qu’elle
devient une planéte sur le méme pied que les autres corps célestes.
Aussi ne doit-on pas étre surpris de voir Nicolas de Cusa partisan
dela pluralité des mondes. Quant au mouvement de la Terre, il
nc I’a pas proclamé d’une maniére trés-nette; il a pu faire allusion
au mouvement de la Terre, mais iln’a pas parlé de son mouvement
autour du Soleil. Nicolas de Cusa parait avoir donné a ce mot le
sens que nous lui retrouvons chez Nicole Oresme (mathématicien
francais, mort en 1382), qui, au Chapitre XLI de son 77raité de
la sphére, parle d'une merveilleuse consideracion ou circuite de
la Terre.

Au milicu de toutes ces contradictions motivées par I'influence
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de la scolastique, il est intéressant de constater que Nicolas de Cusa
a nié la constance de la précession et de la durée de 1’année tro-
pique.

Clément, zélé partisan de la philosophie de Cusa, a cu le mérite
de se déclarer plus franchement pour le mouvement de la'Terre. Bien
que son travail ait été publié deux fois déja, il se trouve reproduit
dans la présente étude. en raison des importantes conclusions et
théories qu'il renferme. « J'ai observé », dit-il, « qu’aucun mouve-
ment ne saurait étre circulaire et qu'il n’y a pas.d’étoile qui décrive
un cercle parfait. Le pole du mouvement de la huiti¢me sphére varie
donc d’'une manicére continue. La Terre ne peut étre fixe; elle se
meut comme les autres étoiles. » Il attribue a Pythagore, bienque ce
doive &tre a Philolaiis, la doctrine d’'un mouvement de la Terre;
mais, lorsqu’il I'étudic comme mouvement de rotation, il tombe
dans la mé¢me errcur que tous les auteurs, sauf M. Th.-Henri Martin,
ont commise. Cusa avait plus clairement adopté la rotation de la
Terre autour de son axe. Quant au mouvement de la huitiéme
sphére, Schanz parait I’avoir trés-exactement interprété : il faut y
chercher la théorie de I'année tropique, relativement a 'année
solaire moycnne. Le méme géométre a fort bien expliqué aussi les
idées de Cusa rclatives aux autres mouvements dont il est question
dans le manuscrit de Clément. Voici les propositions de Cusa :

I. La Terre tourne, en vingt-quatre heures, de 'ouest vers
Iest, autour d’un axe qui se confond avec I’axe du monde.

II. Elle est entrainée dans le méme temps par la huiti¢me sphére,
qui tourne autour de I'axe, dans un sens opposé, ct avec une vitesse
angulaire double.

III. Le Soleil prend part a cette derniére révolution, mais avec
un certain retard, qui, dans le cours d’une année, atteint juste
360 degrés.

Des affirmations aussi précises motivent une discussion appro-
fondie, pour laquelle M. Giinther a largement puisé dans le Mé-
moire de Schanz. Le mysticisme parait avoir exercé son influence
sur la métaphysique de Cusa; de la vient sans doute I'obscurité qui
enveloppe quelques-unes de ses aflirmations. Ce n’est pas le seul
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exemple que nous offre I’histoire des sciences. Combien de décou-
vertes simplement entrevues ou pressenties, rejetées par les uns,
reprises et proclamées par les autres! Nos contemporains, en pos-
session de méthodes certaines, peuvent dviter aisément ce danger;
mais, au moyen ige, I'esprit humain se trouve livré i lui-méme,
sans méthode pour se¢ guider au milieu de préjugés de toute
sorte.

S'il fallait en croire ce que I'on a dit de Regiomontanus, ce réfor-
mateur de ’Astronomic théorique et pratique aurait remporté le
prix par-dessus tous. Voici, par cxemple, le témoignage d’un ma-
thématicien ct géographe de Nurcmberg, Jean Schoner : « La doc-
trine de Jean d¢ Keenigsberg enscigne que la Terre se meut parce
que ce mouvement permet d’expliquer toutes les apparences des
corps célestes. Aussi, dés que ’on admet le mouvement de la Terre
ct 'immobilité du ciel, ne rencontre-t-on plus de difficulté. L’au-
teur de la Sphére (Jean de Sacro Bosco) est de 1'avis contraire. »
Doppelmayr, & qui nous empruntons ce passage, poursuit en ces
termes : « Dans un de ses manuscrits posthumes, Pritorius dit
que Grégoire Hartmann, mathématicien de Nuremberg, avait
recu des propres mains de Regiomontanus un 77raité d’_Astronomie
dont il avait ainsi formulé la conclusion: « Il est donc nécessaire
» que le mouvement des étoiles éprouve quelque petite variation a
» cause du mouvement de la Terre, ce qui parait démontrer claire-
» ment que Regiomontanus avait proclamé le mouvement de notre
» plancte. » Le fait ne nous parait pas vraisemblable, et, aussi
longtemps que nous n’aurons pas trouvé de preuve plus concluante
dans les propres écrits du grand astronome, nous n’aurons pas be-
soin de croire que ce soit celle que Ptolémée a décrite a ’appui de
son systéme.

Nous devons une courtc mention a Domenico Maria, de Ferrare,
professeur a Bologne. Cet illustre précepteur de Copernic fut égale-
ment astronome distingué, et ses relations avec Scipion Ferro 1é-
moignent de son talent comme géométre. Il eut, dit Libri, presque
en méme temps qu'un jurisconsulte napolitain, I'idée d'un change-
ment dans I'axe de rotation de la Terre. .

Partant de ses recherches sur la Géographic mathématique des
contrées entourées de mers, il croyait avoir motivé I’hypothése
d’'un changement dans P'axe de rotation de la Terre dcpuis le
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temps des Grecs, de sorte que toutcs les hauteurs du pole fussent di-
minuées. Gassendi, qui a signalé ce fait et lui attribue une grande
importance, est disposé & y reconnaitre, & part certaines erreurs,
un progrés marqué, eu égard au point de départ. Domenico a
tiré lui-méme de son hypothése une curieuse conséquence :

« Par suite de cc mouvement », dit-il, « les zones actuellement
habitables deviendront désertes, et les pays que brile aujourd’hui
le Soleil éprouveront enfin la fraicheur de nos climats; parcille
révolution n’exigera pas moins de trois cent quatre-vingt-quinze
mille ans. » Cette théoric a pu diviser les physiciens et les géologues.
Adhémar et Stadius y ont ajouté foi; mais Guillaume Gilbert, in-
venteur de la théorie du grand aimant terrestre, a formellement
rejeté I'hypothése de Domenico Maria.

Ce dernicr devait ¢étre éclipsé par un de ses contemporains, plus
jeune que lui de dix ans, Girolamo Frascatoro, de Vérone (1483-
1533), dont I'ceuvre capitale parut sept ans avant les Révolutions
de Copernic. Libri en a ainsi résumé la partie générale : « En com-
battant les épicycles, il a aplani la route au systéme de Copernic. »

Il a été publié une édition trés-abrégée de la Cosmologie de
Fracastor, intitulée Homocentrica (1538). On y trouve l'exposé
d’un systéme dont le plan avait été tracé par un de ses amis et com-
patriotes, J.-B. Turrius, ravi a son affection par une mort préma-
turée. Il est a observer que Fracastor n’a pas songé a parler du
mouvement de la Terre, mais il se montra ennemi du systéme de
Ptolémée et devint, a ce titre, précurseur de Copernic.

- La Préface de son Livre renferme le dilemme de 1’Astronomie :
ceux qui emploient les sphéres homocentriques dans le sens d’Eu-
doxe et de Calippe ne peuvent les mnettre en harmonie avec les faits
observés; les partisans de la théorie d’Hipparque ct de Ptolémée
sont plus heureux & ce point de vue, mais 'hypothése de cercles
excentriques doit étre rejetée comme contraire a I’esprit philoso-
phique. .

Cependant un examen plus attentif permet de constater que le
principe de sa méthode ne s’écarte pas notablement des systémes
d’Eudoxe ct de Calippe. « Personne ne doit douter que les étoiles
soicnt établies et {ixées & une certaine sphére qui, par suite, les
entraine avec clle. » On trouverait encore d’autres réminiscences
des théories d’Aristote et d’Eudoxe, ¢t en particulier, le fait
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« qu'une sphére en entraine une autre sans éprouver derésistance ».
Une série de recherches de détail se relie 4 ce probléme général, et
I'on peut y remarquer, pour 'histoire de la Mécanique, une impor-
tante explication des principes phoronomiques élémentaires. La
nouveauté la plus curieuse est une démonstration de ce quel’on appe-
lait mouvement de trépidation, fondée sur I'emploi d’une orbite
elliptique. On y trouve aussi une discussion sur un mouvement
hélicoidal se rapprochant d’oscillations hors du cercle.

La théorie pure est exposée dans un deuxiéme volume. On y
constate que l'auteur avait une notion ingénieuse du systéme pla-
nétaire. Au Chapitre VIII, il étudie les causes de la diminution de
la déclinaison du Soleil. Il montre que, depuis Ptolémée, I'obliquité
de I'écliptique avait diminué de vingt-trois minutes. Il est le pre-
mier, dit Midler, qui ait remarqué, pourI'obliquité de I'écliptique,
une diminution que Peurbach avait simplement soupconnée.

Fracastor peut étre considéré comme précurseur de Laplace, qui
établit la théorie mathématique de la variation séculaire périodique
de I'obliquité de I’écliptique. 1l ne faudrait toutefois rien exagérer,
parce que l'insuffisance des moyens d’observation ne lui a pas per-
mis de formuler de propositions bien catégoriques.

Léonard de Vinci n’a pas été célébre seulement comme peintre,
mécanicien et aviateur: il a eu d’ingénieux apercus dans I'étude des
sciences géographiques. Bien qu’il ait été plus ancien que Frascator,
puisque les meilleures biographies fixent sa naissance en 1452 et
sa mort en 1519, les études auxquelles il s’est livré dans les sciences
tiennent une plus large place et méritent plus d’attention que celles
de Fracastor. En Astronomie, dit Libri, il a soutenu, avant Co-
pernic, la théorie du mouvement de la Terre. Mais le passage de
Léonard de Vinci parait avoir été mal interprété; et, en eflet, Groth
nous dit nettement, bien que d’'une maniére trop concise, que
Vinci avait déja une notion de I'influence du mouvement de la
Terre sur la chute libre des corps. Ceci toutefois ne parait pas de-
voir étre adopté sans restriction. Les lois de ce phénoméne n’étaient
pas encore étudiées, et il ne faut voir sans doute en cette assertion
qu’une preuve que Léonard de Vinci aurait voulu pénétrer un sujet
qui, deux siécles plus tard, allait étre la pomme de discorde entre
Newton et Hooke. L’explication que Venturi a cherché a en donner
est encore d’une concision extréme; Whewell parait avoir beau-
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coup mieux saisi le sens véritable. « Léonard », dit-il, « démontra
vers ’année 1510 comment un corps peut suivre, dans sa chute,
une ligne spirale ou hélicoidale, autour de 1'axe d’une sphére qui
tourne, tandis que le mouvement de ce corps, observé dun point
de la surface sphérique, reste dirigé suivant une ligne droite pas-
sant par le centre de la sphére. Il donne ainsi la preuve qu’il avait
devant les yeux 'image du mouvement de la Terre, et qu'il vou-
lait éloigner les difficultés qui devaient naitre de la simultanéité de
deux mouvements, celui du corps et celui de la sphére. »

Ce passage nous oblige 4 reconnaitre que Léonard de Vinci avait
accepté déja I'hypothése de la rotation. 1l n’est question ici que du
mouvement autour de I’axe de la Terre; mais, quant a saisir com-
ment il se le représentait, et quelle base il lui donnait, il nous est
impossible d’en juger. En tout cas, le fait dont nous parle Venturi
doit étre plutor regardé comme preuve de I'érudition d'un savant
distingué et de 'heureuse application du théoréme bien connu du
parallélogramme des mouvements 4 un exemple de nature a frapper
les regards. Le probléme dont il s’agit consiste, en etfet, dans la
construction de la courbe que décrirait un mobile, tombant libre-
ment d’un point situé sur le plan de ’équateur, et supposé entrainé
par le mouvement uniforme d’un observateur placé & l'origine sur
le méme plan. Léonard de Vinci ne connaissait pas la loi de la
chute des corps, et il a supposé le mouvement de chute uni-
forme. Le probléme peut aisément se transformer, soit au point de
vue géométrique, comme I’a traité Poleni, soit enfin au point de
vue analytique, comme 1’a défini Dienger; c’est, en effet, la courbe
que décrit un chien qui court aprés son maitre; en d’autres Lermes,
" c’est le premier exemple de la courbe de poursuite.

Une généralisation du probléme a conduit Léonard de Vinci a la
notion des courbes 4 double courbure, qu'il a su distinguer des
courbes planes, seul progrés accompli dans cette voie depuis
Pappus.

La conclusion a tirer de toutes les études qui précédent, c’est que,
longtemps avant la publication des ceuvres de Copernic, les idées
de ce grand astronome s’étaient fait jour, une & une, sans arriver a
s'imposer définitivement a 'esprit humain. On les retrouve expri-
mées par Hieronimo Tallavia de Reggio, Widmannstadt, Celio Cal-
cagnini. Enfin, au témoignage de¢ Gassendi, le systéme héliocen-
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trique comptait & Rome, avant 1536, d¢ nombreux partisans.

Nous voici arrivés au terme de ce premier Mémoire, qui avait
pour objet de montrer comment les deux doctrines fondamentales
de la Géographie mathématique, exprimées par la sphéricité et le
double mouvement de notre planéte, se sont graduellement déve-
loppées comme donnée scientifique et comme méthode de repré-
sentation. Le cachet d’érudition qui distingue ce travail lui donnera
un crédit puissant auprés des personnes qui s’intéressent a 1’histoire
des Mathématiques. H. B.

WOLF (R.). — GescHICATE DER AsTRONOMIE. Miinchen, 1877. Druck und
Verlag von R. Oldenbourg. — 1 vol. in-8°, xvi-815 p.

Cet Ouvrage forme le seiziéme volume de la grandiose publica-
tion, entreprise sous les auspices du roi Maximilien II, d’une
« Histoire des Sciences en Allemagne », dont nous avons déja ana-
lysé, dans ce Bulletin (*), le tome contenant |’ Histoire des Mathé-
matiques, par Gerhardt. Si notre jugement sur ce dernier livre a
di sembler peu favorable, nous ne saurions, en revanche, accorder
trop d’éloges a celui dont nous nous occupons aujourd’hui, et que
I'on peut certainement considérer comme une des gloires de notre
littérature historique.

L’un des nombreux écueils auxquels Gerhardt s’est heurté, et
qui ont failli faire échouer plusicurs de ses confréres, Wolf a su
P’éviter par un hardi détour. N’étant pas lui-méme Allemand, dans
le sens géographique dumot, il s’est tout d’abord affranchi des res-
trictions étroites que le plan général de la publication semblait
vouloir imposer aux auteurs chargés de la rédaction des diverses
parties; le livre qu’il nous présente est une histoire universelle de
I’Astronomie, dans laquelle, a la vérité, il offre une place d’hon-
neur aux produits du génie allemand. Les deux Traités présentent
encore une autre différence caractéristique. Tandis que Gerhardt

(') Poir p. 201 du présent volume.
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se borne presque exclusivement & enregistrer les extensions fonda-
mentales de notre science, en isolant ainsi de tous les termes
intermédiaires chacune des grandes découvertes, de maniére a les
présenter comme des faits dépourvus de tout lien mutuel, Wolf,
au contraire, attache a la recherche et 4 'exposition de ces termes
secondaires une importance toute particuli¢re, et déroule pour cela
devant le lecteur toute la richesse de ses connaissances historiques,
enchainant ainsi 'attention et la tenant continuellement en éveil.
En troisiéme lieu, I'auteur allemand, de parti pris sans doute, ne
fait pas la moindre mention de ses contemporains, tandis que I’au-
teur suisse a voulu que son Ouvrage piit aussi servir en quelque
sorte de répertoire de tous les travaux, tant anciens que modernes,
concernant la science historique, et ce consciencieux travail suffi-
rait déja a lui seul pour assurer 4 'ceuvre de l’autcur une impor-
tance hors ligne.

Le volume qui nous occupe est divisé en trois Livres, ayant pour
objets respectifs «1’Astronomie chez les peuplesde I'antiquité», «la
Réforme de I’Astronomie», et «1’Astronomie moderne». L’auteur
applique autant qu’il est possible a chacun de ces trois Livres le
méme systéme de subdivision en quatre Chapitres, dont le premier
est consacré a I’Astronomie théorique, le second a I’Astronomie
métrique, le troisiéme a I’Astronomie topographique, tandis que,
dans le quatriéme, sont énumérées et analysées les productions
scientifiques de la période correspondante.

Un avantage capital par lequel le livre de M. Wolf se distingue
des autres Ouvrages traitant de I'histoire des sciences exactes, c’est
son mode d’exposition, qui satisfait a toutes les exigences de la ri-
gueur mathématique, tout en restant a la portée du public ordi-
naire. Tandis que le texte du récit historique est écrit dans un lan-
gage intelligible pour tous, on trouve, dans les notes au bas des
pages, une richesse extraordinaire de matériaux pour I'explication
des détails spéciaux au sujet. C’est 13 que sont décrits minutieuse-
ment les instruments et les méthodes de calcul. Nous citerons,
comme exemples, I'exposition de I’Arénaire d’Archiméde (p. 36),
Panalyse trigonométrique du mouvement épicycloidal (p. 57), la
digression sur le calcul des transversalesde Ptolémée (p.-119), I'ex-
plication si clairc dutorquetum etdu planisphére (p. 161 et suiv.),
I'élucidation du procédé de Rothmann pour traiter le dernier. cas de
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congruence de la Trigonométrie sphérique (*) (p. 345), la prosta-
phérése (p. 348), etc., etc. Qu'un homme d’une érudition univer-
selle comme M. Wolf, dans le cours des longues études prélimi-
naires qu'il a consacrées pendant tant d’'années a la recherche des
matériaux de son livre, ait di recueillir un grand nombre de faits
nouveaux et importants, c’est 4 quoi 'on devait s’attendre; pour en
donner quelques exemples, citons ses renseignements inattendus
sur la Société astronomique de Cassel, que lelandgrave Guillaume
avait su rassembler autour de Jui (p. 266 et suiv.), les documents
qu'il donne sur I'invention du niveau (p. 573) et sur celle de'la
lunette montée parallactiquement (p. 589). Nous pourrions indi-
quer encore une foule de détails non moins remarquables; mais,
par cette méme raison, nous nous voyons forcé a les passer sous
silence et & renvoyer le lecteur a I'Ouvrage lui-méme.

Nous rappellerons seulement encore qu’ici le dessein poursuivi,
mais avec un succés bien incomplet, par 1’auteur dont nous nous
sommes occupé précédemment se trouve entiérement réalisé par
M. Wolf, qui a su faire ressortir la dépendance intime entre ’his-
toire de la science et celle de la culture générale; il suffira, pour
s'en convaincre, de lire ses remarques sur les superstitions tou-
chant les cométes, ainsi que les éclaircissements sur la sphére de
Heynfogel.

Pour donner au lecteur de cette analyse qui n’aurait pas encore
I'Ouvrage lui-méme entre les mains une idée superficielle au
moins de la marche de 'exposition, nous allons prendre un Cha-
pitre quelconque et analyser les objets qui y sont traités. Nous
choisirons le Chapitre VI,le deuxiéme du second Livre (2). Ce Cha-
pitre commence par les progrés du calcul numérique, inaugurés
par Stifel, Stevin et Biirgi, ou il est particuliérement question de la
multiplication abrégée; 1'auteur esquisse ensuite le développement
de la Trigonométrie plane et sphérique ; il s’étend avec détail sur
le procédé de calcul par la prostaphérése et sur I'invention des

(*) A coté de ce procédé, on peut citer, comme terme de comparaison, la théorie
du cas polairement conjugué, chef-d’ccuvre de simplicité mathématique. que I'on
doit & Johann Werner, et dont I’auteur de cet article s’est longuement occupé dans
le cinquiéme fascicule de ses Studien zur Geschichte der mathematischen und physi-
kalischen Geographie.

(*) Poir la division indiquée plus haut.
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logarithmes, qui en sont précisément la contre-partie, et il termine
cette premiére Partie, principalement mathématique, par |’énumé-
ration des machines & calcul remarquables au point de vue histo-
rique. [’auteur passe de la aux instruments d’'Optique, dont il tire
auclair 'anciennehistoire, plusoumoinsfabuleuse ; ilmontre que les
lunettes ont été ajustées aux instruments de mesure et ont étérecon-
nues comme pouvant servir aux observations de jour. Arrivant au
perfectionnement des méthodes de mesure, il donne un apergu des
idées de Nonius, de Brahe, de Vernier, et fait -voir comment elles
ont conduit & compléter le principal instrument de cette époque, le
quadrant azimutal ; vient alors une histoire détaillée de I'invention
de 'horloge & pendule (). A cette histoire succéde la description
des méthodes d’observation ; les différents procédés employés alors
pour la détermination des coordonnées géographiques sont exa-
minés i fond; 4 une analyse des catalogues d’étoiles, trop peu ap-
préciés jusqu’ici, dus aux astronomes hessois, se rattachent « les
observations de Tycho et de Hevel », et a celles-ci « les mesures de
degrés de Snellius, de Norwood et de Riccioli ». Enfin, dans les
deux derniers paragraphes, 'auteur rend compte des progrés effec-
tués dans les méthodes de projection des cartes et dans le calcul des
parallaxes. On voit que la lecture de ce Chapitre nous offre une
image claire de I'état de I’ Astronomie pratique dans l'intervalle des
années 1550 et 1650.

Vouloir adresser des critiques quelconques a un Ouvrage si riche
en matériaux et si merveilleusement rempli, cela pourrait passer
" pour une entreprise tout a fait superflue. Et, en effet, nous n’au-
rions pas cru avoir qualité pour cela, si nous n’avions pas tenu a
démontrer par 14 'ardeur que nous avons apportée a I'étude appro-
fondie de ce livre. D’ailleurs, I’examen des détails n’aurait eu au-

(') L’auteur de cet article croit qu’il est de son devoir, dans V'intérét de la vérité,
de faire observer que I'opinion adoptée par lui dans ses Permischte Untersuchungen
(voir Bulletin, X1, 108), et partagée aussi par M. Wolf, suivant laquelle Galilée aurait
complétement échoué dans ses tentatives pour I'invention d'un échappement auto-
matique, n'est peut-étre pas bien démontrée. Une certaine source de renseignements
avait été indiquée alors par nous comme n’ayant pu étre consultée, et d’aprés une
communication verbale d’un des savants les plus versés dans I'histoire de Galilée,
M. Wohlwill, 2 Hambourg, cette méme source doit fournir d’importants éclaircisse-
ments sur cette question.
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cune raison d’étre s'il se fiit agi d’'un traité esquissant & grands.
traits la marche générale de l'histoire; mais, en face d’un auteur
qui consacre tant d’attention a relever les plus minces détails dés
qu'ils lui semblent présenter quelque intérét historique, nous
croyons par nos remarques entrer pleinement dans ses intentions.

A la page 113, 'auteur ne s’étant pas prononcé sur I'origine du
mot colure, nous ferons observer que I’étymologie de ce mot, objet
de tant de contestations, a été définitivement établie par Heis dans
son journal hebdomadaire ( 7 ochenschrift).

L’assertion de la page 101 : « Tandis que Hartmann était venu
du dehors, Jean Schoener ou Schoner, au contraire, était un vrai
enfant de Nuremberg », nous parait douteuse ; nous avions cru jus-
qu’ici que Schoner était natif de la petite ville de Karlstadt, dans le
voisinage de Wurzbourg.

Lorsqu'il est question, page 245, de la part que Longomontanus
fait au systéme de Copernic, en conservant du moins la rotation de
la Terre autour de son axe, il eiit été bon de faire ressortir encore
davantage 'importance historique de ce systéme de conciliation :
deux savants, dont M. Wolf n’a pas parlé, le mathématicien bo-
héme Origanus et le physicien Patritius, ont donné leur.adhésion a
ce systéme.

L’article sur I’attraction des montagnes, malgré la haute impor-
tance que cette question a prise dans ces derniers temps au point de
vue de la Géodésie astronomique, n’a pas été traité avec tous les
développements désirables. Le fait que Bouguer a le premier ob-
servé ce phénoméne n’aurait pas dit étre passé sous silence, non
plus que la monographie compléte de Keller sur ce sujet (p. 628).

A la page 763, I’ Archiv der reinen und angewandten Mathe-
matik, publié par Hindenburg, est cité avec cctte mention, qu'’il
contient beaucoup de choses intéressantes pour 1’Astronomie. Ony
rencontre, en effet, plusieurs Mémoires dont I'auteur ne s’est pas
servi: par exemple, un Mémoire de Beitler, a Mitau, sur la déter-
mination de la hauteur du péle, et untravail qui n’est pas sans im-
portance, d'un astronome amateur bien connu, le comte Briihl, sur
les cercles astronomiques, travail qui, joint aux annotations de Zach
sur les motifs qui ont a cette époque fait adopler les cercles entiers
ala place des secteurs, oflre au lectcur bien des points de vue nou-
veaux.
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Au sujet de quelques autres désaccords entre I’auteur et nous.
relatifs & d’autres parties du livre, nous nous étions déja expliqué
I'un et I'autre dans I’ 4llgemeine Zeitung.

Chaque fois que nous ouvrons I’Histoire de I’ Astronomie de
Wolf, c’est pour nous un sentiment de joie de voir que les études
sur I’histoire des Mathématiques s’y trouvent enfin assises sur une
base si siire pour leurs progrés futurs. Nous espérons que les lec-
teurs du Bulletin retrouveront aussi dans notre article I'impression
de ce sentiment. Nous terminerons maintenant en faisant des
veeux pour que I'auteur chargé de I Histoire de la Physique, qui doit
encore paraitre dans la grande collection bavaroise, fasse une ceuvre
digne de celle de son prédécesseur. Nous ne pouvons faire pour lui
un meilleur souhait.

S. GUNTHER.

ENNEPER (A.). — UNTERSUCHUNGEN UBER DIE FLACHEN MIT PLANEN UND SPHA-
RISCHEN KRUMMUNGSLINIEN (').

Dans ce travail étendu, I'auteur s’est proposé de reprendre a
nopveau I'importante question de I'étude et de la recherche des
surfaces a lignes de courbure planes et sphériques. Aprés un his-
torique rapide dans lequel sont mentionnés les travaux de Joachims-
thal, de MM. O. Bonnet et Serret, M. Enneper définit le but de
. son travail et indique la marche qu’il emploiera. Cette marche est
toute diflérente de celle qui a été suivie par les inventeurs, et on
peut la caractériser par ce fait, qu’au lieu d’avoir a intégrer des
équations aux dérivées partielles, M. Enneper ne rencontre, dans
sa méthode, que des équations différentielles ordinaires, équations
que 'on peut toujours intégrer en donnant des formes convenables
aux fonctions arbitraires qui y figurent. L’auteur étudie, d’'une ma-
niére trés-détaillée, les différentes espéces de surfaces a lignes de
courbure planes; mais un seul article est consacré a des surfaces
a lignes de courbure sphériques, celles pour lesquelles les lignes

(*) Abkandlungen der Koniglichen Gesellschaft der Wissenschaften zu Géttingen,
t. XXIII, 1898. .



MELANGES. £33

de courbure de 'un des systémes sont planes ct Jes autres sphé-
riques. .

Un dernier article du Mémoire est consacré a la généralisation
de la notion des surfaces paralléles. On sait que Steiner, dans un
Mémoire inséré au Journal de Crelle, a fait connaitre une exten-
sion de la théorie des surfaces paralléles, qu'il a obtenue en consi-
dérant dcux surfaces quelconques, ct en appelant points corres—
pondants sur ces deux surfaces les points pour lesquels les plans
tangents sont parall¢les. M. Enneper a établi, au sujet de ce mede
de correspondance, un théoréme curieux dont il fait Papplication
aux surfaces a lignes de courbure planes. G. D.



