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SUR UNE TRANSFORMATION TRIGONOMETRIQUE EMPLOYEE PAR HANSEN
DANS LA THEORIE DES PERTURBATIONS;

Par M. B. BAILLAUD.

On sait que la méthode de la variation des constantes arbitraires
conduit & représenter les coordonnées d’'une planéte dans le mou-
vement troublé et leurs différentielles premiéres par les mémes
fonctions du temps et des éléments que dans le mouvement elli
tique. Hansen a remarqué qu'il y a une infinité de systémes d’axes
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de coordonnées, variables avec le temps, qui jouissent de la méme
propriété. Il a nommé ces coordonnées coordonnées idéales, et il
a fait de leur emploi le point de départ d'une méthode avantageuse
pour l¢ calcul des perturbations, dans laquelle il cherche le mou-
vement de la planéte par rapport & des axes mobiles de coordonnées
idéales, et le mouvement de ces axes X, Y, Z par rapport & des
axes x, y, z. 1l profite de I'indétermination des axes mobiles pour
faire passer constamment le plan des XY par la planéte elle-méme.

Soient 6 I'angle que fait avec Ox le neeud ascendant de XY sur
xy 3 ¢ I'angle que fait OX avec ce nceud ascendant; i I'angle des
deux plans; b 'angle du rayon vecteur mené de P'origine a la pla-
néte avec le plan XY; [ I'angle que fait sa projection sur xy avec
O.x; ¢ I'angle du rayon vecteur avec OX. On a, entre ces diverses
(uantités, les équations

cosb sin (! — 6) = cosisin(v — g),
(1) cosb cos(l — 6) = cos(v — a),

( sind = sinisin (v — o),

qui servent a calculer / et b quand on connait ¢. Le nombre des
applications a faire de ces formules étant trés-considérable, et les
. valeurs de 6,7, ¢ variant avec le temps et par suite avec v, ces for-
mules ne seraient pas trés-commodes. Hansen profite de ce que les
quantités 0, i, ¢ varient trés-peu pour introduire leurs valeurs ini-
tiales 6y, iy, 5, En outre, OX étant arbitraire dans le plan XY, il
suppose g, = 0,.
On tire des formules (1) les suivantes :

cosb sin(l —0,) = cosisin{v — o) cos(d — 6,)
+ cos (v — o) sin(6 — 6,),

(2) cosb cos(l — 8,) = — cosisin(v — o) sin (8 — 6,)
=+ cos (v — o) cos (0 — 6,),

\ sinb = sinisin(v — o)

Silon mettait en évidence, dans les seconds membres des for-
mules (2), les valeurs que prennent ceux des formules (1) quand
on y remplace 0, i, ¢ par 0, iy, G, les parties complémentaires
seraient visiblement trés-petites, puisque 6, 7, o différent peu de
leurs valeurs initiales. Ces parties complémentaires seraient des
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fonctions de v, que nous représenterons, pour abréger, par

m sine 4+ n cose,
m' sinv 4 n' cosv,
m”siny 4 n” cos,

m, m', m", n,n', n" étant indépendants de v.

Il est manifeste que toute fonction de cette forme est une fonc-
tion linéaire et homogéne de deux de ces fonctions, pourvu que
celles-ci ne soient pas identiques a un facteur constant prés; mais
il faut remarquer en outre que, si dcux de ces fonctions ne diffé-
raient que par un facteur constant, la troisiéme ne différerait pas
autrement de chacune d’elles. En effet, cn désignant par P, Q, R
ces fonctions, on a

5 cos b sin({ — 6) = cos/, sin{v — q,) + P,
(3) cosbcos({ — 8) =cos(v — g,) + Q,

( sind = sini, sin(v — q,) + R.
La somme des carrés des premiers membres est 1, et il en est de
méme de la somme des carrés des premiers termes des seconds
membres. Il en résulte que la valeur de tangv, qui annulerait Q et
R si ces fonctions ne différaient que par un facteur constant, annu-
lerait aussi P.

Il résulte de ces considérations que, s’il y avait dans les fonctions
P, Q, R une constante arbitraire, on pourrait en disposer pour
rendre ces trois fonctions identiques a des facteurs constants preés.
Il suffirait méme que cette constante arbitraire se trouvat dans
deux d’entre elles. Or rien n’est plus facile que d’introduire une
telle constante sans modifier essentiellement la forme des équa-
tions (3). Soit I' un angle trés-petit. On a, en partant des équa-
tions (2),

cosb sin (! — 8, — T') = cosi, sin (v — §,) — Py,
(4) cosbcos(l — 0, —T') =cos(r — 6,) +Q,,
} sind = siniysin(v — 8,) + 5,
en désignant par Py, Q, s des fonctions de v ayant les valeurs sui-
vantes :

P, = — cosisin(v — o) cosz — cos(v — g) sinx -+ c0si, sin(e — ),
Q. =— cosisin(v — o) sinx + cos(v — o) cosa — cos(¢— 6,),

S = sini sin (v — o) — sind, sin(v — 0, ),
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ot I'on a posé, pour abréger,
x=0—6,—T.
Si 'on met partout en évidence ¢ — g et que l'on écrive que les
rapports de Py et Q, a s sont respectivement égaux a des constantes

arbitraires A cosw, A sinw, on trouve

! — €08 Cosx + C0si, cos(a — 6,)

Acosw — — —
sini — sin/, cos (s — )
__ — sinz + cosi, sin (¢ — 6,)
- - 0 1]
— sin/,sm (¢ — 6
(5) « Bhsins = &)
. — cosisinx + sin(¢ — 0,)
Asinw — —— -
sini — sini, cos(a — 6,)
__ cosx — cos (g — 6,)
T —sini,sin(z — 0,)

On a ainsi deux équations, d’ou il est aisé de tirer sinx et cosz.
On trouve d’abord pour dénominateur commun i sinx et cosx
Pexpression
[sini — siné, cos(e — 0,)]* + cos?i sin*/, sin?(c — §,),

qu'il est bien aisé de mettre sous la forme

[1 — sini sini, cos (¢ — 6,)]* — cos?i cos? i,.
Ce dénominateur sc décompose en deux facteurs, dont I'un dispa-
rait, et si I’on pose
(6) % == 1+ COsi cO%iy — sini sin, cos (s — 6,),

on trouve

(7)

xcosx = (1 + €08 cosiy) cos (e — 6,) — sin (¢ sinj,),
% % sinar = (cosi + c0sf,) sin (@ — 6, ).

11 est aisé de constater que la somme des carrés des valeurs de sinax
et de cosx est égale a l'unité.
On tire ensuite des formules (3)

%A cosw = siné, cosi 4+ cosé, sini cos(s — §,),
’
(8)

%A sinw = — sini sin(a — 6, ).

On en conclut ) )

2 A? =1 — [COSi €08y — siné sini, cos(a — 8,)]2;
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d'on ;
(9) %A* = 1 — cosi cosi, + sinisini, €os (¢ — §,).

Sil’on pose ensuite A = tangn, on a

sintn = [t — cosi cosi, + sinisini, cos(a — 6,)],

&)

(10)

I .
? cos?n = — [1 -+ cosi cosi, — sinisini, cos (e — 8,)].
2 .

D’autre part, le rapprochement des valeurs de = et de = cosx

. x .z
conduit a calculer cos = et sin —» et, comme x = 2 ¢os?n, on trouve
2

de suite

i =i, ¢ — 0,
cos

r
COSn Cos ; == COS ’

(") i—i, ., ¢—0
sin

. X
COSy SIn — == CO§
2

— — A i—

Les formules (6), (7), (8) et (10) prennent des formes trés-
élégantes quand on y introduit les angles qui figurent dans les
seconds membres des formules (11).

On trouve sans difficulté

1 =47 g — 0, i—i, . 6—0
— % = cos? — cos? ¢ + cos? ® sin* ——2,
2 2 2 2 2
1 i+ g— 9 i—i, ., 6—
— % COS.r = COs? * cos? * — cos? —sin? ——2,
2 2 2 2
) S i+, i—i, . c6—0, ¢c— 0,
—~ 2 sin + = 2 cos cos sin cos ’
2 2 2 2 2
1 Cird, i, a—0
—xAcosw=— sin ? cos ? cos? 2
2 2
l2 . . . . - - Vet e an
( ) . L= i—iy, ., 6 a0—0,
— sin CcOoS sin? ’ .
2 2 2
!
1 . . fiA4-1, i—1i\ . oa— 6 c— 8,
— 2z A sinw — — sin -+ sin cos ’
2 2 2 2 2
. R o ] ¢ — 0 L i—d . e —0,
sin?n — sin? ® cos? ! 4+ sin? sin? ,
] -+ iu "o : g G — 9. ,
I D,

G — 90 i —
cos?y = cos? €082 ———— - cos? - sin
2 )
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Sur ces formules, la vérification de I'identité '
sin?x + cos?x =1

est immédiate.

En combinant les quatre formules du groupe (12) qui saivent
la premiére, on trouve de suite
‘ . (-7‘ > N 5 — 0,

SMncCosS| — — v ) — Sin ——— COS§ ————

2 2 2

(13)

i—1i . a—0,
sin ———»
2

—— A~

. . x .
Smy s | — —w ) =—=-—sSsIin
2

formules qu'il convient de rapprocher de celles du groupe (1),
avec lequel elles forment un systéme analogue aux formules de
Delambre relatives aux éléments d’un triangle sphérique.

Les quantités T, %, w étant ainsi déterminées, les équations (4)
deviendront

‘ cosb sin({ — 6, — ) = cos/,sin{v — 8,} — tangn cosw. s,
(14) { cosbcos(l — 6, — I') = cos (v — 0,) + tangn sinw.s,

sinb = sin/, sin (v — 6,) + .

La fonction s est trés-petite, et elle joue un réle essentiel dans la
méthode donnée par Hansen pour le calcul des perturbations.

La cinqui¢me des formules (12) montre que tangn sinw est une
quantité trés-petite, de sorte que langy sinw.s est une quantité du
deuxiéme ordre par rapport aux masses perturbatrices. La formule
précédente montre que, si I’on néglige les termes de I'ordre des
masses, tangn cosw se réduit a tangi, ct que, par suite, le dernier
terme du second membre de la premiére des équations (14) est
égal 3 — stangi,, si I'on néglige les termes du second ordre.
Enfin 'angle T' est lui-méme du second ordre. On tire, en effet,

des équations (11)

. F—1 . oa—0, 8-—19,
cosyn sinl' —= — cos s cos
2

i+, c—6, . 0—40,
—+ cos cos sin .
2

D’autrc]part, la théoric des coordonnées idéales conduit a I'équa-
tion

d9 = ——
cOS/
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d’ou I'on tire, en désignant par ¢ une quantité du premier ordre,
o -— 0= (9 — 6,) (cosi,— ¢.

Sil’on remplace en outre les sinus des arcs trés-petits par les arcs

eux-mémes, et les cosinus par I'unité, il vient, en négligeant seu-
lement les termes du troisiéme ordre,

. s—6, 6—46, . <9—9.,)
cosy sin' — — -+ COSip =1 .
2 2 2,

Toutes les fois que les termes du second ordre seront négli-
geables, les formules (14) dev1endrout done

cosb sin(l — 6,) = cosi, sin(v — 6,) — s tang/,,
cosb cos(l — 0, = cos(v — 6, ),
sinb = sin, sin(¢ — 8,) + s,

ct, comme les valeurs de s seront connues d’avance, ces formules
ne laisseront rien a désirer.

Hansen résout le probléme que nous venons de traiter au moyen
des exponentielles imaginaires. MM. Dupuy et Périgaud, dans
leurs études sur la méthode de Hansen, cn ont donné des solutions
géométriques. Il nous a paru utile de faire ressortir la vraie raison
de cette transformation et de I'ellectuer par les procédés ordinaires
de la Trigonométrie. La marche que nous venous de suivre nous a
d’ailleurs donné plusieurs formules élégantes, qui pourraient assu-
rément étre déduites de celles de I'illustre astronome allemand,
mais qui cependant n’ont pas été signalées expressément par lui
dans son Mémoire.



