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MELANGES.

SUR LA REDUCTION DES INTEGRALES INDEFINIES;

Par M. ANDREIEWSKY,

Profesgeur a 1’Université de Varsovie.

1. Euler aindiqué, dans son Zraité de Calcul intégral ('), unc

N+t
désignent des fonctions de x, p un nombre entier ou {ractionnaire,

'3 ’ . . , Mdx N
méthode pour réduire une intégrale de la forme f ——,ouMetN

4 une autre intégrale de la forme f - Pour cela, il considére la

différentielle
R NR'—pRW

d — =

hp N[‘+| dx

(R désignant une fonction arbitraire de x, R’ et N’ les dérivéesde R
et N par rapport a x); d’ot, en posant

_ ['Mdr
— WQ

_ [M--NB'—pRV
Np 1\11-1»1
Si 'on détermine, maintenant, la fonction R, de maniére que
M + NR' — pRN’ soit divisible par N, ou que 'on ait

on déduit

(1) M — pRN =NT,

(') Institutionum Calculi integralis tomus I, p. 72. Editio tertia.
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I'équation précédente donnera

(2) _ MII.Z‘_ R M, dr
YTE)nwmT TN ) v

ou

(3) M, =R'+T.

2. Ces formules d’Euler peuvent étre présentées sous une autre
forfne, qui sera, dans plusieurs cas, plus commode pour les appli-
calions.

D’aprés le n° 1, pour ramener l'intégrale y (2) & une autre in-
tégrale plus simple, il faudra trouver deux fonctions R et T satis-
faisant a I'équation (1) et pour lesquelles la fonction M, (3) ne soit
pas plus compliquée que M.

En introduisant, au liecu de R et T, deux autres fonctions A et
B, liées aux premiéres par les relations

pR=—MA, T=MB,
on pourra écrire ’équation (1) sous la forme
(4) BN — AN =1,

et les équations (2), (3) deviendront

Mdr AM M.dr
5 J—
( ) . NP-H"';,’L\_,, . ™ 9
(6) M, =L[(Bp—A")M —AN'],

l)

ol A et B désignent dcux fonctions quelconques satisfaisant a
'équation (4). Or, si A, B remplissent la condition (4), il en sera

. K K , .
de méme des fonctions A — 3 N,B— m N’, K étant une fonction

arbitraire de x. Par conséquent, on pourra remplacer la formule (5)
par cette autre, plus générale,

Mdrc . AM — DNK Ldr
(7) T i e v
ou
(8) L= _[(Bp— A')M— AM'— (p—1 KN'- NK'].
[I
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3. On trouve, dans le Cours d’ Analyse de M. llermite ('), une
application trés-élégante de la formule (7) ala recherche de la
pp
Mdx

partie algébrique de I'intégrale f —— ou M et N sont deux poly-

Nep+t
ndmes, ct p un nombre entier et positif.-

Le succés de cette application dépend de ce qu'on peut toujours
déterminer deux polyndmes A, B satisfaisant a I’équation (4), si le
polynéme N est premier avec sa dérivée N/, en effectuant sur N
et N’ la recherche du plus grand commun diviseur. -

Je dois établir, maintenant, au moyen des formules (5), (7), en
observant qu’clles subsistent quels que soient les fonctions M, N
et 'exposant p, exceplé p = o, plusicurs autres formules pour la
réduction des intégrales de certaines différenticlles algébriques et
transcendantes.

4. Posons d’abord

N=ar'+4rx —+s.

En divisant N par sa dérivée N’ = 2x + r, on trouve le quotient
r r r . . .
5+ 7 avec le reste s — 7 ce qui fournit, dans ce cas, les solutions

suivantes de I'équation (4):

(7)) =

4 4
La substitution de ces valeurs de N, A, B dans les formules (7),
(8) donne

Mdzr
(24 =4 re 4 s)p+

(9) _(x‘-*—;—‘)l\l—(.z’—i—r.r—{-s)l{

Ldr
r +f(r‘+ ra +.\‘)1"
2p < — Z) (2* + ra +s)P

(1) Cours d’'Analyse de UI’Ecole Polytechnique, 1873. Premicre Partie, p. 267,
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ou
L= 2—;(3'_ Z)[(zp-—- )M — <x+ g) w

—(p— 1) {25+ )R+ (& re -+ )K |-

Si M= x", n désignant un nombre entier et positif, on pourra
disposer de la fonction arbitraire K de maniére que le degré de L
soit inférieur a n. Pour cela, faisons K = ax"~!; alors, en annulant
le terme en x" de L, nous trouverons & = 1 ; ainsi, dans le cas de
M= x", K = z"~1, I'équation (g ) devient

a"dr

r
-z 4+ s
2

(10) 2p (-"— 2) (z* +rz+s)P ’
i Kl "> G*p?.:i:f;)sw“-
2p s

Cette formule raméne I'intégration de la diflérentielle

adr

(@~ ra—-s)pt

a 'intégration d’une autre différentielle du méme genre, dans la»
quelle I'exposant du trindme sera diminué d’une unité, et le numé-
rateur renfermera les termes en x"~', 2", et sera, par conséquent,
d’un degré inférieur a 7.

Lorsque M est unc fonction transcendante, ayant une dérivée
algébrique, on pourra, d’aprés la formule (g), réduire I'intégrale

[

Mdx . . sep o
T e O est un nombre entier et positif, a

_EZ _'_ ra + J)[I-O-I
Mdz
Xt 4+ rxe —+$

et a une suite d'intégrales de différentielles algébriques.
Les formules (9), (10) deviennent illusoires si 'on a p = 1, ou

Bull. des Sciences mathém., 2° Série, t. 1I. (Juin 1878.) 17
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r . , .
s— - = o. Changeons maintenant p en — p dans I’équation (g),

ou nous supposcrons K = o, ct résolvons-la ensuite par rapport
a l'intégrale f M(x2?+ rx + s)Pdx, qui sera contenue dans son

second membre; il viendra

fM(.'r’ 4 ror 4+ s)Pdr —=
! 2p+ 1

__1 ' V(a2 J)
2p+lfM (z‘+2)(.'t —+rx + s)Pdx

+-2—p ( —f-) fM(m’+r.t+s)P+'d.t.
2p—+ 1 4

Au moyen de cette formule on peut ramener Iintégrale

’
(-r -+ -2-> (2* 4+ rz +s)p

/‘ M(x? +~rx+s)Pdx, oi M est une fonction transcendante
ayant une dérivée algébrique, et p un exposant entier et positif, a

f Mdx et a des intégrales de différentielles algébriques.

5. Reprenons I’équation (4) et supposons qu’on ait
(' ') N=g+m,

¢ et ¢ désignant deux fonctions rationnelles de x, 7 un exposant
quelconque; si m est fractionnaire, §™ sera irrationnelle; mais
on peut facilement satisfaire a I'équation (4) par des valeurs ration-

nelles de A, B.
11 suffit, pour cela, de remplacer dans 1’équation (4) N par son

. ym , .
expression (11), et N’ par ¢ —%—% ¢/, et d’égaler ensuite les par-

ties rationnelles et les cocfficients de ¢ dans les deux membres.
On trouve ainsi

\J md’
(12) — A/

Y
2 A ——-~——— B =——M——
" e — 99 P —

Par conséquent, d’aprés les formules (5), (6), (12), l'intégrale

Mdz P M|(l,7‘ \ »
————— peut étre ramenée 4 | ————, rM,
Ty P t étre ramenée : TERr oulenumérateurM

v . i
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ne contiendra pas d’autres quantités irrationnelles que celles qui
figurent dans M.

6. Soit, par exemple,
N=a+a", 9=a, =2
Les équations (12) donneront

A:—f— —_—y

ma

et, par suite, des formules (5), (6) on déduira

Mdr aM
\ zm +a /t+| ’"ﬂp (.l"' -+ a\p

( + I (mp — ')M—'rM,d.z'. )
map (z" +a)r

En changeant dans cette équation p en — p, et cn la résolvant en-

13)

suite par rapport a I'intégrale f M(x™ =+ a)dxr,ona

fM(z"‘+a)sz

Mz (™ 14
(14) / = z (" + a) — ! fM'.r(.r"‘-{-a)-"dt
' mp 4+ 1 np 4+
+ mar fM(.z"‘—i— al\r—'de. g
\ mp —+ 1

Ces formules comprennent, comme cas particuliers, la formule
connue pour la réduction de I'exposant d’une différentielle binéme.
Lorsque M est une fonction transcendante ayant une dérivée
algébrique, les formules (13), (14) réduisent les intégrales

Mdzx
f T rap f M (x™ + a)P dx, ot p désigne un nombre entier et

Md
positif, respectlvcment a f . f Mdzx, et a des intégrales de

différentielles algébriques.
7. Silon fait, dans les équations (11), (12),

I

—_— Y, — n b e
=c.7T —ax"-+ mn— 9
? » ¥ ’ n

17.
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n désignant un nombre enticr et positif, on aura -

n— 1 axt—!
N=cr+ Jaua"+ 0, A::-—z—c(a.z"-q- b), B:—.—wbc—-.

Fn substituant ces fonctions a N, A, B dans les équations (5), (6),

il viendra
Mdr
‘ c.z'+\/a.z."+b)l""'

{ax"+ bYW
pbc(c.r -+ cmb}l’
1 (a(n—p)a+t'M—+ a2+ b)M'
pbe f (cx —+ Yaz+ b

(15)

dr,

Les coefficients de M, M’ du numérateur sous le signe d’inté-
gration du second membre étant des fonctions entitres, 'intégrale

Mrl>
- > ou M est une fonction entiére et p un
(cz—i—‘/af‘-e—b)"

nombre entier et positif, se réduit, au moyen de la formule (15), a

dx
— Q___; » ou () sera aussi une fonction entiére.
cx +—\Jax 4 b
8. Les formules deréduction démontrées dans les numéros précé-
dents (4 & T) sc rapportaient aux cas ou N est une fonction algébri-
que. Nous allons appliquer maintenant les formules du n® 2 4 la ré-

. o Mdr
duction des intégrales N1 bour certaines formes transcendantes

de la fonction N.

Soit d’abord
(16) N=¢+e¢,

ou ¢ est une fonction quelconque, que nous supposerons indépen-
dante de 'exponentielle ¢*.

Dans ce cas, I'équation (4) peut étre facilement vérifiée par des
valeurs de A, B, qui seront aussi indépendantes de e*.

En elfet, si I'on écrit 'équation (4) pour la fonction (16), et que
I'on égale ensuite dans les deux membres les coefficients de e et
les termes indépendants de e, on obtiendra deux équatjons qui
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donneront

('7) A—=B= ——-’-—-—;.
?—¢
En remplagant, dans les équations (5), (6), N, A, B par les ex-
pressions (16), (17), on a

(18) f Mdr M +f M,dr
T = ’
(¢ +e )b Tplo—¢) g+ J (g

ou .
- ‘*’,) M —M'].
? —7

T
(19) o=t (o
rle—v]L\P
La formule (18) devient illusoire si p == 0, ou g = €*.
Supposons que M renferme le facteur ¢ — §' élevé  une certaine
puissance, ¢'est-a-dire que I'on ait

M=(¢—9')"
¢ désignant aussi une fonction de x.

Alors les équations (18), (19) pourront étre remplacées par
celles-ci

(20) f(o—q'\"\[; dr (o — o' )—1Y " lf(o-—cp’)""\’a_rl.r,

(e 7 pleg—c) p (v + o)

(21) h=(v—¢) Py —¥) (1 —n)(s' —¢" )}

9. Quand ¢ et § seront des fonctions entiéres respectivement des
degrés g ct /i, le numérateur (¢ —¢')"¢ sera du degré gn + k, ¢,
de degré g + I, et (p — ¢')""2¢, du degré g(n—1) + A.

La formule (20) permet donc de ramener 'intégration de la dif-
(p—¢')Ydu
(g + e )p
méme forme, mais dans laquelle le degré du numérateur sera

abaissé de g unités, et I’exposant p + 1 d’une unité.

Faisons, par exemple, dans les équations (20), (21)

férentielle a I'intégration d'une autre différentielle de

¢=18 y=ab, h=m—ng+n,
1. viendra

' (r — g\hdr g (g g)n !
— [
22)] (a8 4+ €7 P(ad +e)p
( v (a8l —gV [ pai—(pgtm—t-n—glr~glm—g+1\Jir
] g '

rJ -

’

.
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Le numérateur de la différentielle du premier membre de cette
équation est du degré m —+ n, et le numérateur-de la différentielle
du second membre est du degré m + n — g.

La formule (22) subsistant pour toutes les valeurs des constantes
m, n, g, nous considérerons un cas particulier, en déterminant m
et npar la condition

pri— (pg+m+n—glxr+g(im—g+1)=plz—g),
d’on '
m=(p-+1)g—1, n=1I.

Pour ces valeurs de m, n, la formule (22) devient

f.z'(l"’")l" (r—g)dx P8 f.'rl’f“' (r —g)dz
= - | —=,
14

(28 + expp+ p(r8 + )P (28 + )

ou, en changeant g en — g,

(23] (l+§>dl‘— . <l+§)dx

(l-{-.zé'u‘)l’*"—“p(l --a8er )P '((4-7:@)7?'

D’aprés cette équation, I'intégrale du premier membre se réduit
a une autre, qui ne différe de la premiére que parce que p est rem-
placé par p —1. Conséquemment, I'application répétée de la for-

(l+€>llﬂ
x

\ 9. ’
mule (23) raméne l'intégrale [ aterm

» ol p est supposé

(l-&—s»d&‘

entier et positif, 4 » quel que soit g.

T+ aBer

En remplagant p par — p dans I'équation (23 ), et cn la résolvant -
cnsuite par rapport a l'intégrale du second membre, on trouve la
relation '

r r8er\P
f(x +£’->(l+.z'3e‘)l’dx:(¢—'i—r—ﬁ—— -f(l +§).’1+m3e‘\r'-'d.c,
x » x /)" ‘

qui permet d’évaluer facilement U'intégrale

[(n +%> (1 + x6e*)e dr,
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ou p est entier ct positif et g quelconque, en la réduisant a
f(x +§) dx ==x + logxé + C.

10. Sil'on pose, dans les équations (20), (21),
¢ = asinz + B cosz, = sinfz cosi.z,

on obtient

[(B+a)sinz+ (B — «)cosx]sinfx cosh.r Ie
: d.
(xsinx 4 Bcosx + e* jp+

[(B~+ 2)sinz + (B — a)cosz|*~' sinfxrcos x

(24) = . :
pPlasine +f cosx -+ e*)?
+l (B + a) sinr+(B-—a)cos.ﬂ"—up,d’t,
P (st 4- 5 cose + & ¢
ou
V=lalp—h—n—+1)+B(p+h-+n—1)]sins+rcoshe

(25) +[B(p—g—n+1) —a(p-+~g-+n—1)]sinsucost*r

? “+ h{B + x)sins+ xcost~'x — g(B — «) siné—'a cosh+ra,

Le numérateur de la différentielle du premier membre de I’équa-
tion (24) est du degré g+ —+n par rapport a sin x, cos x, et lc
numérateur de la différentielle du second membre est du degré
& + h =+ n—1 par rapport a sinx, cos.x.

Poura =f = i, g = k— n, les équations (24), (25) donnent

sinfx costx dr
(sinx 4 cosx + pet)p+!

sinf—'z coshr

T 2p(sinx - cosx -+ pet P
1 ["psint—treoshr— (k—1)sinf—2rcost* r hsinfrcost—t.r
2p (sinz —+ cosx -+ pet e

dx,

On peut facilement généraliser cette formule de réduction, en la
différentiant m fois par rappert & p; il viendra

SN T -+ cos.L—pet /T 2p(sina 4 cosx +4- pet )t

I Qem dr
-+ — - ’
opJ Isine + cose 4 pef P

f sint.r cosh.r ez iz sinf—'x cosh.x em®
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ou v - et
Q= (p —m—+1)sint"'xrcoshz — (& — 1)sint—*zcos+'x + hsintzcost-1z.

11. Considérons encore les formes trigonométriques de la fonc-
tion N; soit
(26) N == a + hcosax.
Dans ce cas, ’équation (4) se présentera ainsi
(27) B(a + bcosz) + Absinz =1.

Pour déterminer les valeurs de A, B, nous poserons

A= —hbsinz, B=h(a— bcosx);

alors I’équation (27) donnera

et, par suite,

bsinz a— bcosx
(28) A=—cia B=—Fp

Substituant, dans les équations (7), (8), a N, A, B leurs va-
leurs (26), (28), on trouve

‘ f Mdr __ bMsinr + (a <+ beosx)K
(29) a-bcosc)tt' T plat—b') (a+ beosx )
1 Ldz
+ plat— by f;a—i— bcosx)/”
ou
(L={[ap— b(p—1)cosz]M

30
. (3) ~+ (@ + beosx) K' + bsinz[M' + (p —1)K],
K désignant une fonction arbitraire de .

La formule (29), qui subsiste quelle que soit 1a fonction M, com-
prend, comme cas particulier, la formule connue (*) pour la ré-

duction de l'intégrale f (f+ geosa) dz

(@~ b cosx Jp+

(") Cerer, Institutionum Caleuli integialis tomus I, p. 150,
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En effet, si dans les équations (29), (30), on a M = f+ g cosx,
on pourra disposer de la fonction arbitraire K, de maniére a rendre
L aussi linéaire par rapport a cos x.

Pour cela, faisons K = p.sinx, p désignant un coefficient indé-
terminé; aprés la substitution de ces fonctions a M et K, et le rem-
placement de sin?x par 1 — cos?x, I'expression (30) de L devient

L=apf—bg+ (p—1)bp
-+ [apg — (p —1)bf + apleosz — (p — 2) (p + g)bcos',
et, en égalant a zéro le coefficient de cos?ax, on trouve p = — g.

Par conséquent, pour M = f + g cosx, K = — g sinx, les équa-
tions (29), (30) donnent la formule

f(f—i— geosz)dr (ag — bf)sinx

(a+bcosz)*' ™ p oat— b')(a+ bcosz P

dr.

+ 1 plaf—bg)+(p— 1Y ag— bf) cosz
plat— b?) (a+ beosx ¥

12. Si la fonction N est de la forme
N —=sinx + a2 cosz,
on satisfait 4 I'’équation (4) en posant
A = —cosx, B =—=sinuz.

Pour ces valeurs de N, A, B, les équations (7), (8) deviennent

3 Mdz __ Mcosz+K(sinz + acosz) + Ldx
(31) (sinz + acosr)p+t — p(sinz 4+« cosx )P (sinx + « cosx)r’
32) L— {[[)——l M sinz -+ M’ cosz
(32) L= (sinz +acosz)K' —(p—x)(cosx——asmx)K]

13. Posons maintenant
(33) M = ameb*, K = cb:(ya™ + dant),

v et ¢ étant deux coefficients indéterminés.
Remplagant M et K par ces valeurs dans Iéquation (32), nous
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aurons N o
[ ) (14 ay)+ By]axm .
’ +[ﬁ3+m'y+( —1)ad]a" + (m — 1) 3z sinz
(34) L— ‘[[5 1+ ay) — (p—1)] 2" l
-+ ¢  + [m —+ a pa -+ I)I?) ([) — l)a]z"‘" cosz

+ (m — 1)adzn-

En disposant des coefficients indéterminés 7, J, on peut réduire
cette expression de L ala forme

3z
L =% (az™ 4 ba™! 4 cx™~?) (sinz + acosz).
11 suffit, pour cela, de prendre pour y, 9 les valeurs satisfaisant aux

équations
B—(p—1)y=2(p—1)(1+ay),
¢

m—(p—1)8d= (p—1)a’s,
d’ou .
g = B—alp—1) m

=0T T rennra)

En portant ces valeurs de y, d dans les équations (33), (34), il
vient

G
K=(P__—l_+:’— {[{3 a(p—l)]-l""-*—mx""%,
e [(p—1)+plam

L=p(p-—x)(l+a:’) “+2mBz™' 4+ m(m—1)Lm2

(sinz + a cosz);

puis, en substituant les expressions de K ct L dans I'équation
(31) et en y remplacant ensuite p par p + 1, on obtient la formule
de réduction

z" e dx
S (sin z + @ cosx )¢+

_e[[B—ap)e"+mzm|sinry +[(p +«B)r™ + maz™"| cosx !

' - (p+1)p(1+a?) (sinz + « cosax e+

! f[(ﬁ“*—l") am—+a2mBrmt~+m(m—1) y"'—2] fe

+
(p+1pli4 24 st -z cosa 'l

ax.
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Changeons, dans cette équation, p en — p et résolvons-la ensuite

par rapport a f x™e!* (sinx +« cosx )Pdx ; il viendra

fx”'es’(sinx ~+ acosz|Pdr !
_e(sinr 4 scosz) (  [(B + ap)x”+ ma™] sinz |
. p* +p I+ (28 — p) 2™+ maz™'] cos=
—_— - o?)
(36) { + I)—(P—:—)ﬂ——ﬂ 2" ¢¥ (sinx + « cosz )P dx
B+ p
2mf

- ﬁ’—+P’ f:l:'"‘" e* (sinx + « cos z)Pdz

m(m—1)

\ B+

f.z""—’ef" (sinz + acosz)Pdr.

Cette formule raméne 'intégration de la dilférentielle

xm e (sinx + a cosx )P dx

a Dl'intégration de trois autres différentielles de méme forme, qui
n’en différent qn’en ce que, dans I'une d’elles, I'exposant p est
remplacé par p — 2, dans la deuxiéme, m par m — 1, et dans la
troisiéme, m par m — 3.

Pour m = o, les formules (35), (36) se simplifient considéra-
blement ; elles deviennent

etz dx ¥ [(B—ap)sinz + (2B + p) cosz]
3 (sinz + acosx )pr? TP+ 1)pi+ o) (sinr + xcosz)er
( 7) Bz +,,2 Ps' dx
+ (p+1)p(r+a?) ) (sine+ acos.z-)l"
feﬂ’(sinx—l— acosz )P dx
fz i —_ x
(38) _- [(@-%—a:p)sm‘x—l—‘(aﬁ p)cosr](sinx—l—acosx)l'—'
.Bl +Pl
plp—1) (1 +=) : -
+—=—————— | e (sinz + « cosz)P-?dur.
B+

Si p est un nombre entier et positif, la premiére de ces formules

I ool . o .
réduit la recherche de [ a ﬁ oua

B | i b
Sl - % Coyar it S -- 2 cosx )?
. ]

(%
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f Py selon quc p est un nombre pair ou impair; la se-
conde formule réduit la recherche de f e (sina + a cosx)Pdx &

ebz .
fe"dx:F + C, ou a

f‘"p'(sinz + « cosx) de = e#[(B + «) Si“.-z‘:'piaﬁ —1) C"S'}'],

selon que p est pair ou impair, ’
.
14. On déduit de I’équation (38) une autre formule de réduc-
tion si, en faisant usage de la formule du bindme, on égale les coef-

ficients d’une certainc puissance " dans les decux membres; en
posant p — n = m, on obtient ainsi

fc"sinx"'cosx" dzx
m | —— sinx — cosx | sin"'z cos"x
Pad m- n
—p‘+(/1l+/¢)' {

+ n{sinx + -—B———- cos.z | sin™z cos*'x
m-+n

4+ ——————— | efFsin"zcos"x dr
B2 = (m - n )t

n(n.—-l)

-+ " cbrsin"zcos" e dr,
B+ (m—+n)

Quand m = o, ou n= o, cctte formule rentre dans celles qu'on
trouve dans le Zraité du Calcul intégral d’Euler ().

v

(*) Insticutionum Calculi integralis tomus I, p. th1. — Foir aussi Bertrano, Cal-
cul intégral, p. 70.




