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MELANGES.

DEVELOPPEMENTS ANALYTIQUES,
POUR SERVIR A COMPLETER LA DISCUSSION DE LA VARIATION SECONDE
DES INTEGRALES DEFINIES MULTIPLES;

Pir M. M.-G. SABININE,

Professeur a 1’Universite d’Odessa.

1. La discussion de la variation seconde d’une intégrale définie
multiple, que nous désignerons par V, présente un cas qui n’a pas
été résolu jusqu’ici. C’est, comme I'on sait, celui ou il s’agit de la
discussion de la partic intégrable de 0*V, ou bien celui ou les va-
riations tronquées » des fonctions y, qui rendént I'intégrale V
maximum ou minimum, ne sont pas nulles aux limites des inté-
grations, Dans notre Note insérée au Bulletin de I’ Académie Im--
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periale des Sciences de Saint-Pétersbourg, t. XV, p. 70-86, nous
avons obtenu les mémes résultats qu’a donnés M. Clebsch daus son
Mémoire Ueber die zweite Fariation vielfacher Integrale (*),
résultats qui n’ont pas la forme définitive sous laquelle il convien-
drait de les préscnter. Cela ne provient que des réductions que,
d’aprés M. Clebsch, nous avons fait subir & I'expression p (*); en
vertu de ccs réductions, nos résultats contiennent un terme ¢ (*)
qui entre dans la partie intégrable de 8*V, et qui renferme les dé-
rivées partielles de quantités arbitraires ¢. Dans la présente Note,
nous allons démontrer que I'expression p se réduit identiquement
4 zéro, ct nous indiquerons le moyen de discuter les deux parties
de 0*V, la partic non intégrable ct celle qui se rapporte aux limites
des intégrations.

Nous ferons entrer plusieurs parties de notre Note (Bulletin de
I’ Académie de Saint-Pétersbourg, t. XV) dans cclle-ci, afin de
la présenter en entier, ct en méme temps afin d’éviter au lecteur
I'inconvénient d’avoir recours aux citations.

Dans notre discussion de la variation 9*V, nous supposons que
les limites de I'intégrale définie multiple sont données et restent
invariables. Cette supposition, étant admise uniquement pour
exposer de la maniére la plus simple la théorie compliquée, est
toujours permise sans que la présente Note manque de la généra-
lité qui est nécessaire pour la discussion de la variation ¢*V. En
effet, au cas contraire, c’est-a-dire si 'intégrale multiple V est
prise par rapport aux variables indépendantes xy, &y, ..., 2, dont
les valeurs extrémes subissent des variations, la discussion de la
variation d*V, par le changement de variables dans les intégrales
définies, peut ctre toujours ramenée a la discussion de la variation
seconde de l'intégrale V', prise par rapport aux nouvelles variables
indépendantes ', X, ..., x}, dans laquelle les variables x,,
Xqy ..., x; doivent étre regardées comme des fonctions inconnues
de x',, &,, ..., &j. Ainsi le moyen que nous allons proposer sert a
compléter la discussion de la variation seconde d’une intégrale dé-
finic multiple, lors méme qu'il y a la supposition admise par nous,

() Journal de Crelle, t. 56, p. 122.
() P. 79, formule (40).
(*) P. 8o, formule (47).
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c’est-a-dire la supposition que les limites d’une intégrale déﬁme
multiple sont données ct restent invariables.

2. Nous exposerons d’abord les préliminaires qu’il est nécessaire
de faire voir pour les transformations de la variation seconde d’une
intégrale définie multiple, et nous indiquerons ensuite ces trans-
formations.

Soit proposé de trouver le maximum ou le minimum de l'inté-
grale multiple

(1) W :fwd.r. dr, .. .dr,

prise par rapport aux variables indépendantes x4, a4, ..., x;, dont
les valeurs extrémes ou les limites des intégrations successives sont
données par I'équation

(2) u-=o,

u étant une fonction donnée de .r,,‘ Xay ooy Tpe

Nous désignerons par x',, &',. ..., x; les limites inférieures des
variables @y, x5, ..., x;, et par &%, 2", ..., 2} leurs limites supé-
rieures ; nous supposerons que les limites de chacune des variables
Xy, X3y ..., x; sont des fonctions des variables quila suivent, de
sorte que les limites af et x'; sont indépendantcs de toutes les va-
riables x,, x,, ..., x;, tandis que les hmnes a%_, et x\_, pourront
étre fonctions de x;; celles des x;_,, savoir x_, ¢t a’_,, des fonctions
de x; et x;_,, et ainsi de suite jusqu’a la variable a, , dont les limites
a" et &, seront en général des fonctions de x,, xg, ..., X

La fonction w, qui se trouve sous le signe f , contient explicite-

ment les variables indépendantes x,, x;, ..., x;, des fonctions in-
connues ¥y, ¥a, - - -, ¥, de ces variables, et les dérivées partielles du
premier ordre de ces fonctions par rapport a xq, &, ..., 1. Ces
dérivées seront désignées dans la suite par

Pias Pray ooy Priy »+ o3 Ps,ts Ps,2s o« o5 Payis
et en général
pa= 2,
s, ()I‘,

i étant un des nombres 1, 2, ..., 7, ct s un des nombres 1, 2,. .., 5.
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Nous admettrons encore que les fonctions yy, ys, .., sout lides
a leurs dérivées partielles P.,; et aux variables indépendantes x; par
les équations

(3) P == 0, 9, — 0, ey ?5:::0.

Les variations tronquées w,, w,, ..., m, et leurs dérivécs partielles

.y

J s 4 A . e (vl . ‘ll
Jr.) qui sont en méme temps les variations des dérivées partielles

L

Ps,i» doivent satisfaire aux équations

(4) dpp==0, dp,=o0, ..., dm=—o,

dont la forme générale est

0 Jox Oo
(5) Loty Y S,
s ())', s i d]),',' ().L‘,'
le signe 2, désignant une somme relative aux indices 1, 2, ..., s,
et Z; une somme relative aux indices 1, 2, ..., i.
Outre les équations (3) et (4), nous admettrons que les valeurs
limites des fonctions yy, ys, . .., 7, sont liées 4 leurs dérivées par-
tielles et aux variables xy, xy, . . ., a; par les relations données, et

nous supposerons qu’il n'y a qu'une relation donnée
yaq )

b
(6)/ F(.I,‘,, Ly oeey Tiy Yig Y39 vo00 Vs Gu,2y (/AR UREERR/ FIRTRTRRN/ P DI ’1:,1)=°v

oy . -
/ étant le signe de substitution, et

G2 =Pra+ Pia ()l.';, Qis=Pist+ P '(#’ ceey QU= Pt pog %
. L, ;
....... ey e e e, e tieaiaa,
P I: i
5,2 = Ps,2+ Ps,t d._r-:’ qs,3 = Ps,3+ Ps,1 ()'_"'a, ceey Qi =Py, +pl"d—-l':.

Cette supposition, étant admise uniquement pour abréger, n’a pas
d’influence sur la généralité de la discussion de la variation ¢*W;
car, au cas que I’on donne un nombre quelconque d’équations ana-
logues & (6), les transformations de la variation de d*W seront
au fond les mémes qu'il est nécessairc de faire dans le cas pris
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par nous. En posant

2
1
/ F(-l'n-l'h coosZiy Y19 )20 c o o0 Yay Qu,29 00 oy Quypy ¢ o o9 @s,24 “-’90.‘)

:‘;‘('l‘u ey Ty Yoy ooy q:.l)u
I’équation (6) se représentera par celle-ci :
(8) U(Tay coes Ty Ty 000y §s,0) =0,

i étant, dans cette équation, un des nombres 2, 3, ..., 1.
Les variations tronquées , relatives aux limites des intégra-

. L., . Ow, . \
tions, et leurs dérivées partielles 5o qui sont en méme temps les
£y
variations des dérivées partielles ¢, ,, doivent satisfaire a I’équation
(9) & =o,

dont la forme générale est

DR N ot

(10) = o, + — — =o0.

s (),) s s i 0(13.1 o*"-'n

Il est 4 remarquer que nous supposons que dans les équations (6)
et (9) entrent les ¢, ,, mais non pas les p,,; cette supposition est
permise sans restreindre la généralité de la discussion de la varia-

tion 0*W. En eflet, au cas ou 'on donne I'équation de condition
contenant p,, sous la forme

-
/ f('tn Ly o0y Yoy v 00y P‘,l’)zo,

et en méme temps

|
/ 8/ (T1y Tay e vy Yir ooy Pay) =0,

!
’ b 1 A
cette équation / O f(Zyy Xgy « vy Yey + = +y Ps, ) = O entraine s +1

équations, dont une est celle 4 laquelle doivent satisfaire les valeurs
limites des o,, et les s autres, les équations qui donnent les s rela-
tionsentre.x,. y, et p, ,; ces s relations et les s(£ —1) équations (7) dé-
terminent les p, , en fonctions de x,, v, et ¢.,; en portant ces valeurs
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z . !
des p,; dans l’equanon/ S(Egy ooy Tis ooy Far oy P.,i)==0, 0n

aura I’équation de condition qui ne renferme plus d’autres dérivées
partielles de y, que les ¢, ;.

La question proposée du maximum ou du minimum relatif peut
étre ramenée, comme on sait, 4 la question du maximum ou du
minimum absolu de cette autre intégrale

(1t1) V=V,+V,, ou V.= |y dr,dz,...dr; V.= |v,dzx.dz,...dz;,

dans lesquelles
(12) ) 0, =w +E‘).‘-qn, v,=1Y,

les ; et I représentant des fonctions inconnues des x;, qu'il faut
déterminer, ainsi que les fonctions y,, au moyen des équations (2)
ct (8) et d’autres équations qui dérivent de la condition dV=o.
Les limites de I'intégrale V étant supposées invariables, la varia-
tion JV ne sera autre chose que I'intégrale des différentielles de v,

. . Ow
et v, dues aux accroissements o, des y, et aux accroissements _*

d.l‘,'
des p, ;. Nous pouvons donc représenter cette variation oV par

(13) V=24V, + V.= | dv,dr,dr, ... dx;+ | dv,dx, ... dxi

en posant, pour abréger,

o,

v, 0wy 0v,
dys M 9,

N,= s Pi= = dy. ’ s,i — 'a"q—"
s 8,8

dps,l ?

I'indice i qui affecte les Q,; étant un des nombres 2, 3, ..., i, et

Jug
(14) 3"! :E’Ns 0y +ESE‘.PJ,R' 5;“"

Jo
(15) 8"1:E‘Ms [oh) +ESE'_Q:,E0.—'[‘:’

ou

R ) )
N3 Y (N2
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Nous aurons donc

I 22.’1‘—"—'-'1%---@ |
(8) ; 3 (-3 ...

+f22 A(Pion) ~——dr dr, ... dr;
T e,
+f2< ()P, ') o, dr, dr, ...dt,'..

En égalant & zéro le quatriéme terme de cette expression, on ob-
tient les s équations aux dérivées partielles du second ordre

o ()P,_, . ()Pz,[ . ()P,_,
(19) N'_Eid_-t.’ N,= or N,= o

auxquelles il faut adjoindre les k équations (3). Ces équations (19)
ct (3) serviront & déterminer les fonctions inconnues y, et A;. Les
valcurs générales des y, et des A;, obtenues par I'intégration des
¢quations (19) et (3), contiendront des fonctions arbitraires o,
Ogy vune

Quant a la partie restante de 9*V, l'intégrale

fE Z p‘ 'w’ ————dridr, ... dz, N
duag

se réduira, au moyen des transformations connues, & deux inté-
grales de I'ordre i — 1, dont I'une, celle dans laquelle a, regoit la
valeur limite 2, donne les s équations

Ju du
z d—;i X' 0'_1" .
(20) / Z.‘P"i = 0, ..., / EiP,,,g =o;
57: .y

I'autre, celle dans laquelle x, regoit la valeur limite 2", étant égalde

a zéro, avee l’inu’-gra]cI[E (Mf — ;?—'1> o, dx, ... dr, doune
s 2 .
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encore les s équations

()I, dQ«.l .
/ Epl,l— 1, " =0,

(21) (e e e e e

i ()_’u ()Qt. _
/ Z«PME M- 01; =

fz 2 Q(—Q‘—‘il’)dx, dry ...dr;
s 3 0"'5

se réduira, au moyen de transformations connues, 4 deux intégrales
qui, étant égalées a zéro, donnent les 25 équations

L’intégrale

()u| 0“1
<) or, "4 o,
/ E'Q',‘ i)_i—‘ o o, o / EIQ:" ()ul —o’
(22) o, o=
ou, Ou,
AN\ =, 0z,
/ D=0 / X i =0
\ dux, 6;:

u, étant le résultat de 1'élimination de la variable o, entre u = o et
Ju
I =
Aux équations (20), (21) et (22) il faut adjoindre les équations ()
¢t (8). Ces équations (20), (21), (22), (7) et (8), rclatives aux limites
des intégrations, scrviront & déterminer les fonctions [ et a,, oy, ...
La variation scconde d*V, en vertu de la formule (13), se ré-
duit a

(23) *V= MV, 4 01V, -::f o, dr,dr, ... dr, -—t—f Yo, drydey o o dugy

R 0 dv, 009, Ju,
oSy
N 030 2 08, o,
= s ’)h 2 l‘)(ls,: -J‘-;.l

ou
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Or on peut mettre ces deux derniéres expressions sous la forme

(0 oo, ) 06('
0, :2 }‘ Ops.i 2 <03v 2 ()p, ,> .
0 s\ 0)'s . o-tu

00,

0o,

oyt

par conséquent

n=f33]

(24) A«

i[53
oy e

ou, sous le signe f , il fa

pressions (14) et (13). La

(25) |

ey

$,i

g

e
().L"' Wgy

030 )
0:;:' d.r, (I.l‘, . d.l‘[
LI
— 01 0, dr, dr, dx;,
()6(' )
‘)31 ' drydry ... duo;
9o,
J. —
(Z)i(’ - _ oi?"i> wsdz, ... dr;,

ut aussi substituer a dv, et dv, leurs ex-

sommation relative a chacun des indices s

et ¢ devant étre faite deux fois, nous remplacerons d’abord, dans
) P )

les formules (14) et (15

), les indices s et i respectivement par g

et j, et nous porterons cnsuite ces expressions dans (24) et (25),
sans changer les indices s et ¢ relatifs aux secondes sommations.

Observant que

i& . oP,; dPa’j _ (’P,,f ON, ON, ()Pm/ 1_)_(.)_,, _S‘ gN_,_ ?ﬁ’
OPui O0ye Opui  Opej O 0Fs Luj 0ys 00  iesiOpe 047
?L_“—q— . dQ,,; ()Q,,_/‘ . ()Q,_,' ()M,, o ()M., % ()Q,,I‘ !)w,, o i)_}h 9&
090i Ore 0qsi  0qe; OFs  0)n L Ors Or)  LeiOsi 0X;
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nous obtiendrons les deux formules

| "f[EZE (5 ol:"‘w’>]dx,¢r,...¢zf

? OP,; dw; \~
oY Gt S
-+ 222 J(la,/ T dx,dx,,“d,‘.
o 4 i ().I','
(26) {
2 E [()N ON, Co,
D, .(_)p—,, or,
’)Pv,, 0])‘,'. dw, v’
J ( DNy m“) d(Es Ops,j 5;) l .
—Ei ().I‘, _E‘ (’I,’ w:,d-t| lI.‘l-'g tee d.l’[,
\ -
|‘ <0Q: W ©, wc)
& v,: E 2 - d.l‘, d.l‘, cee d.l‘,'
di ()-7‘
()Q, i owe
d >.t J dr
+ 2 E Z q)" d'tl (I-l‘. “es d.l"
4 c ¢ a.r
(29)

f [01\1 oM, 0w, \
?2 E (),)’c 13 070,1 ().Z','
er i

> d( dQ'.i %\
— ‘)Y‘ E TIKCTN I PPN
oz, ; o, s 1ATg ¢ 00 i

3. Pour obtenir une expression de 0*V qui puisse servir a la dis-
tinction du maximum ou du minimum de I'intégrale V, nous trans-
formerons les expressions (26) et (27) en substituant aux variations
tronquées , des fonctions linéaires de nouvelles variables, dont les
coefficients se déterminent de la maniére suivante.

Désignons par a,, une constante indéterminée, indépendante de
Zyy Lgy « o ey iy qui n'entre dans les fonctions y, ) et I que par
suite de 'intégration des équations (3), (13), (20), (21), (22) et (8);
le nombre des fonctions y, étant égal & s, prenons s quelconques
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de ccs constantes a,,, ct formons les expressions

dans lesquelles b, y, ...y &y 1y oovy oy ..uy D, ,, sont des constantes
indétermindes, indépendantes de x4, &y, ..., 1y, qui sont assujetties
a la scule condition d’¢tre des quantités réelles et positives, et qui
n’entrent ni dans les fonctions y, A ct /, ni dans les équations (2),
(13), ni dans les équations aux limites (3), (20), (21) et (22); la

4 . . , .
sommeE s'étendant aux constantes a,,, et n, ainsi que m, dési-
m

gnant tous les nombres entiers positifs depuis 1 jusqu’a s.
Nous représenterons encore ces mémes valeurs par

w " Oay, * e,

(29) ?...... ........ s  Sssy 4se ssse s esesy
dy, Oy

— A =9 &, —

R, " "*"()al‘, » Ra, ,,,)"‘()al“

en changeant les indices s, 7, m respcctivement cn g, v, p.

Les valeurs des y,, considérées comme fonctions des a,,, étant in-
dépendantes entre elles, ct les constantes b, ,, parfaitement arbi-
traires, on peut toujours attribuer a ces derniéres des valcurs pour
lesquelles le déterminant D des s* quantités (28) ne scra pas égal a
zéro. Cela posé, formons encore les s(k + 1) expressions

N, N,
‘ A= mbl,m 5‘—”‘9 , A= mb"m.o—‘;;,
(30) e e . S eey  eseeeas . N
N o)
! A&,l—zmb,,m 5—(—(—’;, R ___2 In,m 4 k ,
ol ol
3 = - P n
( |) Ll mbl " ()am, ’ I m b”‘ ()ll,,,,
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ou, en changeant les indices n, m respectivement en v, g,

o\, N o\

=% b, — e =Y b, —
¢ A L A, ‘,,) * da,.’
(32) .............. 3 ety eereiieesenns .

dh I\

A= b =

k1 R LR da," H] Al,v P.bv "dal‘,

ol ol

33 L:z[ — e L,::Xb,, _—
(33) { u’w dn,.’ R da,,,’

qui nous seront utiles dans la suite.

En prenant les dérivées de quelques-unes des équations (19),
(3), (20), (21), (22) et (8), par rapport aux constantes a,, multi-
pliant ensuite ces dérivées par les constantes b, ,,, ct faisant la somme
des produits, nous obtiendrons des équations différenticlles linéaires

par rapport aux cxpressions (23), (32) et (33), de la forme
(34 ) ,I"" =0,

) 3 O Ot
~ “ "= Q),, 2 o i cl)[’a,i or; .
| 0 E&‘“ +2_IgA L3 o oR

\ i?)-‘—i 23 ())'c o & 0“ b . j()17v,j ().l'l ’
0a:/, Op dR,,
(36) E P Ro,. 22 Opsi Ox;

du
() I‘, ()P\- , ()P, i (,Ru'.v ()P: i
—_— —A Si,v=—0, .
/ 22 on d)c o Dpa; O + Do k,y>+o. 0
o, ’
ou
()M ()M oM, OR,,
‘ g:,v—z K — V+z Z ()(1,,, 0x;
(38) ()Q.,';R RN Y on,,v>
—Z:—()—"‘x< A o o j‘)’/q.j d«l‘j ’
du

()1 ()Ps i ()Rq.v 2 ()P:,i >
l 5t _ ot T + A ) — ,
(39) / 2 2 ()u (d_)o Ro+ ;0ps,j O, P o o
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du. e
7 ()‘r 0Q,.; 3Q,,: dQ: i OR,,
/ 2:‘ i’ﬁ < Oy, Bo - ol L+ 0‘101 Oz; ) =
Jx
(4o) 011’ .
’t'l JI‘—, ()Q,,,' ()Q,,,‘ ()Q:,i ()R'.',v —_
/ z«- . 0u. < dy, " Tor j 09a,j 0%; ) =
d.x,

(41) ”+2 E ‘)Zf‘ 01"_' =o;

d’ou I'on doit conclure que les valeurs des R, A et L sont les so-
lutions des équations (34), (36), (39), (40) et (41), analogues a
celles dont les intégrales sont connues par le théoréme de Jacobi
(Journal de Crelle, v. 17). Le déterminant D des expressions (28)
ou (29) n’étant pas égal a zéro, on peut exprimer les s variations
tronquées o, en fonctions d’autant de variables indépendantes ¢,
ou t,, en prenant les expressions (28) ou (29) pour coefficients de
ces variables, savoir

(42) - 0 =Y Ronte
(43) 0=y Rorts

ou les variables ¢, ou ¢, doivent ¢tre considérées comme foncuons
arbitraires de x,, x5, .... X;.

Avant de faire les substitutions de ces expressions des ®, dans
celle de 0* V, nous démontrerons deux égalités qui nous seront né-
cessaires dans la transformation de d*V, que nous avons en vue.
La premiére de ces égalités est

2D, 5 (X aneee)
0x; & OM
RSSO ) T
DI dc,[ Y. Zda};‘f’"""> Ba
2 (3G )] =o
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2 2 2 Ly <dQ”L t °’:>
' (45) 2 +2 Ezn R 2 2 (oQ,. >]
2 g "Q -3 Qrn,) =,

Pour démontrer la formule (44), multiplions d’abord 1'équa-
tion (5) par A, ,t,; faisons ensuitc la sommation par rapport aux
indices & et v, et nous aurons

wzzzu<ﬁawm)
(46) +E 2 2 n,utnt[ k:ﬁ:A Zia‘i-i(z%mﬂ)]
IR DA IH A

Les expressions (42) des w, étant substituées dans I'équation (5),
il en résulte

O Ok 0Rs,n> OP.. 0ty
Etht (0_) s R'.n idP.r,i 0-”1’ E z dkk :,n Ti =%

ce qui devient, cn vertu de I’équation (36),

(47) YYY Sernde=o.

Si, aprés avoir multiplié cette derniére équation par A, t,, nofls
faisons les sommations par rapport aux indices k et v, nous aurons

aP,; ot,.
PRI

ou, en remplacant respectivement s, n, v par ¢, v, n,

= DA L B

Cette équation, jointe & I’équation (46) donnue I'égalité (44).
Nous déduirons de la méme maniére 1’égalité (45) et la suivante :

) PRI Rl

Bull. des Sciences mathém., 1 Série, 1. Il. (Mars 1878.) 8
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Nous introduirons encore dans le calcul les expressions

(49) Ts,i :—:ERR‘ n .l".‘-’ Ta.j —-E B.,.v —.——.

que 'on obtiendra en remplacant, dans les. expressions (42) et (43)

. - . O0t, Ot
des w, et @, lcs variables ¢, ¢, par leurs dérivées respectives 7)_.5’ .
i )
Il est évident que

50) U _2 dRr n = o;"a . ¢ ‘)Bc.\;
( Ts,i — 0% n 0 = ()tj vv_—d.tj ’
et les équations (42) et (43) donnent
L oD
Lo\ R L\ %R,
~tn — . D [ v —2‘ D [T
par conséquent .
JdD
. 2 2 OR,,. OR,,, w
8,8 — 5_‘ - () y D (X
(5| ) r; y
aD

E 2 OR,,, dn“
i d.r/ o

Au moyen de ces formules, les équations (47) et (48) peuvent
&tre mises sous la forme

(52) 22 op“r,,,__o, ou zl d;; =0, )
(53) EEOQ“T"‘:O’ 22 ch,T”:o

Les v, ; qui se trouvent dans les équations (53 ) se rapportent aux
limites des intégrations; il est évident que les équations (5), et par
suite les équations (52), n’ont pas d’influence sur les valeurs li-
mites des w,, et par conséquent sur les 7, ; qui se trouvent dans les
équations (53). En effet, si nous désignons par wj la partie de w,
qui ne résulte que du changement de forme de y, par rapport aux
fonctions arbitraires ,, a,, ..., nous aurons

9y, .

0, = 4
s . 0%
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Or l'intégration des équations (19) et (3) donnera la forme de y,
par rapport aux fonctions arbitraires «, et cette forme ainsi déter-
minée restera invariable, quelles que soient les variations des va- -
leurs limites de y,; d’ou il suit que les w}, aux limites des intégra-
tions, s’annulent, et en vertu de cela les variations tronquées ®,,
aux limites des intégrations, se réduiront a

(54) 0= %—’i— dae

Mais ces w, donnés par (54) satisfont identiquement a chacune
des équations (3).

4. Revenons maintenant 4 la transformation de la variation 0*V.

Si nous ajoutons a la troisiéme intégrale de I’expression (26)
I'intégrale de I’équation (44), nous aurons

(55) 3V, =A+B,
oP,;

ou

= [IE Y5
GRS D ox,( et N
+fz 2 2 0 (EE()OI;:' t,w,) dr, ... dxi, ‘

ON, ON, d(R,,t,)

m,m,) dz...dx;

(»)
5 ) h - d CVtv+ ()wa dxc'
(87 OP o 21[ OP,; 9 (R, 1)
—2 d.z. ( ())’, c Y v) id-l‘,' 0]7.,, 01‘] ’
AL
' ON, d dP,;
58) ‘*‘2 2 Zns,n ta tv[ i—a_)\_k Al‘,v_zi 5;1(21‘—0—): Al‘,v)]
( op.
2 2 2’" M[Ec(Ek o M R"'v]
0P, ;
Y3 e (T ) el
(59) B-_—;fpd.r. oo dxg
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De méme, si nous ajoutons a la troisiéme intégrale de l'expres-
sion (27) I'intégrale de I'équation (45), nous aurons

(60) 3*V,=A,+B,

fz 2 2 dl‘(i?,:‘ :%) dzy ... dz
o ' +f E,E,E.-oh Qui Joe e»,) dz, ... dz,

ou

j 09q,j O}

<
| JIERE G

M o oM, J(R,,.t,)
cv v '()qqi ()1'1

on.("a‘i:‘ I D il
SR
+222“""‘"‘ o Eor.(dgln )]

o :

(63) ¢
+222 dr.[zch“LR ]
2@2 ox,[_,,dQ“L R'-]’ :
(64) B, =fp. dz; ... dz. )

Pour la transformation de 9*V que nous avons en vue, on doit faire
des réductions d’abord dans I’expression (58) de 3, et ensuite dans
I’expression (63 ) de f3,.

Nous allons maintenant démontrer 1’égalité suivante :

(65) B=p—+c +f+2nzv2‘1\,,n taty gy

ou
dPu‘l dpci deidRJn
L\ . , ,
3 2 " d)\ l’,n_"‘z "—*dp’J dl‘l ) Rlbv

66 _2 2 2 L ox; ()P, i Leig 2 JP, ; A +2 oP, ; oR,,
d]’a k dl 20]),, dl‘,)
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&) e=-3 ¥ B3IV
G AIRONE

(68)

117
dp‘ t o',v "di R.v,n tn) ’
‘)Pa d 0 -
P, ; ¢, dt,,
()I]a I d’ v .Y n ()I,'

h,,, étant le second membre de |’ équation (35‘ Pour établir la for-

mule (65), observons que

v . N, J(R,,¢) ON,
R‘”b() s Rgyy t E Tyl
w2, =R, R 0_)’ -+ .R, " om pes
_Z tm <0Ps l o tv)
_2 Rln [ .dif d\R""t")]
d[)w.l ()J"
— oN, dN, dR,, P, ;
sy Rx,n tv[:l)?’, Ra,v -+ i dpc.i d.z E 0@,( d) - G.V)
dP.; dR,,
6ol | (e 52)]
ot oP, ; or,
+2 d G‘RI nRav .l" - d_} R,nR,.y’a;-‘-
dp-f i dRa’,v dtv
—2 2 dpcj dJ'J ‘()_.ZT,.
oP,,, 9,
.—_22 dx' (d[}a J) Rs,n Rc v d-l‘l
()Px « dt
! ——2 E dp’l/ (l‘" ! ()l‘l) i
et, en vertu de
Oy _ OPuy
opﬂ/ dl)‘ i
nous aurons '
0 /0P, ot, z oP, ; o,
- -y - S, Rc v —“ ‘,, oy =
2-2-0@- (dpc./) e 0pay " 0z, ( ox,>
oP ae,
e 8,1 B, il
o E E dx. (dpa,, ) rr
P,.; 0 > EE 0PJ¢ ()R,,, o¢,
—2 e 0Pw 0\ 0 ey Ox; Do 0z
_ dPg [ 2{:) +2 ()p0, dR‘ n dt .
- ——2 2’ d't‘ 0]”'1 U‘v ()(‘/ <=7 0]): 3 07' q‘v
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Or, les indices i, j étant les mémes, on a .
z 0P, OR,,. 2 OPui Ry Ot
iZ] Ops.i o"'l - 2 op.,j d-’"; o d-’-'l,
par conséquent,
d (0P oP o¢,
o) — » Rl n Ra v 2 2 '.‘ c.n (Ra v >
(7] 21'2/ Ox; (ch/> 0p.,j Li 0.5
0Pl,l dP, i dR: n 0’v
(71) _—E;Ejdx, (dp,, R,,,,R,.’——‘) 2 2 OPu, d"'j (—):i.

Si, dans la formule (69), nous remplacons I’expression (70), qui
s’y trouve, par (71), nous aurons

(v) . ON, ON, JR,,
R:uh =R, .t [d)’ R Tt ()Pcu d-l‘,‘

—2 (dp;, dp!l ()Btrv ]
dr; \ Oy, ) 2 ox; i OPs.j ‘)‘”j
0P, ; de,
—2 dr,( ) Ron Re,s ¥ Ox )
()f [ 0P, , 2 dpq i 0R1 n)
dz‘, Ront- op.; 0z ) "
OP, i dP,,; JR,,,
— ~ R, + - “)R,,n |*
( 9. i OPa,i 0% ) ]

Multipliant cette derniére expression par z,, faisant ensuite les
sommations relatives aux indices s, g, #, v, et remplacant

() ()p-,i otv
'—2.-57.-( K n,,,,n,,,&;) t,
par

2 ( ()Pt.iB > Z E OP, i n 9_’_’_
101“ 'dpc,i $,n a,v ta (’Pu :u 0. P a,v ddl“"

nous obtiendrons I'égalité (65).

Or il est aisé de voir que p (66), par la substitution aux va-
riables z, et t, des fonctions de nouvelles variables, se réduit iden-
tiquement & zéro. En effet, en remettant dans le second membre de

Iégalité (66), pour R, ,, A; ., R,., Ay, leurs expressions (28), (29),.
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(30), (32), I’égalité (66) prendra la forme suivante :

. dP., i ()Va'
"“z PDNT= EDIDION (o Lt
oP,; dr dre
_2 z 2 <oap 2 by b,,,‘)].
Les constantes b,, ou b, ,,, parfaitement arbitraires, n’étant assu-

jetties qu’a la condition d'¢tre des quantités réelles et positives, on
peut toujours leur attribuer des valeurs pour lesquelles le détermi-

nant des s* quantités \/4,, ou \/b,,, ne soit pas égal a zéro, et par
conséquent on peut exprimer les variables ¢, ou ¢, en fonctions
d’autant de variables arbitraires et indépendantes ¢, ou ¢, en pre-

nant les radicaux positifs /4, ou \/bv,,,l pour coeflicients de ces va-
riables ¢, ou t,, c’est-a-dire qu’on peut poser

(73) t,.—_:E tu\ by tvzz tay/Bym-
i m

En remplacant, dans le second membre de I'égalité (72), les va-
riables ¢, et ¢, par leurs expressions (73), nous aurons

_ Ot 222 <(<)JI;”. d;bnmbv,,‘\/b,,,,/bv_)
(74) p—ZmZ.Z *‘otr, 222 <(())f;“ ‘)V;bmbm, anm) .

De méme, en posant

(75) t, :E Ta\bupr tm =2 T, Voo

et, en portant ces valeurs (73) de ¢z, et ¢, dans le second membre
de I'égalité (74), I'expression de p devient

0P,.; Oy,
6 == T s 22 Z(dﬂm ()al‘bnmb“l‘bﬂi&bvm))
7 P—EZZ "dr‘( ()P:ud)’:
2 2 t)(lu dam
()P,, i d?q
En changeant, dans le terme 232’"2[‘ dan da Brm Boy BBy

les indices m, g, @ respectivement en g, m, s, il est évident que le
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second membre de I'égalité (76) sera égal a zéro, ce qu’il fallait
démontrer.

Ainsi les procedes que nous avons suivis dans la transformatlon

de 'expression (58) de B montrent que cette expression se réduit a
la suivante : :

(77) B=c+/f +222“ Botat,.

Les mémes procédés, étant appliqués, sans aucun changement, a
I’expression (63) de 3y, montreront aussi que cette expression se
réduit a la suivante :

(78) Bi=ac+A +En2v E’R:,u 8 laly

ou

1) a=-3 3T (Y Wiy sy ,),
o A=Y S Y E R, G e

&, étant le second membre de I’ equatxon (38).
Or, dans I’égalité (77), le coefficient 4, de R, ,t,t, étant nul en
vertu de I'équation (34), il en résulte 'égalité

(8!) p:c-i—f:

Si, pour abréger, nous faisons

(82) C = |cdr,dz, ... dx;, N
(83) F :ffdx.dx,...dx.-,

(84) = f erd, ... da,

(85) ,_ff,,h, . da,

(86) ~f2 22 R 8oy la by dy . . . day, |

en vertu des formules (23), (55), (56), (59), (81), (82), (83), (60),
(61), (64), (78), (84), (85) et (86), nous trouverons

(87) PV=A+C+G+A+C+F~F,.
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Remplagant, dans I'intégrale (82), la valeur B,.,% par
i

dv, _ ORa,
d-L‘ Y ().rl ’

oP,; OR,,,
‘ “= fE z 2 2 2 dr ( ide.j —0'_,.;-Rhltntv>dx|d1‘z...dx‘
()P,‘,' d"’u’
( »/‘2 Z 2 01‘,( i Opaj O; “’¢> dr,dr, ... dx;

Nous, voyons que les secondes intégrales des expressions (56) A et
(88) Cdisparaissent; dailleurs, si,dansla premié¢reintégralede A (56),

nous substituons la sommeE R,, % 4 w,, et si nous ajoutons le ré-
v

sultat 4 la premiére intégrale de C (88) et 4 la troisiéme de A (56),
nous aurons

( A+C= 222-‘1 ——-—dP"iR,,,,-I—E ()P”A“
s v It d-T; ¢ 0)’, ’ d)‘v
%9l l 0P, ; OR
+ i ) 8, |d o dri.
220 o )
De la méme maniére, nous trouverons ‘
. 0 ‘)Qs i ()Qs f
e ISR A (e
90) |
( 2 dQs : (&> z, o),](lx,...d.l‘i.

o ety 090,) O,

L’expression A + C (89) se réduira, au moyen de transformations
connues, a deux intégrales de 'ordre ¢ — 1, et I'expression A, +C,
(90) & deux intégrales de l’ordre i — 2. Chacune des deux intégrales
obtenues pour I'expression Ay +- C, sera égale a zéro, en vertu des
équations (40); une des deux intégrales obtenues pour I’expression
A+ C, savoir, celle dans laquelle x, recoit la valeur limite &/
sera seule égale a zéro, en vertu des équations (3g), et 'autre, savoir
celle dans laquelle x; recoit la valeur limite x7, étant jointe 4 I'in-
tégrale G (86), sera aussi égale a zéro, en vertu des équations (37);
donc la formule (87) deviendra

(9[) v?’V:ffd.rl dzy ... dr, +fj, dxy ... dr;.
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En ayant égard aux formules (68), (80) et (91), et en y remplagant

R,,.5— gt et Ra,vd ois la formule (g1)
deviendra

‘ NV= fZ 2 2 2 (dP, "r,,, -r,,,) dz,dv, ... dr;
(92) ) s (] i i/ ()PU»J

0Q,.; )
T 5,i Ta,, le,dry ... d. i
( TfXEaEiE] (()qc,, TaiTa, |02 BLs X "

On sait d’ailleurs que la discussion de la variation seconde de
I'intégrale définic multiple, qui contient sous le signe f les dérivées

partielles d’ordre quclconque des fonctions inconnues, peut tou-
jours, au moyen des équations de condition, se ramener a la dis-
cussion de la variation seconde de l'intégrale définie multiple qui

renferme sous le signe f les dérivées partielles du premier ordre

seulement des fonctions inconnues. D’aprés cela, la formule (92)
conduit au théoréme suivant :

1° Dans le cas ot il n'y a pas d’équations de condition, telles
que (9), qui ne se rapportent qu’aux limites des intégrations, la
discussion de la variation seconde de U'intégrale dt;/tme multiple
se raménera & la discussion d’une seule partie de la variation
seconde, savoir, de la partie intégrable.

2° Dans le cas oit I’on donne des équations de condition, telles
que (9), qui ne se rapportent qu’aux limites des intégrations, on
devra discuter les deux parties de la variation seconde, savoir,
la partie non intégrable et celle qui ne se rapporte qu’aux limites
des intégrations, et chacune des deux fonctions qui se trouvent
U'une dans la premiére partie et I’autre dans la seconde est I’ ex-
pression dg'ﬂ‘érentielle entiére, homogéne et du second degré par
rapport a des variables arbitraires.

Pour U’élimination d’une ou de plusieurs des quantités <, ; qui
ne se rapportent qu’aux limites des intégrations, on emplozera
une ou plusieurs des équations telles que l'équation (53); pour
I'élimination des k quantités <, ; qui se trouvent dans la partie non
intégrable, on emploiera les k équations (52). Cette élimination.
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étant faite, la discussion de la variation 8*V (92) se raménera,
en géncral, a celle de deux expressions différentielles entiéres,
homogénes et du second degré par rapport & des variables arbi-
traires et indépendantes entre elles ., ;.

Le théoréme énoncé se rapporte’ a la discussion de la variation
seconde de l'intégrale définie multiple qui ne renferme pas explici-

tement sous le signe f les dérivées partielles des valeurs limites des

fonctions inconnues; mais les procédés exposés, qui servent a dé-
duire le théoréme énoncé, montrent la marche a suivre pour dis-
cuter la variation seconde de I'intégrale définie multiple qui ren-

ferme explicitement sous le signe f les dérivées partielles des

valeurs limites des fonctions inconnues, et, dans ce cas sans doute,
la discussion de la variation seconde se raménera a celle de deux-
expressions diflérentielles entiéres, homogénes et du second degré
par rapport a des variables telles que 7, ;.



