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MELANGES.

SUR L'ELIMINATION ENTRE DEUX EQUATIONS ALGEBRIQUES
A UNE INCONNUE;

Par G. DARBOUX.

1. Dans une Note insérée au tome X de ce Bulletin, je me suis
proposé de démontrer le théoréme fondamental relatif & 1'élimina-
tion entre deux équations a une inconnue.

Soient

(1) flr)=a+azx~+...+ apz"=o0,
(2) glz)=by+bx+...+bz"=0
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les deux équations données, et, si m et n sont inégaux, supposons
m > n. En employant la méthode de Bézout, on obtient leur résul-
tante sous laforme d’un déterminant d’ordre m; et, sans faire appel
i la théorie des fonctions symétriques, jai établi que la condition
nécessaire et suffisante pour que les équations aicnt une racine
communc s’obtient en égalant a zéro le déterminant.

Je me propose de reprendre ici cette démonstration, afin de sim-
plifier et surtout de ramener a un principe unique la recherche
des conditions nécessaires et suffisantes pour que les deux équations
aient p et seulement 14 racines communes.

2. Le point fondamental de la méthode de Bézout consiste dans
lartifice suivant. On réunit dans f(x) et ¢(x) tous les termes qui
sont divisibles par une certaine puissance de x, x"; on a ainsi

(3) fla) =P+,

ou P est un polynéme du degré r — 1 et P’ un polynome de degré
m — r. De méme, on peut écrire

(4) gl#)=Q+=Q,

’
ot Q est de degré r —1 et Q' de degré n — r. D’aprés cela, si 'on
multiplie les équations (3) et (4) respectivement par Q' et P’ et
qu’on les retranche, on formera 1'identité

(5) Qf(x) — P'g(v) = PQ' — QP

ol le second membre sera un polynéme au plus du degré m —1.
Donnons a r successivement les valeurs 1,2, 3, ..., z, et nous
obtiendrons ainsi les identités

. (@+ arz ...+ apaxm ) g(x)— (by+ baz +... - b )/ (=)
= 9y (&) = Co,0+ o1 T o Co ey T

(ar+ aye 4.+ anx"?) g (x) — (by+ bax 4 ...+ bp2?) f ()
=0 (&) =cio+ €\ & ... ¢ pr 2,

....................
............................

(@n—+ @n1x ...+ apazmr) g(x) — &a f(x)

= Pn—1 (.Z‘) = Cp—yot+ Cpoyyx ...+ L‘,,_.l‘m__'.lm_',
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auxquelles nous ajouterons les suivantes, si m est plus grand que n :

glx) =05y, +bx--...4+ by,
/) rg(x) = byx + bxt4-.. + b+,

L R I I S T P R A I R Y

.r’"’""'g(.r) == bgm—r=t . 4 byt

.

Si les équations (1) et (2) admettent une racine commune, cette

valeur de x, en vertu des identités précédentes, devra évidemment
satisfaire aux équations

®(z)=0, .... q(z)=o0, gla)=o0, ..., .z;-—u-.g(.r)zo.

Or ces équations, au nombre de n, peuvent étre considérées comme
des équations du premier degré, servant a déterminer m —1 incon-
nues distinctes, qui sont les ditférentes puissances de x, savoir x,
x*, ..., x""'. Comme elles sont en nombre supéricur d’une unité
a celui des inconnues, il faudra, pour qu'elles admettent une solu-
tion commune, que leur déterminant soit égal a zéro. Ce détermi-
nant, que je désignerai par A, a pour valeur

Co,0 Co,t “ e .o vee Com—it
Cie Ci,n Cy,m—2
.
Can—r,9  Cn-y,n “ue .- cee Cpat,m—t
A—= .
b, b, cih 4 ... O
(] b. PR . oo [s]
. .. Y .e . . N
o o e by ... b,

etilest clair que, s’il n’est pasnul,il n’y aurapas de racine commune.

3. Je dis maintenant que réciproquement, si le déterminant A
est nul, les équations proposées auront au moins une racine com-
mune. En effet, si cette condition est remplie, on peut trouver au
moins un systéme d’arbitraires A, Xy, . .., A,y vérifiant les équa-
tions suivantes :

0 = XCo0+ MCrp— o o o =+ sy Cuy, i+ My by,
(8) 0 == XCo 4 MCui~ + v« Ay oy 1+ Anbi— At By

...................... LR R R

0 = MCo,mat~+ + o+ MaciCacim—i o o o Iy B
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car le résultat de I’élimination des arbitraires 1 entre ces équations
donne encore le déterminant A, dans lequel les lignes seraient
changées en colonnes et les colonnes en lignes. Ainsi, toutes les
fois que le déterminant sera nul, on pourra toujours trouver des
arbitraires A qui ne soient pas toutes nulles et qui vérifient les
équations (8).

Ce point étant admis, multiplions les identités (6) et (7) dans
l'ordre ou elles sont écrites, par les arbitraires Ao, ..., Au_yy €L
ajoutons toutes ces identités. En vertu des équations (8), les coef-
ficients de toutes les puissances de x dans le second membre scront
nuls, et I’on obtiendra une nouvelle identité de la forme

(9) fi(*) g (2) — f(z) gi(x) = o,
oulon a
gi(x) =N+ byz - . . . -+ bpz™)
( AN (bat BT A AN By
10
) Si(x)=x(a+.. o apa™) ) (@ .-i—a,,.x"—’)-i—. .
A i@t B Y] A D Mg Z e A R

Il résulte de ces expressions de f] (x), &1 () que ces polynémes sont
de degrés inférieurs respectivement a ceux de f(x) et de g(x).

Or, en vertu de 'identité (g), toutes les racines de f(x) sont
racines de 'équation

Ji(z)g(z) =o,

et, comme le degré de fi(x) est inférieur A celui de f(x), une
au moins des racines de f'(x) appartient 4 g(x) : c’cst ce qu'il fal-
lait démontrer.

4. 11 est vrai que le raisonnement serait en défaut si les poly-
admes fi(x) et g, (x) étaient identiquement nuls; mais la forme
méme de ces polynomes indique que cela ne peut avoir licu. En
eflet on peut écrire g, (x) de la maniére suivante :

8 (r) =2bpx" A dg by | @ L 00l Dy B
-+ M\ b,

On voit que ce polyndme ne sera nul que si l'on a

A=0, Mbit+Xbry=0, .... Vb+. ..+ N by=o0,
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ce qui donne

(11) }o=0, A=0, ...y M_y=:0.

Avec ces hypothéses, fi () se réduira au polyndme
Mt Mg @ == A P,

qui ne sera identiquement nul que si I'on a aussi

(12) =0, Iy =0, ..., Ap_=0O.

Les arbitraires X n’étant pas toutes nulles par hypothése, on voit
que les polyndomes f; (x) ct g, (x) ne seront jamais identiquement
nuls.

5. Je passe maintenant a la démonstration du point le plus diffi-
cile de cette théoric, ct je vais établir par une méthode nouvelle
que, si les équations proposées ont p racines communes, le déter-
minant A ct ses mineurs d’ordre inféricur a p seront nuls sans que
tous les mineurs d’ordre p le soient.

Supposons, en effet, que le polynéme

R="lyxl + hzp~' ...+ k&

soit le produit des facteurs du premier degré correspondant a ces

racines communes; f(x)ct g(x) sont divisibles par le polynéme
précédent, ct 'on peut poser

S(2) = (At 4+ ...+ hp) 9(r) = Ro(=),
glr) = (hxt+...4 k) ylz) =Ry (),

les deux polyndmes ¢(x) et y(xr) étant premiers entre eux. 1l ré-
sulte d’aillcurs des identités (6) et (7) que R entre en diviseur

dans tous les polynémes g;(x), x? g(x), définis par ces identités.
On aura

90 (%) = (@o,0+ @, T+ . .+ tzo,.._P._.x’"_P“') (hoxP 4. ..+ /1.,,) = Ry (=),
3 ('r) = (azm—{— BT+ @ p .z"‘_l'“) (/to.tl’—f- . oo+ /tp)-: R\!;,(.z‘),
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g(z) =Ry(7) =R(Bo+Piz ...+ Baypa™?),
(14) S xg(z) = Razy(z) =R(Bx +...),

-

rtg(z) = Ram"—ty (7)== R(Bpzm ! +-. ..+ ﬁn_p.z""‘l"").

1 suit de 14 que les polyndmes o;(x), 2 g(x) sont des combinai-
sons linéaires des expressions suivantes :

2y== hoxP + hyzP™' - ..+ kpa®,
Zo== hyxPH 4. . L,
14)

Znpt= hpx" ' - . .+ hpzm—p—t,

on, pour ’homogénéité, j'ai introduit la puissance x° de x.

Les m — 1 équations du premier degré, qu’on obtient en égalant
ces polynomes & zéro et en considérant les puissances de x comme
des inconnues tout a fait distinctes, seront donc vérifiées si les
fonctions linéaires précédentes sont nulles, c’est-a-dire si 'on
établit entre les m inconnues x™!, x™~*

, »++yx° seulement les
m — p relations

(15) Z,=—0, 2z =0, <y Zm—p1==O0.

Mais je dis, de plus, qu'en admettant, comme nous l’avons sup-
posé, que les deux polyndémes ¢(x), 7(x) sont premiers cntre eux,
ces équations ne peuvent étre vérifiées qu’en égalant a zéro les dif-
férentes fonctions linéaires z. Pour bien mettre ce point en évi-

dence, j’écris d’abord ces équations, qui, en vertu des identités (13)
et (14), sont les suivantes :

%020+ %,12 + ...+ ®Rg,m—p—1Zm—p—t == 0,
R0+ 2,12 ...+ Zi,m—p—1Zm—p-1 =0,

e T e iete ettt ey
(l6) %n—1,0%0 + Up—y,1 21+ . . %nmt,m—p—1 Im—p—t = O,

Bozg+. ..+ Br—pzp =o,

L I R

ﬁozm—n—| -+... 4+ ﬁ"—p Zn—p—1 = 0.

Ces équations sont en nombre supérieur 2 celui des inconnues z.
Il suffira, pour montrer qu’elles donnent pour les inconnues des
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valeurs nulles, de prouver que le déterminant des m -~ p derniéres
n’est pas nul.

Or cc déterminant est, comme il est facile de I’établir, la résul-
tante des deux polyndmes ¢(.x) et y(x). Il n’est donc pas nul,
puisque ces deux polyndmes sont supposés premiers entre eux.

Pour justifier cette remarque, reprenons les identités (13) et
(14), remplagons les polynomes ¢;(x) par leurs expressions, et,
aprés avoir divisé les deux membres de ces identités par R, écri-
vons les m — p derniéres; nous aurons

(Bpr+ @pia .. A2 PV ) () — (bpy -+ by 2P g (2)
= pet G T . Ry TP =y (),

(@paatGpis® o= Ama™ P () == (bpar—+ ...+ bz P72) 9 (2)
= Gppret Rpui T Gy g I :\P,(ar),

(@at GpirT 4. . .+ @™ ")y (z) — bag ()
= Op—y,ot An—1 L + ...+ “n—l,m—p—lxm_P-' = ‘:’n—p—n
() =18, -+Br 4+ .+ Bpx*r,
ry(r) = Bpr + Bix* .

2ty (x) == Bt L Bapx™ Pl

Ces équations sont toutes semblables aux identités (6), bien qu’clles
n’aient pas été formées de la m¢me maniére, mais se rapportent
aux polynémes ¢(x) ct y(x), qui y remplacent f(x)et g(x); elles
nous apprennent que le déterminant des m — p fonctions lincaires

Yo(r)y ooos Yumpi () y(E) .., AT y(2)

est la résultante des deux polyndmes ¢(x)et y(x), et par consé-
quent cst diiférent de zéro.

Or ce déterminant, on le reconnait tout de suite, est le méme
que cclui des m — p derniéres équations (16). Ces équations ne
peuvent donc étre vérifiées que par des valeurs nulles de toutes les
inconnues.

Ainsi, dans le cas ou il y aura p racines communes et seulement
P les équations du premier degré '

p(x)=0, ..., Guu(xz)=0, g(x)=o0, ..., a""g(z)=o,
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ou l'on regarde les puissances de x comme des inconnues séparées,
se réduisent & m — p équations distinctes

2,=— 0, ey Z,,,__F_,_—.ZO.

Elles pourront étre vérifiées en prenant arbitrairement p —1, et
seulement p —1 inconnues, x”~!, ..., x° par exemple; cette
double propriété du systéme des équations indique que le déter-
minant du systéme et ses mineurs de I’ordre p — 1 sont nuls, sans
que tous ceux de I'ordre p le soient.

On voit d’ailleurs comment on obtiendra les racines communes;
il suffira de former une équation entre p + I inconnues consécu-
tives x*, 2°t!, ..., x*?, et d’y considérer ensuite ces inconnues
comme des puissances de x. On aura ainsi, en supprimant une
puissance convenable de x, une équation de degré p, qui donnera
toutes les racines communes.

6. Dans ce qui précéde, je me suis contenté d’énoncer un théo-
réme qui permet de reconnaitre le nombre des racines communes a
deux équations. Si I'on veut que deux équations aient p racines
communes, il faut que tous les mineurs d’ordre p —1 du détermi-
nant A soient nuls, sans que tous ceux d’ordre p le soient; mais il
est clair que l'on obtiendra ainsi un trop grand nombre d’équations.
On aura formé un systéme dont toutes les équations devront étre
vérifiées, mais dont plusieurs pourront étre supprimées. Il con-
vient donc d’indiquer une méthode pratique qui permette d’obtenir
directement les équations les plus simples.

A cet effet, nous ferons remarquer que, si deux équations

fl#) =0, glz)=0o

ont 14 racines communes, on peut poser

f(.z') = I{fl(.r), g(.r) — Rg‘ (.’l:),
et par conséquent constituer une identité
f(=)gi(x) —f(=) gi(=) =0,

ou les polyndmes f,(x), g4 (x) sont respectivement de degré m—p,
n— p. La réciproque est évidemment vraie.
Bull. des Sciences math., 2¢ Série, t. 1. {Février 1877.) 5
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Or il est facile de reconnaitre que tous les polynomes fi(x), g4(x)
pouvant satisfaire A unc identité de la forme précédente sont donnés
par les formules (10),0tt les arbitraires A satisfont aux équations (8).
Pour que ces polyndmes soient des degrés m — p, n — p, il suffira
que l'on ait .

%0, L=0, ..., Xoy==0, 2 Z0.

On aura donc les conditions nécessaires et suffisantes pour que les
équations proposées aient p racines communes, en exprimant que
le systéme (8), ou I'on a fait A\, =12, ...=X,_y= 0, donne encoré
une solution pour laquelle 3,_; 2 0; mais je n’insiste pas sur cette
recherche, qui ne saurait présenter aucune difliculté.

Le caractére de la méthode précédente est d’éviter 'emploi de
la théorie des fonctions symétriques, qui conduit par des voies
toutes différentes & des résultats semblables. Le calcul de la résul-
tante A en fonction symétrique des racines a déja été donné par plu-
sieurs méthodes, que 'on pourra lire dans I'excellent Ouvrage sur
les déterminants de M. Baltzer, au moins pour le cas de deux équa-
tions du méme degré.

On peut arriver au résultat comme il suit. Multiplions lc déter-
minant A par le suivant :
am—t |

2
)
1 x, oz} ... am!

0

|1 Tm Xy .. z:—l

nous obtiendrons le résultat

9o(71) 9o(®) ... oo(2m) ;
P (-’-‘l) ?I(mt) cee ?l(-"-'u)
| () nt(22) .o @ni(7a)
A=1 g () gl oo gle)
z.8(=) zg(x) . Zmg(7m)
aprig(m) . o @t g (%a)

Supposons maintenant que Xy, X3, ..., X, soient les racines de
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’équation '

f(.r) =o0;
on aura, en vertu des identités (6), ' -
?,-_,(.1:,,)::g(.r;,)(a,-—ka,-_,_l.n—*-. ..+a.,xz“"). -

Dans le produit AZ, les quantités g(a;) seront en facteur dans
chaque colonne, et 'on trouvera

a, +a,x;, ...+ dprm 1
a, -azx, ...+ apxT?
A, + Qpyxy b o AT L
A= ) g(x)g(x). . .8(xm)-
x,
't"n_n_‘ . ® .

Les colonnes non écrites se déduisent de la premiére en changeant x,
en I'une quelconque des autres racines 3, ..., x,, de f(x). Or le
déterminant qui figure dans la formule précédente se calcule aisé-
ment. Retranchons de la ni®¢ ligne les derniéres, multipliées par
@ny Qpyqs - - - @my; il Testera pour cette ligne

m—rn —Il‘ —Ne
An X" duXTT", ..., An XTI

mettant a,, en facteur et appliquant un procédé tout semblable, on
finira par ramener le déterminant a la forme

Zp—t
am—2
. am—n
an . )
x
x’{‘"’““ .
qui montre qu’il est égal a
T ' —ani.

e
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On a donc
At="=a"tg(x)g(x).. .8(%a)

ou, en supprimant {,
===a, g(r)g(r).. g (a),

ce qui est 'expression connue de la résultante en fonction des ra-
cines.



