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MÉLANGES.

SUR L'ÉLIMINATION ENTRE DEUX ÉQUATIONS ALGÉBRIQUES
A UNE I N C O N N U E ;

PAR G. DARBOUX.

1. Dans une Note insérée au tome X de ce Bulletin, je me suis
proposé de démontrer le théorème fondamental relatif à l'élimina-
tion entre deux équations à une inconnue.

Soient

(1) f[.r) z=:ao-

(2) g[x) = bo-+- byx H-. . .-h bnxn=zo
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les deux équations données, et, si m et n sont inégaux, supposons
m > n. En employant la méthode de Bézout, on obtient leur résul-
tante sous la forme d'un déterminant d'ordre m\ et, sans faire appel
à la théorie des fonctions symétriques, j'ai établi que la condition
nécessaire et suffisante pour que les équations aient une racine
commune s'obtient en égalant à zéro le déterminant.

Je me propose de reprendre ici cette démonstration, afin de sim-
plifier et surtout de ramener à un principe unique la recherche
des conditions nécessaires et suffisantes pour que les deux équations
aient p et seulement p racines communes.

2. Le point fondamental de la méthode de Bézout consiste dans
l'artifice suivant. On réunit dans ƒ (x) et <p (x) tous les termes qui
sont divisibles par une certaine puissance de .r, / ; o n a ainsi

(3) / (*)=P-t-a*P' ,

où P est un polynôme du degré r — i et P ' un polynôme de degré
m — r. De même, on peut écrire

(4) sM = Q^'Q',

où Q est de degré r — i et Q' de degré n — /*. D'après cela, si Ton
multiplie les équations (3) et1 (4) respectivement par Q' et F et
qu'on les retranche, on formera l'identité

(5) Q' / (*)-P ' ffM=PQ'-QP' ,

où le second membre sera un polynôme au plus du degré m — i.
Donnons à r successivement les valeurs i, 2, 3, . . . , rc, et nous

obtiendrons ainsi les identités

(6)

Co,o -4- cOt,x. 4- . . . 4- co,OT_,.r"1-1

. 4-^.r™-')#(.*) — ( 0 , 4 - ^ -

fi(or) = c l,04-c,, la:4-...-!-c1,J l l. |jr
l«-1,

• «„-M-r 4 - . . .4 - «m^"-n) ^(*) — bnf[x)
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auxquelles nous ajouterons les suivantes, si m est plus grand que n :

rg(.r) zzz

Si les équations (i) et (2) admettent une racine commune, cette
valeur de .r, en vertu des identités précédentes, devra évidemment
satisfaire aux équations

= O.

Or ces équations, au nombre de rc, peuvent être considérées comme
des équations du premier degré, servant à déterminer m — 1 incon-
nues distinctes, qui sont les différentes puissances de .r, savoir j : ,
x f , . - ., x"1""1. Comme elles sont en nombre supérieur d'une unité
à celui des inconnues, il faudra, pour qu'elles admettent une solu-
tion commune, que leur déterminant soit égal à zéro. Ce détermi-
nant, que je désignerai par A, a pour valeur

c\,m—t

o

O

o

o b0 . . . ba

etilest clair que, s'il n'est pas nul, il n'y aura pas de racine commune.

3. Je dis maintenant que réciproquement, si le déterminant A
est nul, les équations proposées auront au moins une racine com-
mune. En effet, si cette condition est remplie, on peut trouver au
moins un système d'arbitraires Xo, Xn . . . , Xm__i vérifiant les équa-
tions suivantes :

(8)

O z=z



. . . -f- bnxn~*) - f - . . .

-f- X,(tf2H- . . . -+- ama!-*)
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car le résultat de l'élimination des arbitraires X entre ces équations
donne encore le déterminant A, dans lequel les lignes seraient
changées en colonnes et les colonnes en lignes. Ainsi, toutes les
fois que le déterminant sera nul, on pourra toujours trouver des
arbitraires X qui ne soient pas toutes nulles et qui vérifient les
équations (8).

Ce point étant admis, multiplions les identités (6) et (7) dans
Tordre où elles sont écrites, par les arbitraires Xo, . . . , Xm_j, et
ajoutons toutes ces identités. En vertu des équations (8), les coef-
ficients de toutes les puissances de .r dans le second membre seront
nuls, et Ton obtiendra une nouvelle identité de la forme

19/ «A»li'/öl*J ' n ö ' l j °»

où Ton a

( 1 0 )

II résulte de ces expressions de ft (.r), g, (x) que ces polynômes sont
de degrés inférieurs respectivement à ceux de f{x) et de g(x).

Or, en vertu de l'identité (9), toutes les racines de f(x) sont
racines de l'équation

/,(*)*(«)=0,

et, comme le degré de fi(x) est inférieur à celui de f(x), une
au moins des racines de f{x) appartient à g[x) : c'est ce qu'il fal-
lait démontrer.

4. Il est vrai que le raisonnement serait en défaut si les poly-
nômes f±[x) et gi(x) étaient identiquement nuls; mais la forme
même de ces polynômes indique que cela ne peut avoir lieu. En
effet on peut écrire ĝ  (x) de la manière suivante :

On voit que ce polynôme ne sera nul que si Ton a

„__ ,= : O, . . . , ) 0 & i - + • • • . . - f - X n _ , &„ = O,
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ce qui donne

( I I ) >o=o, X, = o, . . . , >„.»=:o.

Avec ces hypothèses, ft (x) se réduira au polynôme

qui ne sera identiquement nul que si Ton a aussi

Les arbitraires X n'étant pas toutes nulles par hypothèse, on voit
quel es polynômes fx (x) et gi(x) ne seront jamais identiquement
nuls.

5. Je passe maintenant à la démonstration du point le plus diffi-
cile de cette théorie, et je vais établir par une méthode nouvelle
que, si les équations proposées ont p racines communes, le déter-
minant A et ses mineurs d'ordre inférieur à p seront nuls sans que
tous les mineurs d'ordre p le soient.

Supposons, en effet, que le polynôme

R — hoxP -h h{ xP-{ -4-. . . 4 - hp .

soit le produit des facteurs du premier degré correspondant à ces
racines communes 5 f (x) et g(x) sont divisibles par le polynôme
précédent, et l'on peut poser

g[.r) =, (

les deux polynômes 9(0:) et y(x) étant premiers entre eux. U ré-
sulte d'ailleurs des identités (6) et (7) que R entre en diviseur
dans tous les polynômes ^-(x), xpg{x)^ définis par ces identités.
On aura

-*)[/ioxP-h. . . -4- hp) = R$9(

. . H- hp\=z R^,

. . . -4- hp ) = R ^ ^
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g[x) =

*y (x) - R( fa 1 •+- . . .+ fa-
Il suit de là que les polynômes <p,(.r), x*g(x) sont des combinai-
sons linéaires des expressions suivantes :

z0 = hQ.rP -f-

x - 4 - . . .

où, pour l'homogénéité, j'ai introduit la puissance x° de x.
Les 7w — 1 équations du premier degré, qu'on obtient en égalant

ces polynômes à zéro et en considérant les puissances de x comme
des inconnues tout à fait distinctes, seront donc vérifiées si les
fonctions linéaires précédentes sont nulles, c'est-à-dire si l'on
établit entre les m inconnues a:1"""1, a:m""2, . . . , x° seulement les
m — p relations

Q=O, Zlz=zO1 = O.

Mais je dis, de plus, qu'en admettant, comme nous l'avons sup-
posé, que les deux polynômes cp(jtr), y(x) sont premiers entre eux,
ces équations ne peuvent être vérifiées qu'en égalant à zéro les dif-
férentes fonctions linéaires z. Pour bien mettre ce point en évi-
dence, j'écris d'abord ces équations, qui, en vertu des identités (i3)
et (14), sont les suivantes :

(16)

ao,ozo H- aa, 1*1

• a,,„,_ƒ,

= O,

= o,

ifr-i,i*iH- • • . 4 - *n-\tm—p—\Zm—p—\ =:

. . . H- $n-pzn_p =z o,

ozm—n— 1 4 - . „__j, Zm_p^x zrz O.

Ces équations sont en nombre supérieur à celui des inconnues z.
Il suffira, pour montrer qu'elles donnent pour les inconnues des
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valeurs nulles, de prouver que le déterminant des m — p dernières
n'est pas nul.

Or ce déterminant est, comme il est facile de l'établir, la résul-
tante des deux polynômes ®(JC) et y {oc). II n'est donc pas nul,
puisque ces deux polynômes sont supposés premiers entre eux.

Pour justifier cette remarque, reprenons les identités (i3) et
(i4), remplaçons les polynômes <p,(x) par leurs expressions, et,
après avoir divisé les deux membres de ces identités par R, écri-
vons les m — p dernières -, nous aurons

x 4- . . .4- (tnzr-P-* ) 7(.r) — ( ^ H - . . . 4- bnx»-P-> ) <p (*

= «ƒ>,<> 4 - a , , , * 4 - . . . 4 " *p,m-p-^p-

P-> ) y [x) — (^ , -4 - . . . 4" bnX«-P~2 ) ff (x

. . . 4- amjfn~n)y[x) —

, t^ 4-...4-xn-\.m-p-

ar-- ^ . r j — pox . . . . -i- pa-.par" r .

Ces équations sont toutes semblables aux identités (6), bien qu'elles
n'aient pas été formées de la môme manière, mais se rapportent
aux polynômes <f(x) ety(x), qui y remplacent f ( x ) et g(x)î elles
nous apprennent que le déterminant des m — p fonctions linéaires

est la résultante des deux polynômes cp(.r) et y (x ) , et par consé-
quent est diflérent de zéro.

Or ce déterminant, on le reconnaît tout de suite, est le môme
que celui des m — p dernières équations (16). Ces équations ne
peuvent donc être vérifiées que par des valeurs nulles de toutes les
inconnues.

Ainsi, dans le cas où il y aura p racines communes et seulement
/?, les équations du premier degré
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où Ton regarde les puissances de x comme des inconnues séparées,
se réduisent à m — p équations distinctes

Zo = O, . . . , Zm—p— i = 0 .

Elles pourront être vérifiées en prenant arbitrairement p — i, et
seulement p — i inconnues, «r?"""1, . . . , x° par exemple-, cette
double propriété du système des équations indique que le déter-
minant du système et ses mineurs de Tordre p — i sont nuls, sans
que tous ceux de Tordre p le soient.

On voit d'ailleurs comment on obtiendra les racines communes 5
il suffira de former une équation entre p-+-i inconnues consécu-
tives x*, xa+i, . . . , «ra+P, et d'y considérer ensuite ces inconnues
comme des puissances de x* On aura ainsi, en supprimant une
puissance convenable de .r, une équation de degré /?, qui donnera
toutes les racines communes.

6. Dans ce qui précède, je me suis contenté d'énoncer un théo-
rème qui permet de reconnaître le nombre des racines communes à
deux équations. Si Ton veut que deux équations aient p racines
communes, il faut que tous les mineurs d'ordre p — 1 du détermi-
nant A soient nuis, sans que tous ceux d'ordre p le soient; mais il
est clair que Ton obtiendra ainsi un trop grand nombre d'équations.
On aura formé un système dont toutes les équations devront être
vérifiées, mais dont plusieurs pourront être supprimées. Il con-
vient donc d'indiquer une méthode pratique qui permette d'obtenir
directement les équations les plus simples.

A cet effet, nous ferons remarquer que, si deux équations

ƒ(•**) = 0 , g[x) = o

ont p racines communes, on peut poser

et par conséquent constituer une identité

où les polynômes f% (x), gx (x) sont respectivement de degré m
n — p. La réciproque est évidemment vraie.

Bull, des Sciences math., 2e Série, t. I. (Février 1877.) 5
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Or il est facile de reconnaître que tous les polynômes fi(x)^ gi(x)
pouvant satisfaire à une identité de la forme précédente sont donnés
par les formules (io),oùles arbitraires X satisfont aux équations (8).
Pour que ces polynômes soient des degrés m — p, n — p, il suffira
que Ton ait ,

On aura donc les conditions nécessaires et suffisantes pour que les
équations proposées aient p racines communes, en exprimant que
le système (8), où l'on a fait Xo = lt . . . = lp_%=z o, donne encore
une solution pour laquelle Xp_j ̂  o $ mais je n'insiste pas sur cette
recherche, qui ne saurait présenter aucune difficulté.

Le caractère de la méthode précédente est d'éviter l'emploi de
la théorie des fonctions symétriques, qui conduit par des voies
toutes différentes à des résultats semblables. Le calcul de la résul-
tante A en fonction symétrique des racines a déjà été donné par plu-
sieurs méthodes, que Ton pourra lire dans l'excellent Ouvrage sur,
les déterminants de M. Baltzer, au moins pour le cas de deux équa-
tions du même degré.

On peut arriver au résultat comme il suit. Multiplions le déter-
minant A par le suivant :

nous obtiendrons le résultat

».(*.)

(*,)

*{**)

Supposons maintenant que xx, ar8, . . . , xm soient les racines de
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l'équation

on aura, en vertu des identités (6),

? i - i ( * * ) = g [ * k ) ( * / - 4 - ai+tXk - 4 - . . . 4 -

Dans le produit AÇ, les quantités g{xK) seront en facteur dans
chaque colonne, et Ton trouvera

ax -f- a2xx

a, -f- azxK - . . . - * - amx™-* . . .

Les colonnes non écrites se déduisent de la première en changeant xt

en Tune quelconque des autres racines x^ . . ., xm de/{x). Or le
déterminant qui figure dans la formule précédente se calcule aisé-
ment. Retranchons de la rcième ligne les dernières, multipliées par
#/o «̂4-n • • • •> tfm-iî il restera pour cette ligne

mettant am en facteur et appliquant un procédé tout semblable, on
finira par ramener le déterminant à la forme

qui montre qu'il est égal à
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On a donc

ou, en supprimant

ce qui est l'expression connue de la résultante en fonction des ra-
cines.


