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TERME GENERAL D'UNE SERIE QUELCONQUE DETERMH.{EE A LA FAGCON
DES SERIES RECURRENTES;

Par M. Desiré ANDRE.

I

Une série est déterminée 4 la facon des séries récurrentes lors-
qu'on connait les valeurs de ses premiers termes, ainsi qu’une
équation du premier degré, absolument quelconque, liant chaque
terme de cette séric A un ou plusieurs des termes précédents.

Cette équation du premier degré n’étant assujettic, ni a présenter
un nombre fixe de termes, ni 4 avoir tous scs coefficients constants,
ni a étre homogéne par rapport aux termes de la série, on voit
(ue ce mode de détermination n’implique rien touchant la nature
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de la série et que toute série peut &tre ainsi déterminée. Aussi
'objet du Mémoire que nous analysons est-il, non point I'étude
d’une espéce particuliére de série, mais la résolution d’un pro-
bléme général, qui peut se présenter i propos d’une série quel-
conque. -

Ce probléme consiste a trouver le terme général d’une série
déterminée a la facon des séries récurrentes. C’est un probléme
fort important, car sa fréquence ne le céde en rien a sa généralité.
Un trés-grand nombre de séries se présentent, en effet, spontané-
ment détermindes a la facon des séries récurrentes : telles sont les
séries récurrentes proprement dites, les séries récurrentes de La-
grange, les séries sommées par Stirling ; telles sont encore les séries
formées par les intégrales qui se raménent les unes aux autres, par
les termes des réduites des fractions continues, par les fonctions
Y, et Z,, par les X, de Legendre, par les nombres de Bernoulli,
par les dérivées successives des fonctions algébriques, par celles
des fonctions qui satisfont aux équations dillérentielles linéaires
de tous genres, etc., etc.

I1.

Ce probléme n’a été résolu jusqu’a présent que pour les seules
séries récurrentes proprement dites, c’est-a-dire que dans le cas,
extrémement particulier, ou 1’équation du premier degré présente
un nombre fixe de termes, a tous ses cocllicients constants et se
trouve homogéne par rapport aux termes de la série.

Pour le résoudre dans sa pleine généralité, M. Désiré André fait
observer d’abord que, si 'on représente par Uy, U,, Uy, ... les
termes de la série, I'équation du premicr degré qui lie chaque
terme a un ou plusicurs des précédents peut toujours s’écrire

by

U, == u, -+ Zk A;") Uty

1

u, désignant une quantité connuc fonctionden; 2, un entier connu

fonction de n et au plus égal & n—1; A un coefficient connu,
* fonction de n et de &.

Ensuite, se fondant sur trois lemmes trés-faciles a établir, sinon
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évidents, il montre que I'on a

U, = 2 Y (n, p)up,
p

1
et, en méme temps,

¥(n, p)=3A A, APV,

la caractéristique X s’étendant, dans cette derniére expression, a

q 3 )
tous les systémes possibles de valeurs des entiers ny, ny, ngy ...,
P1s Psy Psy - - - qui satisfont aux conditions

b+ hi+hy+...c=n—p,
"1:‘|"+‘Pa
ny == k¢ 4+ ey,

‘ o < '{.l —(: ku,‘

et expression ¥ (n, n) devant étre regardée comme égale a 'unité.

On voit que les formules qui précédent font connaitre, dans
tous les cas, 'expression de U,, c’est-a-dire résolvent pleinement
le probléme proposé.

I111.

Lorsqu’on applique les formules générales qui précédent, on est
conduit, suivant les cas, a des calculs et a des résultats fort difié-
rents les uns des autres. Les diflérences qu’ils présentent pro-
viennent des formes diiférentes qu’affecte la relation du premier
degré, de facon qu’on est naturellement amené & énumérer, ou.
pour mieux dire, a classer toutes ces formes.

Pour trouver les fondements de cette classification, il suffit de
remarquer que 'équation du premier degré renferme trois argu-
ments distincts, savoir, z dans A,, z et ¢ dans A% 11 se peut que
AP dépende de 7 ou n’en dépende pas, dépende de k ou n’en dé-
pende pas; il se peut que 2, varie avec 7, ou bien, a partir d'une
certaine valeur de n, devienne absolument constant.

Ces diverses alternatives, combinées entre elles dc toutes les
maniéres possibles, déterminent huit cas distincts, ni plus ni
moins, dans chacun desquels il convient d’abord de voir ce que

devient la formule générale, cnsuite de Tappliquer 4 un exemple -
particulier.
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Iv.

Dans le premier cas, 'équation du premier degré dépend cn
réalité des trois arguments, ct I'expression de U, ne se simplifie pas.
C’est a ce cas que s¢ raménent la détermination de la somme des
puissances semblables des n premicrs nombres entiers, celle des
coefficients d'une équation en fonction des sommes des puissances
semblables des racines, celle du nombre des substitutions irréduc-
tibles, c’est-a-dire des permutations de » lettres o aucunc lettre
n’est a son rang. M. Désiré André trouve que ce dernter nombre,
qu'il désigne par L., est donné par la formule

n
M
I,= n! £—L
. !
0

Dans le deuxiéme cas, A% dépend de n et de k; mais, a partir
d’un certain rang, 2, devient constant. L’expression de U, ne se
simplifie pas, et les exemples abondent. Clest a ce cas, en eflet, que
se raménent la plupart des intégrales, les fonctions Y, et Z,, les X,
de Legendre, les séries étudides par Stirling, cte., cte. L’auteur
considére, cn particulier, une série pour laquelle on a

n(n+1)
U,, —e ? - C"Un._| -+ et Un—z -+ eJn—:\U“_s,

et il donne l'expression de son terme général : 1° a I'aide des nom-
bres des combinaisons réguliéres; 2° sous la forme d’une somme
de dérivées.

Le troisi¢me cas ne différe du premier qu’en ce que A} est indé-
pendant de k. L’expression générale de U, s’y simplifie l1égérement.
Mais les Mathématiques actuclles ne présentent pour ainsi dire au-
cune séric déterminde de cette fagon. L’autcur cn détermine une
*définie par les deux équations

e
U=u=1, U,=mn EkUn_h
1
dans la seconde desquelles € désigne le plus petit entier, positif et

non nul, qui rende 7 — ¢ —1 multiple de 33 ct il fait connaitre
b . ’ ’
1 e€xpression de son terme gcucral. '
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L’équation du premier degré se simplific encore un peu dans le
quatri¢me cas, ou AP dépend de r, mais non pas de &. et ou 2, de-
vient constant a partir d’'une certaine valeur de n. Dans I'impos-
sibilité, absolue peut-étre, de rencontrer un exemple, M. Désiré
André a imaginé une série pour laquelle I'équation du premier

8 [
degré s’éerit ainsi '
Va
=Y
U, = n+{/; - n+‘!/; \.U""| + U"")’
, . .« eq ‘ y .
a désignant un nombre positif quelconque. Il donune V'expression
de U, et montre qu’avec les valeurs qu’il choisit pour U, et U, ce
terme U, tend, lorsque 7 croit au dela de toute limite, vers la va-

, ., a
leur déterminée -
9

Dans le cinquiéme cas, 4, dépend de n, mais A} ne dépend que
de k; d’ordinaire, I'expression générale de U, ne s’y simplifie pas.
Les cxemples manquent encore. L’auteur étudie la séric définie par
les équations

n—1
al
U =1, U,= }‘k MU,

1

il donne I'expression de son terme général d’abord sous forme com-
binatoire, ensuite sous forme d'unc simple dérivée d’ordre n—i1.

C'est au sixiéme cas, on ), et A|" sont tous deux indépendants
de n, que se rapportent les séries récurrentes proprement dites,
ainsi que les séries récurrentes de Lagrange, au moins pour la
plupart. Dans ce cas, la formule qui donne en général U, se sim-
plifie considérablement. L'auteur obtient, en cfict, pour U, deux
expressions, 'une combinatoire, 1'autre sous forme de dérivée.
Grace a ces expressions, le terme général de toute série récurrente
peut ¢tre calculé sans qu’on ait d résoudre préalablement aucune
équation algébrique. En appliquant ces résultats a la détermination
de la somme S, des puissances ni®™* des racines de 'équation

a4 Ty am=' = Tya" 4, ..+ Ty~ 0,

M. Désiré André parvient, pour celte sonnne, & quatre expressions
différentes, dont I'une constitue la formule de Waring. La plus
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remarquable des trois autres formules nous parait étre celle-ci

1 dn—1 Xn — XO-—I
= e ()L

dans laquelle on désigne par X le polyndme

— T —Tx*—Tyx* —...—Tp ™,

par Y la dérivée premiére, par rapport a x, de ce méme poly-
néme X, ct par 8 la partic enti¢re du quotient de n + m — 1 divisé
par m.

Lorsqu’on supposc A} indépendant de n et de k, mais ), variant
avec 1, on s¢ trouve dans le septi¢me cas de la classification; 1’ex-
pression générale de U, ne se simplifie point, et l'on ne rencontre
presque aucun cxemple de séries. L'auteur étudie la série délinie
par les équations

n—1

U =1, U,==a 2‘ Ui-ts
1

dont le terme général s’exprime trés-simplement.

Enfin le huitiéme cas est celuiou ), ct A\ ne dépendent d’aucun
des trois arguments. Le terme général s’exprime alors d’une facon
trés-simple ct sous deux formes distinctes. C'est dans ce cas que
rentrent toutes les séries récurrentes proprement dites et toutes les
séries récurrentes de Lagrange non comprises dans le sixiéme cas.
C’est & ce cas encore que se rapportent toutes les séries de Cassini.
Comme application, 'auteur donne unc double expression du terme
général de la série délinie par les trois équations

Ul . U2 = a ‘—Tl’ U" == u(U"—'l + U"_zt’

laquelle est une séric récurrente proprement dite, fort analogue aux
séries de Cassini.




