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MÉLANGES.

SUR LA MOYENNE ARITHMÉTIQUE-GÉOMÉTRIQUE DE QUATRE ÉLÉMENTS;

PAR C.-W. BORCHARDT (»).

Le Mémoire sur la moyenne arithmétique-géométrique de deux
éléments, que j'ai eu l'honneur de présenter à l'Académie en
l'année 1808, était un fragment de recherches plus profondes dans
lesquelles je me proposais d'étendre à quatre éléments l'algorithme

( l ) Monatsberichte der Adnigl, preuss. Akademie der Wissenschaften zu Berlin;
'-1 novembre 1876.
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connu dont l'application répétée donne comme limite la moyenne
arithmétique-géométrique de deux éléments.

Déjà à cette époque, j'étais en possession de l'algorithme qui
doit être considéré dans le cas de quatre éléments. Je savais que son
application répétée conduit à une limite qui est indépendante de
Tordre des éléments et qui est une fonction analytique de ces élé-
ments-, je présumais, en outre, que cette limite pourrait s'exprimer
à l'aide d'intégrales hyperelliptiques. En reprenant cette ancienne
recherche dans ces derniers temps, j 'ai réussi à aplanir les difficultés
qui m'avaient arrêté jadis, grâce à la théorie des fonctions hyperel-
liptiques établie par mon ami M. Weierstrass, qui a bien voulu
m'en communiquer quelques parties encore inédites, et en particu-
lier celles qui sont relatives à la définition des périodes par les
équations diilérentielles.

1. L'algorithme relatif à quatre éléments, dont je m'étais occupé
il y a dix-huit ans, s'obtient de la façon suivante :

Soient a, &, c, e'quatre quantités réelles et positives, rangées
par ordre de grandeur décroissante et vérifiant l'inégalité

a — b — c + c ] > o .

Formons d'abord la moyenne arithmétique de ces quatre éléments \
puis partageons les quatre éléments en deux couples, comme on
peut le faire de trois façons diilërcntes, et prenons la moyenne
géométrique de chaque couple et la moyenne arithmétique des deux
moyennes géométriques qui se correspondent} nous obtenons ainsi,
à l'aide des quatre éléments <7, &, c, e, les quatre fonctions an b11

Cj, e l 5 données par les équations suivantes :

(0

-F

I ' <—- .—\
— \\jab -f- y ce).
2

I

2

: — ( Ja c
1

Une permutation des éléments rz, b^ c, c entre eux ne produit
qu'une permutation des quantités />,, cn cx entre elles.
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L'analogie de cet algorithme avec celui qui conduit à la moyenne
arithmétique-géométrique de deux quantités résulte déjà des équa-
tions précédentes ; elle devient peut-être plus évidente encore si
l'on présente ces équations sous une autre forme. De même que les
équations

fl,= - ( û + } ) , bx = ^ab

de la moyenne arithmétique-géométrique de deux éléments sont
comprises dans l'équation unique

a(«i -4- c*i) =

dans laquelle on attribue à s la double valeur t = ± i, de même les
équations (i) sont comprises dans l'équation unique

(2) 4("I-*-«*I + s'ci -t-ee'e.) un (y/fl-+-s sjb + e' sjc -H es' \feji

dans laquelle on donne à chacune des quantités e, e' la double va-
leur e = ± 1, e' = ± i .

Si l'on applique de nouveau l'algorithme (1) aux quantités a^ bt,
c t, e h on en déduit quatre nouvelles quantités a2, è8, c2, e2, qui dé-
pendent des quantités a,, &M c n et comme celles-ci dépendent de
a, i , c, e, et ainsi de suite; soient an, &„, crt, en les quantités
obtenues après n opérations. Quand n augmente indéfiniment, les
quatre quantités an, An, crt, ert tendent vers la même limite g. On
démontre, en efïet, que la difïérence a—e entre la plus grande et la
plus petite des quatre quantités devient à chaque opération plus pe-
tite que la moitié de sa valeur précédente, de façon que

<*i — e{<Z-{a — e), a2 — * 2 < - (ri, — *,), . . . ,

et par conséquent

d'où il résulte, pour n = 00 ,

an =zbnz=cnz=zen = g.

Dans le cas de la moyenne arithmétique-géométrique de deux
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éléments, l'algorithme gagne en clarté, si Ton adjoint aux deux

quantités at = - (a -h ft), bx = \jab une troisième quantité

b\ = - (a— &), qui, exprimée en fonction des quantités correspon-
dantes at et #i, prend la valeur Z>'t = \jd\ — b\. Si, à tous les degrés
des opérations, on introduit des quantités formées de la même ma-
nière, il faut adjoindre aux éfcîments donnés a, b la racine
carrée V = \ja* — b*.

Par analogie avec ce qui précède, on aura, dans le cas de quatre
éléments, à adjoindre aux quatre quantités aM />,, Cj, <?M définies
par l'algorithme (i), six nouvelles quantités b\, c\, c\ et bn

{, c\, f\,
dont les expressions ne diffèrent des quantités ( i) que par les signes,
et qui sont données par les équations

b\ = - {a -4- b — c — <?), ^ m - (v /^ — yl7e\

c\ = j (a — b -+- c — e), c\ = - 'V^wc ~~ V7^̂ )•

e), e'̂  = - (s]ae — foc)-z= y (a — i -

Si l'on exprime ces quantités en fonction des quantités correspon-
dantes a,, &j, c n eM et si l'on introduit, à chaque degré des opéra-
tions, les quantités formées de la même manière, on est amené à
adjoindre aux éléments donnés a, &, c, e les quantités Z>', c/, e' et
Z>/;, cv, d1 ayant les valeurs suivantes :

(3)

dans lesquelles

(3')

[ e = - a — b — c + e.
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II est digne de remarque que, dans les carrés de ces six quantités

adjointes, il n'entre qu'une irrationnelle y/abce.

2. La quantité g-, définie plus haut comme limite de l'algorithme
(0* répété un nombre infini de fois, est une certaine fonction analy-
tique des quatre éléments #, i , c, e. Et d'abord cette fonction sa-
tisfait à l'équation fonctionnelle

ensuite elle est une fonction homogène du premier degré des quatre
éléments ; enfin, si les quatre éléments prennent une valeur com-
mune a, elle devient égale à cette même valeur a. Réciproquement
ces trois conditions définissent complètement la limite g. En effet,
l'équation fonctionnelle est vérifiée non-seulement par g* mais
encore par toute fonction de g, et réciproquement, toute fonction ƒ
des quatre éléments a, Z>, c, e, vérifiant cette équation, est une
fonction de g. Si, en outre, ƒ doit être une fonction homogène du
premier ordre des quatre éléments, on aura ƒ = ntg, où m est un
facteur numérique arbitraire, qui, d'après la troisième condition,
doit être égal à l'unité.

Au lieu de déterminer la fonction g des quatre éléments *i, i ,
c, e par l'équation fonctionnelle (4) et les deux autres conditions,
on peut la définir par un système d'équations difïérentielles, comme
cela est arrivé pour la moyenne arithmétique-géométrique de
deux éléments dans mon Mémoire sur ce sujet (*). Pour pouvoir
mieux comparer entre eux les résultats correspondants, je com-
mencerai par énoncer sous une forme un peu différente ceux qui
sont relatifs au cas de ces deux éléments.

Soit g la moyenne arithmétique-géométrique de deux éléments

ft, h -, - est alors une fonction homogène de degré zéro de a, h. In-

troduisons comme nouvelle variable le rapport des deux éléments

«, b,
b

(*) Journal fur Mathematih, Rd. 58, p . I 3 I - I 3 2 , éq. ( 9 ) , (10).
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de façon que - dépende uniquement de p , et écrivons l'équation

(5) rflogf = Prflog/>,
a

qui permet de déduire P de g par une dilférentiation ; dans ces con-
ditions, le résultat donné par moi, dans le Mémoire de Tannée
i858 cité plus haut, peut s'énoncer de la manière suivante : La
fonction P de p satisfait à une équation différentielle du premier
ordre et du second degré, de sorte que dV est égal au produit de
dlogp par une expression entière du second degré en P, dont les
coefficients sont des fonctions rationnelles de /?. Au moyen de cette
équation différentielle, qui définit P comme fonction de p, et d'une
quadrature indiquée par l'équation (5), on obtient la limite g.

Dans le cas de la moyenne arithmétique-géométrique g de quatre
éléments «, Z>, c, e, le résultat correspondant s'exprime de la façon
suivante :

Avec les quatre éléments et les six quantités qui leur ont été
adjointes dans len° \, formons les trois variables

__ eb" _ c. slab — v'cc

bc" b sjat — V̂ bc •

ec e y/ac _+. ^ ^

ce" c s/at — \/6c

be' b j'71 i JtZ

dans lesquelles a, t, c, c sont les quantités auxiliaires définies par

les équations (3') *, ~ ? qui est une fonction homogène de degré zéro de

«, i , c, e, dépendra uniquement de /?, <7, r. Si nous posons l'é-
quation

(7) dlog— =Pdlogp -h Qdlogq -

qui détermine P, Q, R comme les dérivées partielles de g, ces trois
fonctions P, Q, R satisfont à trois équations simultanées aux diffé-
rentielles totales du premier ordre et du second degré, de sorte que



MÉLANGES. 343

chacune des diiléreiitielles r/P, rfQ, dR est égale à une expression
linéaire et homogène en d log/;, d log</, d logr, entière et du second
degré enP, Q, R, dont les coefficients sont des fonctions ration-
nelles de /;, <y, /'.

Au moyen de ce système d'équations aux différentielles totales qui
définissent P, Q, R comme fonctions de />. 7, r et d'une quadrature
indiquée par l'équation (7), 011 obtient la limite g.

3. Cette quantité g, considérée d'abord comme la limite de l'al-
gorithme (1) répété un nombre infini de fois, puis définie par le
système précédent d'équations dillérentielles comme fonction ana-
lytique des éléments /i, Z>, c, e, peut d'un autre côté s'exprimer par
des intégrales hyperelliptiques. Mais le passage des équations dif-
férentielles aux intégrales, qui, dans le cas de la moyenne arithmé-
tique-géométrique de deux éléments, est facilité par notre connais-
sance exacte des fonctions hypergéométriques, présente dans le cas
présent de grandes difficultés.

Dans ce cas, c'est également l'inverse de la valeur de g qui peut
se représenter par des intégrales complètes. On peut, en effet, avec
les éléments donnés a,, Z>, c, e et les quantités adjointes (3), former
quatre nouvelles quantités #0? #n as? a3? telles que, si l'on considère
la fonction entière du cinquième degré

R( . r ) z=i.r[.T — aQ) {.r — a , ) ( .r— a2) (.r - a 3 ) ,

la valeur inverse de g soit donnée par l'équation

La détermination non encore indiquée des quantités a est com-
prise dans le théorème suivant :

Déduisons des quatre éléments rz, &, c, e quatre quantités a^ £M
cn <?!, au moyen de r algorithme

sfcê,
2C, — \iac -h sfbc,

2r,— \jac -h \Jbc\
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de celles-ci déduisons, par le même algorithme, quatre nouvelles
quantités a%, &t, c2, e2, et ainsi de suite à Vinfini ; les quatre quan-
tités an, Z>„, c„, en tendent, quand n croit indéfiniment, vers une
même limite g, dont la valeur se détermine comme il suit :

Si nous posons
flr= a -+- b -4- c 4- e,

b =: a -h b — c — e,

t~ a — b -+- c — e9

e z=i a — b — c-t-e;

i b' = y/ab •+- ^ce, i b" = y/âb — y/ce,

zc' — y/ac -4- y/be, 2c* = y/ac — y/fce,

2e' = y/âë 4- y/bc, ?^y = y/ac — y/bc;

| A z=[abceb'c'e'b"c"e''fK,

( 8 ) < r/cft' ce' e' ac"e' b' c' c"
II ad = —-— >
\ A

(9)

( 1 0

-— ? a2 — —-— 5 a3 —
A A

4^ /•«. /•«. ^ ^ ^ y
) 2— = I tlx' I d.r _

4. Le résultat que je viens d'énoncer, et qui correspond exacte-
ment à la détermination connue de la moyenne arithmétique-géo-
métrique de deux éléments, peut aussi s'établir d'une manière rela-
tivement élémentaire, si, au lieu de prendre pour point de départ
l'algorithme donné plus haut, on s'appuie sur la théorie des inté-
grales hyperelliptiques de M. Weierstrass et des fonctions 5 qui
s'y rapportent.

Dans la théorie des fonctions hvporelliptiques à quatre périodes,
il y a quatre intégrales complètes réelles différentes, qui se distin-
guent les unes des autres en partie par leurs limites, en partie
par les numérateurs qui multiplient sous le signe d'intégration
F inverse de la racine carrée de la fonction du cinquième degré
R(.r). A chaque transformation, chacune de ces quatre intégrales
complètes se partage en une somme de deux intégrales, et tant que
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l'on ne considère que les intégrales simples, on ne trouve aucune
fonction qui se transforme en elle-même, même en faisant abstrac-
tion des facteurs qui pourraient s'introduire. On obtient seulement
une pareille fonction se reproduisant par la transformation, en
prenant le déterminant des quatre intégrales complètes, ou, ce qui
est la même chose, l'intégrale double précédente5 on arrive de
cette façon ta la fonction qui, dans les fonctions hyperelliptiques à
quatre périodes, correspond à la moyenne arithmétique-géométrique
dans les fonctions elliptiques.

La détermination de la moyenne arithmétique-géométrique de
quatre éléments peut, d'après cela, se déduire de la transformation
du second degré des fonctions hyperelliptiques à quatre périodes,
à la condition d'appliquer celte transformation au déterminant des
quatre intégrales complètes réelles, et d'introduire comme modules
des intégrales, au lieu des quantités considérées par Richelot, les
rapports des carrés des valeurs que l'on obtient en annulant les
deux arguments des quatre fonctions 5 que Ton déduit de la fonc-
tion 3- principale en altérant chaque argument de sa période réelle.
Si l'on égale, en elî'et, à a, />, r, e les produits par g des carrés
des valeurs que prennent ces quatre fonctions 3- pour des valeurs
nulles des arguments, et h n n i n c,, et les carrés des valeurs que
prennent les quatre fonctions^ transformées (*) pour des valeurs
nulles des arguments, il existe entre ces deux séries de quatre
quantités les quatre relations qui ont été réunies plus haut dans la
relation unique

4 [ax H- s bt H- s'c, -h es' ex ' -: (y/â -f- £ \j b -f- e' \[c -4- se' y/c')2.

5. L'algorithme qui fait l'objet de cette Communication peut
s'étendre à des éléments dont le nombre est égal à une puissance
quelconque de 2.

Mais c'est seulement pour la première et la seconde puissance
de 2, c'est-à-dire pour 9, ou 4 éléments, cas dans lequel on est
conduit à des fonctions elliptiques et hyperelliptiques à quatre
périodes, que l'algorithme possède l'importante propriété de ne

(*) C'est-à-dire les quatre fonctions 3" dans lesquelles TU , Tn r2S ont été rem-
placés par 2T„, 2 7,2, 2TSS.

Bull, des Sciences math., 2e Série, t. I. (Octobre 1877.) 23
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pas changer de valeur quand on permute les éléments entre eux.
Si Ton exige cette propriété pour l'algorithme, l'extension de l'al-
gorithme à quatre éléments est la seule possible.

Le nom de moyenne arithmétique-géométrique n'est plus ap-
plicable à l'extension de l'algorithme h un plus grand nombre
d'éléments; car, dans ce cas de 8 éléments par exemple, l'algorithme
n'a un sens que si l'on a déterminé à l'avance un certain ordre de
succession des éléments.

Dans le cas d'éléments réels et positifs au nombre de 2p, on
peut également définir l'algorithme analogue par une équation
unique remplaçant un système de 2? équations. Soient, en effet, s,,
e2, . . . , ep des lettres désignant l'unité positive ou négative, e t ^ ,
jüt2, ..., fx? des indices pouvant prendre chacun les valeurs o, 1 ; consi-
dérons deux séries de 2? quantités tf^^ ^ et â t ,ts , o liées les
unes aux autres par les 2? équations résultant de l'équation

lorsqu'on y met pour e,, e2, . . ., s? toutes les combinaisons d'unités
positives et négatives. Cet algorithme donne pour une des quan-
tités ce la moyenne arithmétique de tous les éléments a, et pour cha-
cune des 2?—1 quantités a! restantes la moyenne arithmétique de
2e""1 moyennes géométriques de deux des quantités a. Ces 2p—1
quantités restantes ne se transforment plus les unes dans les autres
par permutation des éléments a entre eux; elles se transforment eu
des quantités différentes des quantités a', comme on peut le voir
immédiatement en remarquant que, pour p ̂ > 2, il est impossible de
former une fonction de 2? éléments qui, par permutation des élé-
ments entre eux, ne prenne pas plus de 2?— 1 valeurs différentes.
Pour l'algorithme ainsi généralisé, on démontre comme précédem-
ment que la différence entre la plus grande et la plus petite des
quantités a1 est plus petite que la moitié de la différence corres-
pondante pour les éléments a, d'où il résulte que, par la répétition
indéfinie du même algorithme, les 2e quantités

tendent vers une même limite g, quand n croît indéfiniment.
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La limite g de l'algorithme généralisé n'est pas donnée, eu gé-
néral, parles fonctions abéliennes avec :>J périodes; on ne l'obtient
au moyen de ces fonctions que dans des cas particuliers.

Désignons, en effet, par 5(^i, v%, . . . , cp) la fonction £ princi-
pale de Weierstrass, définie par l'équation

dans laquelle
f ~z rt{ f, -f- n2 v2 -f-. . . -4- nr< vv

Ç ^ Z Z / J T , , H- 2 /? , /? 2 T 1 2 - h . . . 4 - / / p
2 % ,

la sommation étant étendue à toutes les valeurs entières de
7ZS, . . . , z*?, depuis — oo jusqu'à -h » . Si Ton pose

S'*"*'»--*-)]'

les grandeurs a, a' ainsi définies satisfont aux 2? relations comprises
dans l'équation (r i), mais elles ne fournissent qu'une solution par-
ticulière^ car les quantités a définies par l'équation (12) ne dépen-

dent que de -—! H 1 quantités g^x^ . . . , rPP, de sorte qu 11 est
2

nécessaire qu'il y ait

relations entre les 2e éléments a de l'algorithme ( n ) pour que
cette solution particulière (12) puisse s'appliquer. Déjà dans le cas
de p = 3, c'est-à-dire pour 8 éléments a, il faut qu'il y ait une rela-
tion entre ces éléments pour que l'application répétée de l'algo-
rithme (11) conduise à une limite que l'on puisse exprimer par des
intégrales abéliennes.

Si ces

2?-

relations n'ont pas lieu entre les éléments a de l'algorithme (11),
23.



348 PREMIÈRE PARTIE.

l'application répétée de l'algorithme conduit encore à une limite;
l'avenir nous apprendra de quelle nature sont les fonctions trans-
cendantes au moyen desquelles cette limite peut se représenter.


