BULLETIN DES SCIENCES

MATHEMATIQUES ET ASTRONOMIQUES

P. TCHEBYCHEF

Sur les expressions approchées, linéaires par
rapport a deux polynomes

Bulletin des sciences mathématiques et astronomiques 2¢ série,
tome 1,n°1 (1877), p. 289-312

<http://www.numdam.org/item?id=BSMA_1877_2_1_1_289 1>

© Gauthier-Villars, 1877, tous droits réservés.

L’acces aux archives de la revue « Bulletin des sciences mathéma-
tiques et astronomiques » implique 1’accord avec les conditions gé-
nérales d’utilisation (http://www.numdam.org/conditions). Toute uti-
lisation commerciale ou impression systématique est constitutive
d’une infraction pénale. Toute copie ou impression de ce fichier
doit contenir la présente mention de copyright.

‘NuMbDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=BSMA_1877_2_1_1_289_1
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

MELANGES.

SUR LES EXPRESSIONS APPROCHEES, LINEAIRES PAR RAPPORT
A DEUX POLYNOMES;

PAr M. P. TCHEBYCHEF (*).

( Traduit du russe.)

§ 1.

Dansune Lettre AM. Braschmann (*), nous avons montré de quelle
maniére, en développant une fonction u en une fraction continue

Qo+

(') Mathematische Annaien, t. X.

(*) Lu dans la séance du 8-20 mars 1877 de J’Académie des Sciences de Saint-Pé-
tersbourg (t. XXX, Supplément, des Mémoires de cette Académie).

(*) Journal de Mathématiques de Liouville, 2¢ Série, t. X.



ago PREMIERE PARTIE. s
et déterminant ses fractions convergentes

Pl_’/o p1__']|(70+‘,
=0 11N "
Q 1 Q. g

ceey

on peut trouver les valeurs des polynémes X, Y, pour lesquels
I'expression
uX —Y

différe le moins possible d’'une fonction donnée v. Ainsi que nous
I'avons indiqué dans la Lettre que nous venons de citer, et démontré
dans le Mémoire intitulé : Sur le développement d’une fonction
en série au moyen des fractions continues ('), les polynémes X, Y,
qui satisfont a cette condition, sont déterminés par les séries

‘ X= w|Q|+0’1Q:+0’3Q3+- L)
( Y=2—FE¢+ 0P + P, +0,P;+...,

(1)

ou nous désignons par E la partic entiére d'une fonction et par

Wy Wy, W3,

des fonctions entié¢res, que I'on obtient au moyen de lawaleur de
la fonction v et des dénominateurs

Qn Qn Qs- ceey
Qs G s ey

fournis par le développement ci-dessus de la fonction u en fraction
continue, au moycn de la formule générale

o, = (—1j7'E[q.[vQ — EvQ.]],
que l'on peut écrire, d'une maniére plus abrégée,
(2) o= (— 1)~ E[¢:;F (v Q:)],
en représentant par la notation

F(UQ,-)

(') O pasaoxenin @iynkyini so paost npn nOMOLN HENPEPLLBHELAD
dpoé‘eri (Mémotres de I’ Académie de Saint-Pétersbourg, t. 1X, 1866).
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I’ensemble de tous les termes du développement de la fonction ¢vQ;
qui renferment des puissances négatives de la variable.
En arrétant les séries ci-dessus aux termes correspondants qu'e]-

Conques -
Wy va Wy pma

on trouve le systémedes polynomes X, Y, tel que X est d’un degré
inféricur a Q,.44, et que la différence entre I'expression uX —Y
et 1a fonction v est du degré le moins élevé compatible avec la sup-
position que X est un polynoéme de degré moindre que Q,.4s. En
outre, le degré du polynéme X est déterminé par le degré du terme

D Qnu

le dernier des termes conservés dans le développement de X, et le
degré de la diflérence
uX—Y—v

est déterminé par le degré du premier terme de la série
Wmit (UQm+| - Pm+|) -+ ’J’m-..:( U Quyr — ,,..._7) “+...

qui ne se réduit pas a zéro (*). En supposant que le premier de ces
termes soit
Omgn ( uQupin — Pm_..,.),

et désignant par p le degré de la fonction

O mtny
.

A

on conclura de ce qui vient d'¢tre dit que, en général, le degré
d’approximation de I’expression uX — Y par rapport & v est déter-
miné par le degré du produit

xf ( u Qm+n - Pm-l-n)y
et conséquemment par le degré de la fraction

x®

9
an-l-ll+|

(*) Poir les articles cités plus haut, et notre Mémoire intitulé: O nanboavunxs...
Sur les valeurs maxima et minima des sommes formdes avec les valeurs d’une fonc~

tion entiére et de ses dérivées (Mémoires de 1’Académie de Saint-Pétersbourg,
t. X1I, 1867).
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de méme que, d’aprés les propriétés des fractions convergentes, le
degré de la différence

u Qm+n = Lmsn
est égal au degré de la fraction

I
Qn:+:c+ |

On voit d’aprés cela que I'expression v
uX —Y,

X, Y étant des fonctions entiéres, et X étant d’un degré qui ne sur-
’ ’ greq

passe pas celui de x°Q),,, peut représenter la fonction v avec une
exactitude poussée jusqu’aux termes du degré de

a®

Qm-f-u~4— 1

b

dans le cas sculement ou les équations suivantes sont satisfaites :

Opipt == 0y Opyr — O, oy Ompn—i = 0y

g —3
G, O®pyn <P

ou nous désignons, suivant la notation d’Abel, par J le degré d’une
fonction.

Lorsque ces conditions sont remplies, les séries (1), arrétées aux
termes ©,,Q,,, »,P,,, donnent, comme on I’a vu, une valeur de X
d’un degré au plus égal a celui de 27Q,,, et P'expression uX — Y
différe de v par des termes d’un degré au plus égal a cclui de

x®

.

Qm+n+ 1

D’aprés cela, les conditions nécessaires et suffisantes pour que la
formule
X —Y

puisse représenter la fonction ¢ avec une exactitude poussée jus-
qu'a N, le degré de X ne surpassant pas M, s’écriront ainsi

Oppy — 0y Wpy2 = O, eevy Opyp—y == O,

3(»),,. é [ awm-i-n é P ) .
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en désignant par

Qns Qg
les derniers dénominatcurs des fractions convergentes
P, P, P i
22, 2, L,
QI QI Q3

dont les degrés ne dépassent pas les limites M et N—1, et par o, p
les degrés des fractions

‘:r_‘i an+n+|
Qm ’ zN

§ 2.

Nous allons maintenant démontrer que ces conditions peuvent
étre remplacées par celles-ci, qui sont plus simples :

|

(4) 6F("Q1—|\l§6'6;

dans lesquelles

Q
s> oF Q) 28;;,

Q/—-lv Ql

sont les deux derniers termes de la série
Qn Qn Qh ceey

qui, étant multipliés entre cux, donnent un produit de degré
moindre que M + N.
Pour ccla, trouvons d’abord une limite supérieure des degrés

SF(0Qu), SF(0Qust)s --.r SF(0Quin)s

dahs le cas ou les conditions (3) sont satisfaites. Aprés nous étre
convaincus, d’aprés cela, de la nécessité que les conditions (4)
soient vérifiées, nous démontrerons que celles-ci, de leur coté, sup-
posent l'existence de chacune des conditions (3).

D’aprés la liaison qui existe entre les fractions convergentes

P, P, P,
W Q@ Q
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de I’expression
u‘z qo + ————l——‘
L

A
on a
Qi+t = Qigi + Qiis
ce qui donne, en multipliant par v,
vQivi = ¢ Qiqi + 9Qizr

En passant de I’égalité des fonctions & I'égalité de leurs parties
fractionnaires, on trouve, d’aprés notre notation,

(5) F(¢Qisi) =F 0Quq:) +F(0Qii).
En décomposant maintenant les fonctions
vQ; ¢Q.q;
en une partie entiére et une partie fractionnaire, il vient

¢Q:=E¢Q,) -+ F(vQ:),
¥Qiqi==E ¢Q.q:) + F(¢Qiqi)»

ce qui donne, par I’élimination de Q;,
FleQugi) = q:F vQ) + ¢.EvQ) — E(vQiq:).

Portant cette valeur de
F(vQiq:)

dans I'égalité (5), et désignant, pour abréger, par U; la fonction
enticre '

AY

E(¢Qiq,, — ¢.E v Q)),
on obtient 'égalité

ti("Qi) =F ("QL+:> —F \('Qi—l" + U,
Si nous remarquons que les fonctions
F("Qi-{-l), F("Qi—l)

ne contiennent que des termes avec des puissances négatives de la
variable, on en conclut

E[¢.F(¢vQ;]=T,,
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ce qui, d’aprés la formule (2),

w; = (—1)""'E[¢;F (vQ.)],
nous donne ’

et, en conséquence, ’expression trouvée plus haut de la fonction
¢:F (vQ,) est fournic par l'égalité

9 F (1 Q) = F(rQun) — F(vQi) + (— 1)i~'an,

qui nous servira a oblenir lalimite supérieure des degrés des fonc-
tions

F(eQu), F(eQuy)s ..., F{¢Qun)s
dans le cas ou l'on a

Opgy == 0y Wpp2 =0, ..., Oppp =0,

8"’» -2 T 3‘*‘m+u -—<_-‘ .

Comme, dans ce cas, pour toutes les valeurs de 7, depuis = m +1
jusqu’a i =m—+n—r inclusivement, la fonction o; se réduit a zéro,
il s’ensuit que, pour toutes ces valeurs, I'égalité que nous venons
de trouver se réduira a la suivante :

(6) 2.F(vQ) =FvQu) —FvQu).

En remarquant que la fonction ¢; est d’un degré non inférieur au
premier, on conclura de cette égalité que, dans la suite

F("Q,,), F(('Q"v+')' ct F\,"Q’""'"\)’

parmi trois termes consécutifs

F(!'Q,“), FeQ.), F{”Ql—l)'

la fonction du milieu

F("Q,) .

devra dans tous les cas étre d’un degré moindre que celui d’une des
fonctions extrémes

F("Ql+l)a F("Ql—1)~
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On voit par la que, dans la suite
8F("Qm}, ()F("Qm+t)1 ey 6F(‘)Qm+n)1

aucun des termes intermédiaires ne peut présenter un maximum,
et par suite il ne peut y avoir qu'un minimum.
En supposant que
oF (v Qu)

soit le premier terme de la suite
3F(0Qnly OF(Qmei)s ..y OF(vQmin),

qui donne unc valcur minimum, nous remarquerons que, pour
toutes les valeurs de i, depuis i=m +1 jusqu'a i=2%1—1, la
fonction

FoQim)
serad’un degré plus ¢élevé que
F ( "Qi+| )s

et par suite, d’aprés I'égalité (6), son degré déterminera le degré de
P’expression
q,—F(in).
N
On tire de 14, pour les ¢ grandeurs considérées, 1’égalité

F —
3F{"Qi>:3—————-——((Q .
qi
En y faisant
i=m—+1, m+42, ..., A—I,

on obtiendra une suite d’équations qui serviront a passer successi-
vement de la fonction

FlvQu)
aux fonctions

F'\,"Qm+l>7 F("Qm-c-;)v ey F(”Qx—:)-
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Ces équations nous donnent

OF (¢Quot) =9 Ma

Gma
b f_("Q'n) , ) '

Gt Gmaer f

Il

JoF (" Qm+2)

Cee s ee e s s e s aey

F(Qa)
oF(vQy_,) —md —— "/ .,
( & ) Gonet Qa2+ + - Gr—y

En passant aux termes dc la suite
(7) SF(vQu), OF(¢Qapi)s ..., OF(vQ), ..., OF(¥Quen)s
qui suivent le premier terme mentionné
OF (vQu),

nous remarquerons qu’aucun de ces termes ne peut étre moindre
que le terme en qucstion, ct par suite nous aurons ou

OF(¢Quet) =JF(¢Qu), ou JF(¢Qiy' > IF(vQi),

selon que le terme en question devra, ou non, étre suivi d’un terme
qui lui soit égal.
Pour ce qui est du troisicme terme

SF (0 Qups),

il ne peut avoir la méme valeur que le terme en question ; autre-
ment il se trouverait, dans la suite

F("Ql!l}q F("Qm+|>\ e F(“Qm-;-n‘,a

-

trois termes du méme degré, ce qui a été démontré impossible par
ce qui précéde. On voit par la que, aprés le terme

OF (¢Q,)

de la suite (7), les termes doivent aller nécessairement en crois-
sant, et par conséquent, pour toutes les valeurs de 7, depuis

Bull. des Sciences, »¢ Sevie, . 1. (Septembre 1857, 20
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=XM1 jusqu’a i =m—-+n— 1, on aura
OF (1 Qi) > OF (¢Qu—i ).

Il s’cnsuit de la, en vertu de (6), que, pour ces valeurs de Z, le degré
du terme

7.F(vQ)

sera déterminé par le degré du terme F(vQ,4y), ce qui suppose
I'égalité

) F(vQui)
SF (0Q,) = ¢ — et ],
F(eQ) =2

En y faisant tour a tour
t=m<4+n—1, m+n—2, ..., A+41I,

on obtient unc suite d’équations, qui serviront a passer successi-

vement de la fonction
F("Qm+n)
aux fonctions

F(¢Quiact)s F(#Quincz)s +o-r F(¥Qui).

De ces équations on tirc
aF((v m-f-n—|\ =0 E,(lgﬂtl) ,
Gmtn—t
SF ( (4 an+n_3) —_ 8 —F-(,_'_'_g'"'*‘l)__ y

I min—1 §mtn—2

F (¢ Qnsn)

Qmin- 1 Yman—z+ « < rsr

§ 3.

De cette maniére on détermincra, au moyen des deux fonctions
extrémes de la suite

F("Qm)» F(”Qm+|)a cey F("Qm+n—l)s F("Qm+n)*
les degrés dc toutes les autres, & I'exclusion d’une scule fonction

F(VQ}‘).
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Pour déterminer le degré de cette fonction, remarquons que la for-
mule (6) donne, pour i =1,

B F(0Q) = F(+Quar) — F(Qu).
Comme, en vertu du paragraphe précédent, les termes

FloQuw), FvQua)

’

sont des mémes degrés que les expressions

F (¢ Qus) ’ F(vQn)

Imian—=1 Gman—2 + « « Qo qn+19mez « « « @r—r

P'une au moins de ces cxpressions sera d’un degré non inférieur a
celui de

nF(eQu),

et par suite nous aurons

SF(oQy) 28 —110Qu)

Im+1qmy2 -« Qx—lf]x,

ou

SF(vQu) =6 — 1*Qre) !

Ymin—i (mtn—=2 - - « D1 G P
Comme, cn vertu du paragraphe précédent, pour

i=m+1, m~+2, ..., A—I,

i= »=+1, A+2, ..., m+n—1i,

on a ou I'égalité

F(oQn)
0F(vQ) =0 ——M———
(VQ ) In- oz - » - Gi
ou I'égalité
) SF(0Q,) =0 — 1 1Qmen)

dman—19mi4n—2 + « « Gi

et qu'alors il est évident qu'une au moins des conditions

- F(eQm)
SF(0Q)5d ———nl__
((Q)> ’1m+:(]m+z---’li, i )
SF(vQ)) =8 — L (¥Quaa)

Gnan—1 Gn—2 + + « G
20.
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que nous avons trouvées ci-dessus pour

i=2,

est satisfaite, nous en conclurons que, pour toutes les valcurs de i
depuis i == m —+ 1 jusqu’a { = m + n— 1, on aura I'unc ou I’autre
des conditions

F OQm
“"”Q')?"a;;(;f:Q: .).‘a

oun
F(0Qnin)

qman—rGumtn—z « o+ Qi

SF(0Qi) =9

Pour ce qui est des limites supéricures des degrés des fonctions
F("Qm)v F("Qm-pn)’)
elles peuvent étre déduites des derniéres conditions (3),

J"""? Gy Omyn e

Pour cela, nous remarquerons que, d’aprés la formule (2), qui
détermine les fonctions
Wy On O, ...,
ona
on=(—1)""E[¢gaF(¢Qa)]

Opin — ( — l)”‘*"“E[anF( "Qm-f—n)};
\
d’ou il s’ensuit que les conditions précédemment démontrées, rela-
tivement aux degrés des fonctions

®Omy  Ominy
supposent que les fonctions
qmF("Qm)v ‘Im-o-nl"("Qm—H‘}
ne sont pas de degrés supérieurs a

Gy P
et que, par suite,

IF(vQa) 827 IF (0Quin' <9

qm Ym4n

Fas
.




MELANGES. 3ot

En conséquence, les limites trouvées plus haut du degré de F(vQ;)
se réduisent a celles-ci,

SF(vQ) S8 — 1
(Q)— Umnqmsr - - o G} B
ou

1°

dF(¢vQ.) Sd .

Ymsn— Qmsn~1 « + + G,

Ces formules sont susceptibles d’une simplification notable.
D’aprés notre notation, la fraction convergente du développe-
ment

I
U=qy + —— R
Qi+ —

qe
. 1
S
+

correspondante au quotient incomplet ¢,, est

Py,

~

Qk-ﬂ ~

et par suite le produit des quotients incomplets
994293 -« - Gk

sera du méme degré que le dénominateur Qgyy.
En vertu de cela, on trouve que les produits

Indmir -+ Qs

DntnYmin—r « « - G
seront de mémes degrés quc les fractions

Ql+' Qm+n+x
—_—, T

Qu Q

»

Par conséquent, les égalités que nous avons trouvées plus haut don-
nent
SE(vQ, <o - Qn,
i+
e Q,
Q"““”"'l '

SF(vQ, 78
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Et comme, d’aprés cette notation (§ 1),

a ¢
2% Qpy m
sont de mémes degrés que .
M, N

ces inégalités conduiront a la suivante:

po. |
SF(eQ) <3 Sny 0w <8 :

1 £

On voit par la que la limite supéricure du degré de chacune des
fonctions

F(aQ,,.), F(eQut1)s -+ » F(vQ,,H_,,)
sera déterminée par la plus grande des deux quantités

s =, 33,

=1

pour la valeur correspondante de i.
En supposant que, dans la suite

Ql’ Qh Qsa LS ]

les deux dernicres fonctions qui, étant multipliées 'une par I'autre,
donnent un produit d'un degré inférieur a M + N soient

Ql—-u le
nous remarquerons qu’elles devront satisfaire aux inégalités

8 (9(Q-Q) <M= N,
( ) % 8(QI'QI+|) _Z_ M+ N;

ct comme |
oM

S ¢ g;‘ =M+ N—3(Qi Qi)
i1 &£

ces égalités supposent que 'on a

0
> Q,
PR I N
11 - " xN
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sii=1—1,etque -

sii=:1{; par conséquent, d’apreés ce que nous avons trouvé relatiye-
ment a la limite supérieure du degré

8F((’Q"),

nous aurons, pour i =/ — 1 eti=/I,

)

\ OF(vQ) <S4
(9)

e 'QI '=

<
( SF(vQ) <3 -

Nous allons maintenant démontrer que ces inégalités, déduites,
comme on I'a vu, des conditions (3 ), supposent a leur tour néces-
sairecment que chacune des conditions (3) soit satisfaite,

§ 4.

D’aprés notre systéme de notations, '

Pioe Pr o Pryy
Q- Q’ Qs

représentent les fractions convergentes du développement

1
U=qq,+ .
g P

1
ql -+ .
Ut ——————

N
+
- B qin+ + !

’[1+;L—l —+.

qui correspondent aux quoticnts incomplets

Qi—2y  Ql-1s ql+p,—| .

En représentant par
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la fraction ordinaire 4 laquelle s réduit la fraction continue

g+ —
ql+'+"'—l— !

Qlap—1

9

on trouve, en vertu des propriétés des fractions continues,
Qi = QiS + Qi T,
Multipliant cette égalité par v, on a
0Qun = v QS + ¢vQi, T,
ce qui suppose 'égalité
F(vQuu) =F(vQS) + F(vQ T)
En décomposant les fonctions
cQn QS 0Qiy QT

en une partie cntiére et une fraction, il vient

vQi =E(¢Q) F(vQ),

vQiS=E(vQS] F(eQ:S),

Qi =E{s Q1—|/ F(vQi)s
Qe T=E(¢QT) + F(vQuT);

par 'élimination de Q;, Q,_;, en tant qu’ils sont en dehors des
signes E, F, on en tire

F("Q[ S):SF(VQ[ )+SE(UQ1 b E(('Q[ S),
F(VQ[_.T) =TF(vQi-,) + TE(¢Q—, — E(0Qu_T).

En portant ces valeurs des fonctions
F(oQS), F(vQmT)
dans I’expression trouvée plus haut de la fonction

F ( "Q/—H& il

et posant, pour abréger,

SE((’Q/\) _— E(PQ[S) -+ TE(I’Q[_.\‘ —_ E(('Q,_,T) = U,
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il vient
(IO) l“(l'Q1+l‘) :::SF(UQ() -~ TF(VQ[_,) + U.

Comme$S et T sont les termes de la fraction simple

=) »

a laquelle se réduit la fraction continue R

1
i+ -

ql-i-l ., - !
Qlap—1

1]

ces quantités seront des mémes degrés que les produits

Gl Qlare o - Qlop-s

Gt Qlaae o Qlgpers
ct par suite des mémes degrés que les fractions

Qe Qua
Ql Q.’+n

formées avec les dénominateurs des fractions convergentes.

Py Pry , Pros
_L, I I
Ql QI+| QI-H:.

du développement

u=—gq,+

it 1

-2 +
gt qz—|+.. . 1

Qlep—r -,
D’aprés cela nous aurons

Q1. . Ql+u.
3IS=2¢ T =d"-.
QI ’ Q1+|

En remarquant maintenant que, en vertu de (

JF vQ) = s%{ SF(vQu) =

N=]

),

)

Qlx
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on trouve

S + 3F(vQ,) =0OSF(vQ) Sot

0T + 0F (¢vQumy) = 8TF (v Q) __<_3'L Ql+|~.

Or, d’aprés (8), le produit
Ql QI+|

est d’'un degré non inféricur aM + N, d’ou il s’ensuit que la der-
niére inégalité donne
Ql+|s
STF(r Qi) S8 5"
On voit par la que, dans I'expression de la fonction

F (¢ Quau)s

d’aprés la formule (10),les deux termes qui contiennent la variable
a des degrés négatifs sont d'un degré non supéricur a

Qe
J‘N
et par suite

IF (v Qu) S8 Lr.

2N
Si 'on remarque maintenant que
_ Ql+|l.+|
O =
Ql+vx \
nous en conclurons que

. P
Ogran ¥ (0Quey) S3 L,
En y faisant successivement
p=o0, 1,2, ..., n4+m—1—1,

et remarquant que, pour trois de ces valcurs de p, la fonction
Q441 atteint sculement la limite Q,,40, dont le degré, d’aprés le
§ 1, ne surpasse pas N — 1, nous en conclurons que

'}’IIF("QI) <o, 6’]1—1—! F("Qh-l) <0y  o..y a’1m+n—i F("Qm Hl—l) < o0,
d’ou il s’ensuit que, en délerminant les fouctions

Ofy Oy oy Dmgn—iy
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par la formule

wi = (—1)"'E[¢;F (vQ)],
on trouvera

' W=0, 04 =0, e..9 Wyyp— =0.

En faisant maintenant g == m <+ n — /, on aura
Qm+n+t
aqm-qu ( ”Qm-{-n) < d -—‘;N -

ct par suite, en déterminant la fonction ©,,,, par la méme formule,
on remarquera qu'elle sera d’'un degré non supérieur a celui de

Q—%’f——;’*" . Comme on a, d’aprés notre notation (§ 1),

3%{:‘ =p,
2
on cn conclut que to
O0min S pe

Ainsi nous sommes assurés que les inégalités (9) entrainent la
vérification des conditions

=0, W4 =0, ..., Oppp—y— 0,y

Ownin é P
Pour démontrer maintenant que la méme chose alieu relativement
aux autres conditions (3), représentons par
S, S,
T, T,
les fractions convergentes du développement
Qs+ —
Glmtg + -, .

qui correspondent aux quotients incomplets ¢,_s, ¢1-y. A laide de
ces fractions, les fractions comvergentes du développement

I

U = q, -+
7o Py :

-yt
1 qrr—it.
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correspondantes aux quotients incomplets
Yler—=3y  Glr—1s  l=1s qi-1s

sont déterminées les unes par les autres, de la maniére suivante :

P[_ P/_ S, + [[_A_lT

Q- Q/—xs + Qo T,

!’_1 P8, + PI—).—tTa
Q QS+ QT

En résolvant maintenant les équations

Qi = Q8 + Qi Ty
Q —=QS: + Qran T,

par rapport a
Ql—b Ql—-l—n

et remarquant que, d’aprés les propriétés des fractions conver-
gentes,
S,T,— S, T, ==

on trouve pour (), 'expression
£ Qs = Qi T, — Q/T,.

Multipliant cette expression par v, et passant de 1’égalité des fonc-
tions a I'égalité de leurs parties fractionnaires, il vient

:t]“(oQ,_.A) — F(le_,T,‘ — F(VQ[T.).
Or, en vertu des égalités

vQi T, = E(v Qi T,) + F (¢ Qi Ta),
e Qe —E("Ql—\/-r-F("QI— ),
vQT, =E(vQT,) -+ F(¢vQ/T.),
(,Q,——L(‘;Q, +F(eQ),
on trouve
F(QuT: =T, F(Q,, + T.EvQiy) — E(¢QiyTs)
F(eQT, - TF(vQ) 4 T.EvQ — E(eQT).



MELANGES. 309

Portant ces valeurs des fonctions

F(¢QuT,), F(vQT,)

d

dans’expression obtenue plus haut de la fonction
F (¢Qr-a)

et faisant, pour abréger,
TE0Q) — E(¢QiT:) — T, E(0Q) + E(vQ/T,) =V,

il vient
(11) + F(rQa) = ToF (¢Qi)) — T,F (0Q;) + V. B
Comme, d’aprés nos notations, '
S, S
T T,

sont les fractions convergentes du développement

1

qi—) +
g1+, I

qi-2 +
QU=+

correspondantes aux quotients incomplets

Qi=zs  ql-1s
leurs dénominateurs T,, T, devront étre de mémes degrés que les

produits
[/ J 2 WY ¢ J 2 VR PRV Gl

Qa1 Ql242 » -« Ql=2Fl—1y

et par suite de mémes degrés que les fractions

Qi . Q ,
Qroarr Qe
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formées au moyen des dénominateurs des fractions convergentes

I_)I—l+| , P 1— _Ii[
QI—1+| Q/— Ql

de la fraction continue

—+
7 q.+‘

G +

ql-2 + 1
Qi+,

par conséquent,

OT, = 4 QQ’“' y 8T,=20 i

JEw Qrm

Mais on a, d’aprés (9),

M
F(vQ) 20 .%’, OF (vQi) = a‘f@;

on tire de la

QI—I Ql M
N

6T.F(sz)§‘7 Q/-H-’ F(eQn) 28 Qirt

.

Comme, d’aprés (8), le produit Q,_; Q; est de degré inférieur a

M + N, la premiére de ces inégalités nous donne
P 8

M

Q=1 )

oT, F(vQ)) << ¢

On voit par la que les deux fonctions
T1F(0Q1_|), T.F(UQ[)

sont de degré non inférieur a

M

Qiagt

ct dans ce cas, d’aprés la formule (11) et en remarquant que V ne
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contient pas de puissances négatives de la variable, on trouve
P 8 3

s =3 L‘“
R
(‘ Ql )\) < Ql—‘A—H
ce qui, joint i I'égalité
8qis =23 Qi 2 ,
=)\
nous donne
3qinF =5
@ F(vQa) 2 0

En faisant ici

r=l—m—1, l—m—2, ..., 1,

ct remarquant que de plus, d’aprés le § 1, la fraction
M
Qe
reste de degré inféricur a zéro, il vient
allm....F(Vqu..) <o, ‘ o

0Gmsa F (#Qast) <0,

01— F("QI—|) <Lo;
d’ou il s’ensuit que, en déterminant les fonctions
"’Ill+l7 wm+'h LR ] (272

par la formule générale

w, = (—1)"'E[q.F(vQ)],
on trouvera
Opy — 0, Wy —O0, .. , W_ =0,

En posant, dans la formule précédente
A=1l—m,

et remarquant que, suivant notre notation (§1)

M

6‘6;‘ =G,

31t
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on trouve
3aF (+Qu) S

d’ou I'on conclut, d’aprés la formule ci-dessus qui détermine
la valeur de la fonction w;, que

Swm Zo.
Ainsi nous sommes assurés de la vérification des conditions

W1 =0y Wy =0, .... O ==0,

dwn 2 o,
qui, avec les conditions démontrées plus haut

W=0, W4 =0, ..., Oppp— =0,

6"’m+n =P
comprennent toutes les conditions (3).
On voit par la que les inégalités (4) constituent les conditions
non-seulement nécessaires, mais encore suffisantes, pour que la
formule

uX —Y,

X, Y étant entiéres, et X de degré non supérieur a m, puisse
donner unc expression approchée de la fonction ¢ aux quaﬁtités
prés de I'ordre x~N exclusivement.



