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MÉLANGES.

SUR LA THÉORIE DES NOMBRES ENTIERS ALGÉBRIQUES ( ' ) ;

PAR R. DEDEKIND.

(Suite et fin.)

, : ï . i v . ,
ÉLÉMENTS DE LA THÉORIE DES IDÉAUX.

Dans cette Section, nous développerons la théorie des idéaux
jusqu'au point indiqué dans l'Introduction, c'est-à-dire que nous
démontrerons les lois fondamentales qui s'appliquent également à
tous les corps finis sans exception, et qui régissent et expliquent
les phénomènes de la divisibilité dans le domaine o de tous les
nombres entiers d'un tel corps Q. 11 ne sera question, dans ce qui
va suivre, que de ces seuls nombres, à moins que nous n'indiquions
expressément le contraire. La théorie se fonde sur la notion de l ï -
dèal, dont nous avons mentionné l'origine dans l'Introduction, et
dont l'importance a été suffisamment mise en lumière par l'exemple
de la Section II (§§ 11 et 12). L'exposition suivante delà théorie
coïncide pour le fond aveccelleque j'ai donnée dans la seconde édition
àesVorlesungen ixher Zahlentheorie de Dirichlet (§ 163) *, mais elle
en diffère notablement pour la forme extérieure; par ces change-

( ' ) Voir Bulletin, t. XI, p. 278, et t. I (20 Série), p. 17, 69 et 144.
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ments la théorie, si elle n'est pas abrégée, est cependant un peu
simplifiée, et en particulier la principale difficulté qu'il s'agissait
de surmonter est maintenant mise plus clairement en relief.

§ 19. — Les idéaux et leur divisibilité.

Soient, comme dans la Section précédente, Q un corps fini du
degré rc, et o le domaine de tous les nombres entiers GO contenus dans
Q. Nous entendons par un idéal de ce domaine o tout système a de
nombres a du domaine o qui possède les deux propriétés sui-
vantes :

I. Les sommes et les différences de deux nombres a quelconques
du système a appartiennent au même système a, c'est-à-dire que
a est un module.

II. Tout produit au d'un nombre a du système a par un nombre
(Ù du système o est un nombre du système a.

Signalons d'abord un cas particulièrement important de cette
conception d'idéal. Soit (x un nombre déterminé $ le système a de
tous les nombres a = /i&) divisibles par jut formera un idéal. Nous
appellerons un tel idéal un idéal principal, et nous le désignerons
par 0 (JX), ou plus simplement par ou ou ao •, il est évident que cet
idéal ne sera pas altéré si Ton remplace p par un nombre associé,
c'est-à-dire par un nombre de la forme ejx, e désignant une unité.
Si p est lui-même une unité, on aura ou. = 0, puisque tous les
nombres contenus dans 0 sont divisibles par f*. Il est encore facile
de reconnaître qu'aucun autre idéal ne peut contenir d'unité •, car
si l'unité e est contenue dans l'idéal a, alors (d'après II) tous les
produits 600, et par suite aussi tous les nombres code l'idéal principal
0 sont contenus dans a, et comme, par définition, tous les nombres
de l'idéal a sont également contenus dans 0, on aura 0 = 0. Cet
idéal 0 joue le même rôle parmi les idéaux que le nombre 1 parmi
les nombres rationnels entiers. Dans la notion d'un idéal principal
Oft est compris aussi le cas singulier où [À = o, et où par consé-
quent l'idéal se compose du seul nombre zéro; toutefois nous exclu-
rons ce cas dans ce qui va suivre.

Dans le cas de n = 1, où notre théorie se change dans l'ancienne
théorie des nombres, tout idéal est évidemment un idéal principal,
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c'est-à-dire unmodule de la forme [m], m étant un nombre rationnel
entier (§§ 1 et 5) •, il en est également de même des corps quadra-
tiques spéciaux, qui ont été considérés dans la Section II (§ 6 et
commencement du § 7). Dans tous ces cas, où tout idéal du corps £1
est un idéal principal, régnent les mêmes lois de la divisibilité des
nombres que dans la théorie des nombres rationnels entiers,
puisque tout nombre indécomposable possède aussi le caractère
d'un nombre premier (voir l'Introduction et le § 7). C'est de quoi
l'on pourra aisément se convaincre dans ce qui doit suivre ; mais
je présente dès maintenant cette remarque pour recommander au
lecteur de faire la comparaison continuelle avec les cas spéciaux
mentionnés et principalement avec l'ancienne théorie des nombres
rationnels, parce que sans aucun doute cela facilitera beaucoup
l'intelligence de notre théorie générale.

Puisque tout idéal (en vertu de I) est un module, nous transpor-
terons immédiatement aux idéaux la notion de la divisibilité des
modules (§ 1 ). On dit qu'un idéal m est divisible par un idéal a, ou
qu'il est un multiple de a, quand tous les nombres contenus dans
m sont aussi contenus dans a \ on dit en même temps que a est un
diviseur de m. D'après cela, tout idéal est divisible par l'idéal 0. Si
a est un nombre de l'idéal a, l'idéal principal oa sera (d'après II)
divisible par a*, nous dirons, pour cette raison, que le nombre a, et
par suite tout nombre contenu dans a, est divisible par l'idéal a.

Nous dirons de même qu'un idéal a est divisible par le nombre
>3, quand a sera divisible par l'idéal principal ort] alors tous les
nombres a de l'idéal a seront de la forme yjp, et il est facile de voir

que le système r de tous les nombres p = - formera un idéal. Réci-
proquement, si p devient égal successivement à tous les nombres
d'un idéal quelconque r, tandis que r, désigne un nombre déterminé,
différent de zéro, tous les produits yp formeront encore un idéal divi-
sible par om} un tel idéal, formé au moyen de Tidéal t et du nombre
>J, et nous le désignerons, pour abréger, par TY] OU yjf, on aura évi-
demment (VYÎ) y' = x (m') = (rr/) u, et yjr' sera toujours divisible par
yjr dans le cas, et seulement dans ce cas, où t' sera divisible par x ;
donc l'équation rtxf = yjt entraîne l'équation t' = r. La notion d'un
idéal principal oa se déduit de celle de Vfx, lorsqu'on suppose r = 0.

Enfin il est à remarquer que la divisibilité de l'idéal principal
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Ofx par l'idéal principal OY] est complètement identique avec la divi-
sibilité du nombre fx par le nombre m \ les lois de la divisibilité des
nombres de o sont donc entièrement contenues dans les lois de la
divisibilité des idéaux.

Le plus petit commun multiple nt et le plus grand commun divi-
seur b de deux idéaux quelconques a, fc sont aussi des idéaux; car,
en tous cas, m et b sont des modules (§ 1, 3° et 4°)9 et des modules
divisibles par o, puisque a et b sont divisibles par o; si, déplus,
fx =z a = (3 est un nombre contenu dans m et partant aussi dans a
et dans fc, et si <î = a' -f- {3' est un nombre du module b, le produit
{Ato = aco = j3a) sera également contenu dans m, et le produit
§(ù = a.'w -h j3'o) contenu dans b, puisque (en vertu de II) les pro-
duits ao), a'û) sont contenus dans a et les produits (Sa), P'o) dans 6.
Donc m et b jouissent de toutes les propriétés d'un idéal. Il est
clair en même temps que mm sera le plus petit commun multiple,
et a m le plus grand commun diviseur des deux idéaux a Y?, fcy?.

Si 6 est un idéal principal ow, le plus petit commun multiple in
de a, t> sera en tous cas de la forme yjr, r étant encore un idéal et,
en outre, un diviseur de a, puisque ma est un multiple commun de
a et de OY>, et qu'il est par suite divisible par m x ; ce cas se présentera
très-fréquemment dans la suite, et pour cette raison nous appelle-
rons, pour abréger, l'idéal r le diviseur de l'idéal a correspondant
au nombre m. Maintenant si r' est le diviseur de r correspondant au
nombre r/, r' sera en môme temps le diviseur de a correspondant
au produit %rl\ car mr'x' est le plus petit commun multiple de mx et
de oxjyj', et par conséquent aussi celui de a et de or,r/, puisque yjt est
le plus petit commun multiple de a et de o*/}, et que omm' est divisible
par or}.

§ 20. — Nonnes.

Comme tout idéal a est aussi un module, nous dirons que deux
nombres quelconques w, w' du domaine o sont congrus ou incon-
grus suivant a, selon que leur différence oa — w' sera ou non divi-
sible par a ; nous représenterons la congruence de o>, a/ suivant a
(§ 2) par la notation

&) = &)' (mod.a).

En outre des théorèmes établis précédemment, ayant lieu pour les
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congruences par rapport à des modules quelconques, il faut encore
remarquer que deux de ces congruences,

&)=&)', ût/'EEEGi)"' ( m o d . a ) ,

relatives au même idéal a, peuvent aussi être multipliées entre
elles, et qu'elles entraînent ainsi la congruence

w&)" = wV" (mod. a);

car les produits (w — a/) a/7 et (w/; — a/;/) a/, et par suite aussi leur
somme ww" — a)V/;, sont des nombres de l'idéal a. Si, de plus, m est
un idéal principal o/x, alors (en vertu du § 18) la congruence
^ = (1/ (mod. m) sera identique avec la congruenceG)E=O)' (mod. p).

Une considération particulièrement importante est celle du
nombre des classes de nombres différents par rapport à l'idéal a, et
dont se compose le domaine 0. Si a est un nombre déterminé de l'i-
déal a, et diflérent de zéro, l'idéal principal Ofx sera divisible par a, et
comme a est divisible par 0, il en résulte (§ 2, 4°)

( o , QfJ.) ~ ( o , û ; ' a , o a ) ;

or (§ 18) le nombre (0, ou) == ± : J \ (a), et par suite le domaine 0
ne contient qu'un nombre fini de nombres incongrus par rapport
à l'idéal a (§ 2, a0). Ce nombre (0, a) sera dit la norme de Vidéal
a, et nous le représenterons par N ( a) ; la norme de l'idéal principal
O/Ji est égale à i i i N ^ ) , et 0 est évidemment le seul idéal dont la
norme est égale à 1.

Si p parcourt un système complet de N(a) nombres incongrus
(mod. a), la même chose aura lieu pour (1 -+- p), et des congruences
correspondantes 1 -f- p = p', où p' parcourt les mêmes valeurs que p,
résulte, par addition, N(a) = o(mod. a), c'est-à-dire que N (a) est
toujours divisible par a. Comme cas particulier, ce résultat contient
ce théorème évident par lui-même, que N(p) est divisible par [i
(voir § 17).

Soit, de plus, ï un idéal quelconque, et r, un nombre différent de
zéro $ on aura toujours

car deux nombres yjo/ et W7 de l'idéal principal ro sont congrus ou
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incongrus (mod. Ht), suivant que les nombres a>', G/ du domaine o
seront congrus ou incongrus (mod. r).

Soient ci, 6 deux idéaux quelconques, m leur plus petit commun
multiple, b leur plus grand commun diviseur ; on aura (§ 2,
Î °e t4°)

( 6 ) ( 6 ) ( )

et, b étant divisible par o,

(o,tt) = (o,b)(b,o), (o, m) = (o,

partant

et
N(m)N'(b)r=N(û)N(4).

Si Ton applique ces théorèmes au cas où b est un idéal principal OYij
et où par suite m est de la forme r y?, l'idéal r étant le diviseur de a
correspondant au nombre r, (§ 19), il vient

(B,o) = (ov3,r/)) = N(t),

et par conséquent
N(o)^N(r)N(b).

L'idéal r peut maintenant aussi être défini comme le système de
toutes les racines pde la congruence Y,p = o (mod. a), comme il est
facile de s'en convaincre.

§ 21. — Idéaux premiers.

Un idéal !p est dit un idéal premier, quand il est difièrent de i>,
et qu'il n'admet comme diviseur aucun autre idéal que o et ty. De
cette définition résultent les théorèmes suivants :

i° Tout idéal a différent de o est divisible au moins par un idéal
premier.

Car, parmi tous les idéaux qui sont difierents de o et diviseurs de
l'idéal a, il en existe un !p dont la norme est la plus petite, et celui-
là est certainement un idéal premier-, si, en effet, b était un idéal
divisant jp, mais différent de !p et de o, on aurait (b, !p) > i, par



MÉLANGES. ai3

suite N(ç) = (*» V) N(fe)>N(b), et b serait un diviseur de l'idéal
a différent de o et dont la norme serait < N (\>), contre l'hypo-
thèse 5 donc !p est un idéal premier. c. Q. F. D.

2° Si le nombre Y) n'est pas divisible par l'idéal premier !J), JJ$
sera le plus petit commun multiple des deux idéaux £ et on.

Car le plus petit commun multiple de !p et de o n est en tous cas
de la forme yjr, l'idéal x étant un diviseur de j>, et par suite ou = o
ou = Jp (§ 19) \ mais r ne peut pas être = o, puisque YÎO n'est pas
divisible par $•, par conséquent r = ç. c. Q. F. D.

3° Si aucun des deux nombres vj, p n'est divisible par l'idéal pre-
mier !p, leur produit y?p ne sera pas non plus divisible par !p.

Car autrement l'idéal rî(op) serait un multiple commun de $,
oyj} et partant il serait divisible par le plus petit commun multiple
7j!p de !p> orr, niais de la divisibilité de m (oo) par r,p il résulterait
(§ 19) que op serait divisible par p, ce qui contredirait la supposi-
tion; donc Y)p n'est pas divisible par V- c. Q. F. D.

De là il s'ensuit immédiatement que tous les nombres rationnels
divisibles par un idéal premier $, et auxquels appartient aussi
N($) (§ 20), forment un module [/>], /? étant un nombre pre-
mier rationnel positif complètement déterminé ; car le plus petit
nombre rationnel positif/;, divisible par p, ne peut en aucune façon
être un nombre composé a i , puisque alors l'un des deux nombres
moindres a, b serait pareillement divisible par $ } et comme p ne
peut non plus être = i, puisqu'on aurait alors !p = o ( § 19), p devra
être un nombre premier -, et tout nombre rationnel entier m divi-
sible par !p devra être divisible par /;, ce qui devient immédiate-
ment, évident, en mettant m sous la forme pq H- r, puisque le reste
r = m — pq est aussi divisible par £. Maintenant op étant divisible
parjp, et par suite N(o/>) =pn divisible par N(\>) (§20), "N()p)=pf
sera une puissance de p, et l'exposant ƒ sera dit le degré de l'i-
déal premier !p.

4° Si l'idéal a est divisible par l'idéal premier !p, il existera un
nombres tel que YÎ!|) soit le plus petit commun multiple de a et de oy].

Ce théorème important est évident, si Ton a a = !p, puisque tout
nombre yj non divisible par !p, par exemple, le nombre y? = i, satis-
fait à la condition indiquée. Mais si a est différent de 3p, nous nous
bornerons d'abord à démontrer l'existence d'un nombre yj tel que
le diviseur x de l'idéal a, correspondant à yj, soit en même temp



ai4 PREMIÈRE PARTIE.

divisible par !p, mais ait une norme moindre que celle de a. Puisque
Ton a N(a) = N(t) N(b), b étant le plus grand commun diviseur
de a et de on (§20), la dernière condition revient à choisir n de
manière que N(b) soit >̂ 1, et par suite b dillercnt de 0. Pour
atteindre ce but, et faire en même temps que x soit divisible par )py

nous distinguerons deux cas :
Premièrement, si tous les idéaux (à l'exception de 0) qui divi-

sent a sont divisibles par !p, on choisira pour y? un nombre divisible
par !p, mais non divisible par a, ce qui est toujours possible, puisque
\) n'est pas divisible par a$ alors il est clair que b sera divisible par
!p, et par suite diHerent de ir, connue, de plus, y? n'est pas divisible
par 0, mais que nx est divisible par a, r sera pareillement di lièrent
de 0, et par suite divisible par !p.

Deuxièmement, s'il existe un idéal e divisant a, et qui soit diffé-
rent de 0 et non divisible par !p, choisissons pour 7} un nombre divi-
sible par f, mais non divisible par p} alors b sera divisible pare, et
partant encore durèrent de 0; comme, déplus, r,x est divisible par
a et par suite aussi par !p, r sera aussi divisible par !p, puisque v? n'est
pas divisible par !p (d'après i°).

Après avoir établi ainsi pour les deux cas l'existence au moins
d'un nombre yj 'ayant la propriété demandée, on reconnaît sans
peine que l'on a certainement r = p, si l'on choisit, en outre, 77 de
manière que N(r) soit aussi petit </ue possible; car, si l'idéal ï, di-
visible par p, n'est pas = îp, on peut procéder avec x comme on
vient de le faire avec 0, et choisir un nombre yj ' de manière que le
diviseur r' de r, correspondant à ce nombre, ait une norme encore
moindre que celle de v, et soit pareillement divisible par \s j mais
comme (§19) t'est en même temps le diviseur de a correspondant
au nombre yr//, cela est en contradiction avec la supposition qu'on
vient de faire sur y? et sur r. Donc r = !p, c'est-à-dire que r, p est le
plus petit multiple commun de a et de OTÎ. c. Q. F. D.

§ 22. — Multiplication des idéaux.

Si a parcourt tous les nombres d'un idéal a, et de même (3 tous
les nombres d'un idéal b, tous les produits de la forme «[3 et toutes

<Jes_spmmes de ces produits formeront un idéal c$ car tous ces nom-
bres sont contenus dans ir, de plus, ils se reproduisent par addition,
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et aussi par soustraction, puisque les nombres (— a ) sont égale-
ment contenus dans a$ et enfin tout produit d'un nombre Sa(3 du
système c et d'un nombre w du domaine o appartient également au
système c, puisque tout produit ao> est encore contenu dans a. Cet
idéal c sera dit le produit des deux facteurs a, b, et nous le désigne-
rons par 06.

De cette définition il s'ensuit immédiatement que l'on a on = a,
ab = 6a, et, si c est un troisième idéal quelconque, (06) c = a (6c),
et l'on en conclut parle raisonnement connu (*) que, dans la for-
mation d'un produit d'un nombre quelconque d'idéaux ot, a2, . . . ,
aw, l'ordre des multiplications successives, par lesquelles on réunit
cliaque fois deux idéaux en un seul produit, n'a aucune influence
sur le résultat final, lequel peut être désigné, pour abréger, par
a^.. . am, et se compose évidemment de tous les nombres de la
forme Ha^oc^. . . aw, en désignant par a t , <72., . . . , orm des nombres
quelconques des facteurs (ij, eu, . . . , am. Si tous les m facteurs
sont = a, leur produit sera dit la //il0ine puissance de a, et on le re-
présentera par a"1*, en posant, de plus, a° = 0, a1 = a, on aura en
général aras = ar+% (a') J = ars. En outre, on aura évidemment
a(o'n) = CITÎ et (073) (or/) = or,r/. Enfin nous établirons encore les
théorèmes suivants :

i° Le produit at est divisible par les facteurs a et 65 car (en vertu
de la propriété II) tout produit ao), par suite aussi tout produit
a(3, et conséquemment (d'après 1) toute somme de semblables pro-
duits sont contenus dans a, c'est-à-dire que ûb est divisible par a.

20 Si a est divisible par a', et î> divisible par B', ah sera divisible
par aV. Car tous les nombres S «(3 contenus dans ab sont contenus
dans a'6', puisque a est contenu dans a et par suite dans a', et que $
est contenu dans b et par suite dans 6'.

3° Si aucun des idéaux a, b n'est divisible par l'idéal premier $,
le produit ab ne sera pas non plus divisible par ^ ; car il existe dans
a, 6 respectivement des nombres a, [3 qui ne sont pas divisibles par
)p, et par suite le nombre a|3 contenu dans ab n'est pas non plus di-
visible par $ (§ 2 1 , 3°).

(') Voir le § 2 des F'oriesnngen 'ùber Zahlentheorie de Dirichlet. ;
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§ 23. — La difficulté de la théorie.

Il serait aisé d'augmenter considérablement le nombre de ces
théorèmes, qui se rapportent à la dépendance entre les deux notions
de la divisibilité et de la multiplication des idéaux, et nous énon-
cerons encore sans démonstration les propositions suivantes, unique-
ment pour faire ressortir la ressemblance avec les propositions cor-
respondantes de la théorie des nombres rationnels :

Si a, b sont des idéaux premiers entre eux, c'est-à-dire tels que
leur plus grand commun diviseur soit = o, leur plus petit commun
multiple sera = afc, et Ton aura en même temps

N(o*) = N(a)N(t).

Si $> est un idéal premier, a un idéal quelconque, alors ou a sera
divisible par £, ou a et !p seront des idéaux premiers entre eux.

Si a est un idéal premier avec b et avec c, a sera aussi premier
avec bc.

Si ai est divisible par c, et que a soit premier avec c, b sera divi-
sible par c.

Mais toutes ces propositions ne suffisent pas pour rendre complète
l'analogie avec la théorie des nombres rationnels. Il ne faut pas
oublier que la divisibilité d'un idéal c par un idéal a, suivant notre
définition (§19), consiste seulement en ce que tous les nombres de
l'idéale sont contenus aussi dans a-, or on a vu très-facilement (§ 22, i°)
que tout produit de a par un idéal quelconque b est divisible par a,
mais il n'est nullement aisé de démontrer la réciproque, savoir, que
tout idéal divisible par a est aussi un produit de a par un idéal 6.
Cette difficulté, la plus grande et, à proprement parler, la seule
que présente la théorie, ne peut en aucune manière être surmontée
à l'aide des seuls moyens de démonstration que nous avons em-
ployés jusqu'ici, et il faut que nous examinions ici d'un peu plus
près la raison de ce phénomène, parce que celui-ci se rattache à
une généralisation très-importante de la théorie. En considérant
avec attention la théorie développée jusqu'à présent, on reconnaîtra
que toutes les définitions conservent un sens déterminé, et que les
démonstrations de tous les théorèmes ont encore toute leur force,
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lors même que l'on ne suppose plus que le domaine désigné par &
comprenne tous les nombres entiers du corps lî. Les propriétés du
système o sur lesquelles on s'est appuyé se réduisent en réalité aux
suivantes :

(a) Le système o est un module fini [co,, &>,,..., con], dont la
base forme en même temps une base du corps 12.

(£) Le nombre i, et par suite aussi tousses nombres rationnels
entiers sont contenus dans o.

(c) Tout produit de deux nombres du système o appartient au
même système o.

Quand un domaine o jouira de ces trois propriétés, nous l'appel-
lerons un ordre. De l'ensemble de [a) et de (c) il résulte immédia-
tement qu'un ordre se compose seulement de nombres entiers du
corps Q, mais ne contient pas nécessairement tous ces nombres en-
tiers (excepté dans le cas n = i). Si maintenant un nombre a de
Tordre o est appelé dwisible par un second nombre semblable fx
dans le cas seulement où l'on a a = aco, w désignant également un
nombre contenu dans o, et si l'on modifie de la même manière la
notion de la congruence des nombres dans l'étendue du domaine o,
on voit immédiatement que le nombre (o, op) des nombres du do-
maine o incongrus par rapport à [Â est encore maintenant = ± N(fx)
(§ 18), et il est tout aussi facile de reconnaître que toutes les dé-
finitions et tous les théorèmes de la présente Section conserveront
leur signification et leur vérité, si l'on entend toujours par nombre
un nombre de cet ordre o. Dans tout ordre o du corps û il existe
donc une théorie particulière des idéaux, et cette théorie est la
même pour tous les ordres (qui sont en nombre infini), jusqu'au
point où elle a été développée dans ce qui précède. Mais, tandis que
la théorie des idéaux, dans l'ordre o qui comprend tous les nombres
entiers du corps Q, conduit finalement à des lois générales qui ne
souffrent aucune exception et qui coïncident complètement avec
les lois de la divisibilité des nombres rationnels, la théorie des
idéaux de chacun des autres ordres est sujette h certaines exceptions,
ou plutôt elle exige une certaine restriction de la notion d'idéal. Mais
cette théorie générale des idéaux d'un ordre quelconque, dont le
développement est également indispensable pour les besoins de
la théorie des nombres, et qui, dans le cas n = 2, coïncide avec la

Bull, des Sciences math., 2e Série, t. I. (Juillet 1877.) î 5
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theorie des divers ordres des formes quadratiques binaires (1),
nous la laisserons entièrement de côté dans ce qui va suivre (f ), et
je me contenterai ici de donner un exemple pour appeler l'atten-
tion sur le caractère des exceptions dont nous venons de parler.
Dans le corps quadratique, résultant d'une racine

o -

de l'équation 6* -f- 0 -f-1 = o, le module [ 1, \J — 3] forme un ordre
0 qui ne comprend pas tous les nombres entiers de ce corps. Les mo-
dules [2 , 1 -h y — 3J = !p et [2, a y — 3] =. 0(2) devraient être
considérés comme des idéaux de cet ordre 0, en tant qu'ils jouissent
des propriétés I et II (§ 19) *, mais, quoique 0(2) soit divisible par
£, il n'existe toutefois dans 0 aucun idéal q tel que l'on ait !pq = 0 (2).

§ 2i . — Propositions auxiliaires.

Pour achever maintenant complètement la théorie des idéaux de
celui des ordres 0 qui comprend tous les nombres entiers du corps
iî, nous avons besoin des lemmes suivants, qui ne sont vrais sans
restriction que pour un tel domaine 0.

i° Soient o), fx, v trois nombres de 0, différents de zéro, et tels que
v ne soit pas divisible par p.-, les termes de la progression géomé-
trique

V I V\l ( V \ "*
0 ) , 0) - t 0) [ - * 0) I — ) f • • • »

F- \F'J \f*/
jusqu'à un terme

v
w l -

situé à une distance finie, seront tous contenus dans 0, et aucun des
termes suivants ne sera un nombre entier.

En effet, si le nombre des termes qui sont des nombres entiers

(*) Disquisitiones an'thmeticœ, art. 226.
(*) Je traite cette theorie en détail dans le Mémoire récemment publié : « Ueber

die Anzàhl der Idcal-Classen in den verschiedenen Ordnungen eines endlichen Kör-
pers. » {Festsnkrift zur Sàcularfeier des Geburtstages von C.-F. Gauss. Braunschweig,
3o. April 1877).
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était plus grand que la valeur absolue k de N(w), il faudrait (§ 18)
que, sur k H- 1 de ces termes, il y en eût au moins deux diflerents
qui correspondissent à des exposants s et r > 5, et qui fussent
congrus entre eux suivant le module o)$ or d'une telle congruence

w [ - 1 ==&>(-) (mod. w)

il résulterait que le nombre

appartenant au corps ft, satisferait à une équation du rlème degré
de la forme

rf =: Tt
s -+- &)',

w; étant un nombre entier, et par suite (§ 13, 20) serait lui-même
un nombre entier, ce qui est contraire à notre hypothèse, que v
n'est pas divisible par fx. Donc k termes au plus de la série précédente
peuvent être des nombres entiers, et par suite être contenus dans 0.
Si, de plus, le terme

/ v \ -
p = o) - »

W
/• étant > 1, est un nombre entier, et que s soit un quelconque des r
exposants 0 , 1 , 2 , . . . , / ' — 1, le terme

- G )
sera aussi un nombre entier, puisque.

<f =z wr-' p'
f

est un nombre entier (§ 13, 20). Ainsi la proposition se trouve
complètement démontrée.

20 Soient /x, v deux nombres de 0, différents de zéro, v n'étant
pas divisible par p ] il existe toujours dans 0 deux nombres x, / ,
différents de zéro, et tels que l'on ait

et que x2 ne soit pas divisible par A.
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Car si

sont les deux derniers t' nes de la série

s

qui soient des nombres entiers et par suite contenus dans o, on aura
évidemment e> i, et

X V Y?

donc x* n'est pas divisible par X. c. Q. r. D.

§ 25. — Lois de la divisibilité.

À l'aide de ces lemmes, il est facile d'apporter à la théorie des
idéaux du domaine o le complément désiré, qui se trouve contenu
dansles lois suivantes:

i° Si !p est un idéal premier, il existe un nombre \ divisible par ty,
et un nombre y. non divisible par !p, tels que K$ soit le plus petit
commun multiple de o A et ox..

Démonstration. — Soit p un nombre quelconque, mais autre que
zéro, de l'idéal premier !p, op. étant divisible par !p, il existera un
nombre v tel que v!p soit le 'plus petit commun multiple de o et
ov (§21, 4°)- Ce nombre v ne peut pas être divisible par p.-, car
autrementle plus petit commun multiple de op et de ov serait = ov,
et non = \)v. Si l'on choisit maintenant (§ 24, 2°) les deux nom-
bres x, X de telle manière qne Ton ait xa = Xv, et que x2 ne soit pas
divisible par ),, alors (§ 19) l'idéalxvp sera le plus petit commun
multiple de x (o(x) = oXv et de oxy, d'où il s'ensuit (§ 19) que x!p
est le plus pelit commun multiple de oX et ox*, donc !p est le divi-
seur correspondant au nombre xde l'idéal principal oX ; mais x n'est
pas divisible par y, puisque, s'il l'était, x2 serait divisible par fc!p et
par suite aussi par X. . .
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2° Tout idéal premier $ peut, au moyen de la multiplicatîon par
un idéal b, être changé en un idéal principal.

Démonstration. — Conservons à x et X la même signification que
plus haut, et soit b le plus grand commun diviseur de oX et a*} nous
allons démontrer que Ton a Jpb = oX. En effet, tous les nombres de
l'idéal b étant de la forme $ = xa> 4- Xw', où w, w' sont deux nom-
bres de c, alors, si es est un nombre quelconque de !p, on
aura xsâ = xow -4-XciGt/ = o (mod. X), puisque x!p et par suite
aussi xtT sont divisibles par oX ; donc pb est divisible par oX.
Réciproquement, x n'étant pas divisible par (p, et partant o étant le
plus grand commun diviseur de ox et p, on peut poser le nombre i ,
contenu dans o, = xw -f- cr, w étant contenu dans o et n dans !p -, on
aura donc X = X. xw 4- ÜJ. X = o ( mod. £b ), puisque les premiers fac-
teurs X, TZ sont contenus dans !p, et les seconds facteurs xw, X con-
tenus dans b. Ainsi chacun des deux idéaux pb et oX est divisible par
l'autre, et par suite pb = oX. c. Q. F. n.

3° Si l'idéal a est divisible par l'idéal premier p, il existera un
idéal a', et un seul, tel que l'on aura pa' = a, et en même temps on
auraN(a ' )<N(a) .

Démonstration. — Soit, comme tout à l'heure, !pb = oX -, a étant
divisible par $, et par suite ab par !pb (§ 22, a°), on aura ab = Xa;,
a' représentant un idéal (§ 19)^ en multipliant par !|p, on tire de là
Xa = X^a', et par conséquent aussi a=!pfl'. Soit maintenant 6 un
idéal, satisfaisant également à la condition !ptj = a-, de l'égalité
!p6 = !pa' il résulte, en multipliant par b, que Ton devra avoir
Xfc = Xa', d'où h = a'. Il existe en outre (§ 21, 4°) un nombre n tel
que y}£ est le plus petit commun multiple de a et de oyj; or, yj!p étant
divisible par a = a'p, il s'ensuit, en multipliant par b, que OTÎX est
divisible par Xa', et par suite yj par a'*, mais yj n'est certainement pas
divisible par a, car autrement ce serait oyj, et non •/)£, qui serait le
plus petit commun multiple de a et O/}. Donc, y? étant divisible par
a', mais non divisible par a, il faut que a' soit différent de a, et par
suite que l'on ait N ( a ' ) < N(a), puisque a' est un diviseur de a.

c. Q. F. D.

4° Tout idéal a différent de o est lui-même un idéal premier, ou
bien il peut se mettre sous la forme d'un produit d'idéaux tous
premiers, et cela d'une seule manière.
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Démonstration. — Puisque a est différent de o, il existe (§21,
i°) un idéal premier ^ divisant a, et par suite on peut poser (d'a-
près 3°) a:^!**!, O Ù N ( Û J ) < N ( ( I ) . Si Ton a at = o, alors a = $t

sera un idéal premier 5 mais si N(cii) est > 1, et partant at

différent de 0, on pourra de même poser aA = Jp2 a*, $1 étant un
idéal premier, et N(a î)<[N(a1). Si N(a2) est }> 1, on pourra con-
tinuer de la môme manière, jusqu'à ce que, parmi les idéaux al5 as,
a 3 , . . . , dont les normes sont de plus en plus petites, se présente l'i-
déal 0 = am, ce qui doit arriver après un nombre fini de décompo-
sitions. On aura alors

a = $i$3 • • • !pwf

mis sous la forme d'un produit de m idéaux premiers. Si mainte-
nant on a en môme temps

a = qiq*... q*-»

q19 q2, . . . , qr désignant également des idéaux premiers, qt sera un
diviseur du produit !pj£=>... !pm? et par suite (§22, 3°) l'un au
moins des facteurs, fct par exemple, devra être divisible parq t, et
comme pt n'est divisible que par les deux idéaux 0 et pi, il faudra
que l'on ait qt =- p̂j, puisque qt est différent de 0. On aura donc

d'où (d'après 3°)

On pourra continuer de la môme manière, absolument comme
dans la théorie des nombres rationnels (*), et Ton arrivera ainsi à
ce résultat, que tout idéal premier entrant comme facteur dans l'un
des produits entrera exactement le môme nombre de fois comme
facteur dans l'autre produit. c. Q. F. D.

5° Tout idéal a peut, au moyen de la multiplication par un
idéal m, être changé en un idéal principal.

Démonstration. — Soit, en effet, a = ^i!p s . . . \>m-, on pourra
(d'après 20), en multipliant les idéaux premiers £,, !p2, . . ., $,n par

(•) Voir les Vorlesungen iiber Zahlentheorie de Dirichlet, § 8.
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les idéaux correspondants b n b2 , . . . , b m , les changer en idéaux

principaux ^ t b i , 3p2bj, . . . , !pmb,H. Si Ton pose main tenant

Ut = bi ba • • • bm>

alors am= (^ibi) (p2bi) . . . (V\,,bm) sera un produit uniquement
d'idéaux principaux, et par suite sera lui-même un idéal principal.

c. Q. F. D.

6° Si l'idéal c est divisible par l'idéal a, il existera un idéal 6, et
un seul, satisfaisant à la condition ab = c. — Si le produit ab est'
divisible par le produit ab', b sera divisible par b'; et de ab = ab' il
s'ensuivra b = b'. *

Démonstration. — Choisissons l'idéal m de telle sorte que am
soit un idéal principal o//} si maintenant cest divisible par a, et par
suite cm divisible par am (§ 22, Î ° ) , on pourra (§ 19) poser
cm = f*b, 6 étant un idéal. En multipliant par a, il \ient [JC = f-ab,
d'où c — ab. — Soient ensuite a, b, b' des idéaux quelconques, et
supposons ah divisible par ab'*, il en résultera encore, en multi-
pliant par m (§ 22, 20), que [j.b est divisible parut', et partant
(§ 19) b divisible par b'. Si, de plus, on a ab =• ab\ chacun des deux
idéaux b, b' devra être divisible par l'autre, c'est-à-dire qu'on aura
b = b'. c. Q. F. D.

70 La norme d'un produit d'idéaux est égale au produit des
normes des facteurs; ]N(ab) =N(a) N(b).

Démonstration. — Considérons d'abord le cas d'un produit
a = !pa', dont un facteur £ est un idéal premier. Comme a est divi-
sible par !p, il existera (d'après 3°) un nombre Y) divisible par a',
mais non par a, et r,!p sera le plus petit commun multiple de a et de
0Y3-, donc on aura (§ 20) N(a) == X(\>) N(b), b étant le plus grand
commun diviseur des*mêmes idéaux a et on. Comme a et OYÎ sont
divisibles para', b devra être aussi divisible par a' (§ 1, 4°) e t P a r

suite il existe (d'après 6°) un idéal n satisfaisant à la condition
na' = b. De plus, a étant divisible par b, et conséquemment !pa' par
na', l'idéal premier !p devra (d'après 6°) être divisible par n, et l'on
devra, par suite, avoir n = 3p ou = 0. La première égalité est impos-
sible, sans quoi l'on aurait b = ^a' = a, et par suite r\ serait divi-
sible par a, ce qui n'a pas lieu5 on aura donc n = 0, d'où b = a', et
aussi N(jpa;) = N(H>) N(a'), ce qui démontre le théorème pour le



%%4 PREMIÈRE PARTIE.

cas considéré. Mais on en conclut immédiatement le théorème gé-
néral. Car tout idéal (autre que o) étant (d'après 4°) de la forme

a = )̂i!pa. •. fyn»

où îp!, !pj>, . . . , !pw sont des idéaux premiers, il en résulte

et par suite aussi

si l'on a de plus

q,, q 2 , . . . , qr désignant encore des idéaux premiers, il viendra

ab = ^),^a • . • !p/ / iq t q2. . . qr ,

et par conséquent

N(6) -N(q.)N(q,) . . .N(q r ) f

N(ab) = N(j>l)...N(»>«)N(ql) . .N(q r) ;

on a donc bien
N(a6)=N(a)N(b). c. Q. F. D.

8° Un idéal a (ou un nombre a) est toujours, et seulement alors,
divisible par un idéal b (ou un nombre 5), quand toutes les puis-
sances d'idéaux premiers qui divisent b (ou d) divisent aussi a
(oua) .

Démonstration. — Si £ est un idéal premier, et yn un diviseur
d'un idéal b, on a (d'après 6°) b = bi V"S bt désignant un idéal} si
l'on suppose ce dernier décomposé en ses facteurs tous premiers, b
se trouvera aussi sous la forme d'un produit d'idéaux tous premiers,
et parmi ceux-ci le facteur £ entre au moins m fois ; réciproque-
ment, si, dans la décomposition de b en facteurs premiers, l'idéal
premier !p entre au moins m fois comme facteur, b sera évidemment
divisible par !p'n. Si donc ou suppose que toute puissance d'idéal
premier qui divise b divise aussi un idéal a, cela revient à dire que
tous les facteurs premiers qui entrent dans la décomposition de b
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entrent tous aussi, au moins autant de fois, comme facteurs dans la
décomposition de a ; parmi les facteurs de a se trouvent donc d'a-
bord tous les facteurs de b, et, si Ton désigne le produit des autres
facteurs de a par b', on aura a = bb', et par suite a est divisible par b.
La proposition réciproque, que, si b est un diviseur de a, toute
puissance d'idéal premier qui divise b divise aussi a, se vérifie d'elle-
même, c. Q. F D.

Si Ton réunit sous forme de puissance tous les facteurs premiers
d'un idéal a qui sont égaux entre eux, on trouve

a =

$, q, v, . . . étant tous des idéaux premiers différents entre eux,
et en vertu des théorèmes que nous venons de démontrer, tous les
diviseurs b de a sont compris dans la formule

où les exposants a', £', c', . . . satisfont aux conditions

a, o<b'<b, o < c ' < c , . . . ;

comme à deux combinaisons différentes quelconques des exposants
a\ b\ c\ . . . correspondent (d'après 4°) deux idéaux b différents, le
nombre total des diviseurs différents sera = (a-f-i)(£-f-i)(e-f-i)—

9° Si b est le plus grand commun diviseur des deux idéaux a, 6,
on aura

a = ba', fc = bfc',

a', V désignant deux idéaux premiers entre eux, et le plus petit
commun multiple m de a, i sera = ba'6' = afc'= fca'. De plus, si
ae est divisible par 6, e sera divisible par h'.

Nous laisserons au lecteur le soin de chercher la démonstration
dç cette proposition et les règles qui servent à déduire les idéaux
nt, b des décompositions de a, i en facteurs premiers.

§ 26. — Congruences.

Après avoir établi les lois de la divisibilité des idéaux et, par
suite, aussi des nombres contenus dans o , nous allons ajouter
encore quelques considérations sur les congruences, importantes
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pour la théorie des idéaux 5 nous nous contenterons toutefois, pour
le moment, de donner de simples indications sur les démons tra*
tions.

i° 0 étant le plus grand commun diviseur de deux idéaux
quelconques a, fc, premiers entre eux, et at> étant leur plus petit
commun multiple, alors (§ 2, 5°) le système des deux congruences

ek)==p (mod.a), &>E=<7 (mod.fc),

p, <T étant deux nombres donnés contenus dans 0 , aura toujours
des racines co, et toutes ces racines seront comprises dans la forme

T étant le représentant d'une classe de nombres par rapport à afc,
laquelle est complètement déterminée parles deux nombres p et o*,
ou par les classes qui leur correspondent par rapport à a, 6. Réci-
proquement , toute classe r (mod. ah) se déterminera de cette
manière au moyen d'une combinaison, et d'une seule, p (raod. a),
a(mod. B).

Nous dirons maintenant que le nombre p est premier avec
Tidéal a, lorsque op et a seront des idéaux premiers entre eux, et
nous désignerons par 4/(a) ^c nombre de tous les nombres in-
congrus suivant a qui sont des nombres premiers avec a. On tire
aisément de là, pour deux idéaux premiers entre eux, a, 0, le théo-
renie

— 4 » ( a )

car T est toujours, et seulement alors, un nombre premier avecafc,
lorsque p est un nombre premier avec a, et a un nombre premier
avec i. On n'a donc besoin de déterminer la fonction ^ (ci)
que pour le cas où a est une puissance <p'M de l'idéal premier £.
Le nombre de tous les nombres incongrus suivant !jpm est, dans le
cas de m ^> o, égal à

il faut en soustraire le nombre de tous les nombres qui ne sont pas
premiers avec !p'rt et, par suite, qui sont divisibles par ^ ; ce
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nombre étant égal à

il vient

d'où Ton tire immédiatement, en vertu du théorème précédent,

le signe de multiplication II se rapportant à tous les idéaux pre-
miers $, différents entre eux, qui divisent l'idéal a. Comme on
a, de plus,

on en conclut encore, absolument comme dans la théorie des
nombres rationnels ( l) , le théorème

le signe sommatoire étant relatif à tous les idéaux a' diviseurs
de a.

2° Si b est le plus grand commun diviseur des idéaux a et O>Î,
on aura a = ba', et W sera ( § 2 5 , 90) le plus petit commun
multiple de a et de oy?, c'est-à-dire que a' sera le diviseur de a cor-
respondant au nombre -/j (§ 19) ; réciproquement, si y; a' est le plus
petit commun multiple de a et de Ofi, on aura a = ba', b étant le
plus grand commun diviseur de a et de oy. Il est clair aussi que
les facteurs complémentaires b et a' de l'idéal a restent les mêmes
pour tous les nombres m congrus entre eux suivant a; il en sera
encore de même, évidemment, si l'on remplace YÎ par un nombre
r/ = Yiw(mod. a), w désignant un nombre premier avec a'; et réci-
proquement, si le plus grand commun diviseur b de a, om est en
même temps celui de a, or/} il en résulte

y/ = y3«, yî — yj'w' (mod. a),
d'où Ton tire

'=Y] (mod. a), 6)0/== 1 (mod. a'),

(*) Voir DiRiaiLET, Forîesungen iïber Zahlentheorie, § 14.
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et par conséquent a> est un nombre premier avec a'. Donc le
nombre de tous les nombres m incongrus suivant a, auxquels cor-
respond le même diviseur a'de a, e s t = ^ ( a ' ) . Mais il faut bien
faire attention à ce qu'ici Ton a supposé l'existence au moins d'un
tel nombre rr, donc, étant donné un diviseur quelconque a'de
l'idéal a, tout ce que nous pouvons affirmer jusqu'ici, c'est que le
nombre x(a') de tous les nombres m incongrus suivant a, auxquels
correspond le môme diviseur a', sera égal à 4*(a') o u a zéro. Pour
décider cette alternative, considérons tous les nombres incongrus
suivant a, qui sont au nombre de N(a), et ordonnons-les, suivant
les diviseurs a' qui leur correspondent, en groupes respectifs de

nombres; on devra avoir

la sommation s'étendant à tous les diviseurs a' de a; or, comme on
a aussi (i°)

il s'ensuit immédiatement que x(a ') n 'est jamais = o, mais tou-
jours = 4*(a )• Ainsi se trouve démontré ce théorème très-impor-
tant :

<( Si b et a' sont deux idéaux quelconques, on pourra toujours, en
multipliant b par un idéal fc', premier avec a', le changer en un
idéal principal bfc' = or,.»

Car, en posant ba'=a, il existera toujours, puisque t^(a') est
différent de zéro, un nombre /;, auquel correspondra le diviseur a
de a, de telle sorte que b sera le plus grand commun diviseur de a
et de oyj} si l'on pose donc or, = bfc', 6' sera un idéal premier avec a'.

c. Q. F. D.

3° Comme tout produit pp' de nombres p, p' premiers avec un
idéal a est également un nombre premier avec a, et que, p restant
constant et p variant, pp' parcourt un système de tp(a) nombres
incongrus (mod. a), on en déduit parla méthode connue (*), pour
chaque valeur du nombre p, la congruence

p*(«)=i (mod. a),

( !) Voir DIRICIILET, Vorlesungen ilber Zahlentheorie, § 19.
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qui renierme la plus haute généralisation d'un célèbre théorème
de Fermât. Pour un idéal premier !p, on en conclut aisément que
tout nombre o> du domaine o satisfait à la congruence

û>Nfo)s=w (mod. !p),

c'est-à-dire à la congruence

(ùPr=to (mod. !p),

p étant le nombre premier rationnel positif divisible par $, et ƒ le
degré de l'idéal premier !p (§21, 3°). Ce théorème est de la même
importance pour la théorie du domaine o que le théorème de Fermât
pour la théorie des nombres rationnels, et c'est ce que nous allons
du moins essayer de faire voir par les remarques suivantes, l'es-
pace ne nous permettant pas de poursuivre plus avant la théorie
générale.

Si les coefficients de la fonction rationnelle entière F (x ) , du
degré m, sont compris dans o, et que le coefficient du terme le plus
élevé ne soit pas divisible par l'idéal premier !p, on en déduit, par
le raisonnement connu (*), que la congruence F(w) = o (mod.$>)
ne peut avoir plus de m racines incongrues entre elles, et cette
proposition, combinée avec le théorème précédent, conduit à une
théorie complète des congruences binômes suivant le module îp̂
on en déduit, entre autres, l'existence des racines primitives de
l'idéal premier £, en entendant par là des nombres y tels que leurs
puissances

soient toutes incongrues entre elles. Généralement, la théorie des
congruences de degré supérieur à coefficients rationnels peut s'ap-
pliquer complètement aux fonctions F(x) dont les coefficients sont
des nombres du domaine o.

Mais on peut déjà constater aussi une dépendance intime entre
la théorie des idéaux et la théorie des congruences de degré supé-
rieur, restreinte au cas des coefficients rationnels, dont on doit

(*) Voir DIRICHLET, Forlesungen iiber Zahlentheorie, § 20.
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rétablissement aux travaux de Gauss, de Galois, de Schöiiemann,
de Serret (1). Tous les idéaux étant composés d'idéaux premiers,
et chaque idéal premier $ divisant un nombre rationnel premier dé-
terminé /?, on obtiendra un aperçu complet sur tous les idéaux du
domaine o, en décomposant tous les idéaux de la forme o p dans
leurs facteurs premiers. La théorie des congruences fournit pour
cela un procédé suffisant dans un grand nombre de cas. Soit, en
effet, 9 un nombre entier du corps Q, et

si p n'est pas diviseur de A:, on reconnaîtra de la manière suivante
la décomposition de op en idéaux premiers. Si f (t) est la fonction
entière du nicme degré de la variable t qui s'annule pour t = 9, on
pourra poser

Pi(*), Pa(t), . . . , Pe(0 étant des fonctions premières, différentes
entre elles, des degrés respectifs / i , / l , . ..,ƒ*, et alors on a cer-
tainement

!Pi, ty2, • • • Î $e étant des idéaux premiers, différents entre eux, des
degrés respectifs / i , / 2 , . . . , ^ . On tire de là facilement ce théo-
rème extrêmement important ;

« Le nombre premier rationnel p divise toujours, et seulement
alors, le nombre fondamental A(û) du corps 12, lorsque p est divi-
sible par le carré d'un idéal premier. »

Ce théorème est encore vrai, quoique bien plus difficile à démon-
trer, lorsque les nombres k, qui correspondent à tous les nombres
9 possibles, sont tous divisibles par p ] de tels cas se rencontrent en
réalité (2), et c'est là une des raisons qui m'ont déterminé à fonder
la théorie des idéaux non sur celle des congruences de degré supé-
rieur, mais sur des principes entièrement nouveaux qui sont en

( l) Voir mon Mémoire : Abriss einer Theorie der höheren Congruenzen in Beztig auf
einert reellen Primzahl-Modulus. {Journal de Crelle, t. 54.)

(*) Voir les Go'ttingischegeîehrte Anzeigen du 20 septembre 1871, p. 1^90.
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même temps beaucoup plus simples, et qui répondent mieux à la
véritable nature du sujet.

§ 27.— Exemples empruntés à la division du cercle.

Par la théorie générale des idéaux, dont j'ai développé les bases
dans ce qui précède, les phénomènes de la divisibilité des nombres
pour tout domaine o, composé de tous les nombres entiers d'un
corps fini î l , ont été ramenés aux mêmes lois fixes qui régnent
dans l'ancienne théorie des nombres rationnels. Si Ton pense à la
variété infinie de ces corps Ü, dont chacun possède sa théorie des
nombres spéciale, l'esprit du géomètre aura lieu, sans nul doute,
d'être satisfait en constatant l'unité ou l'identité des lois générales
auxquelles ces théories diverses obéissent sans exception. Mais ce
n'est pas seulement un intérêt esthétique ou purement théorique,
mais aussi un intérêt on ne peut plus pratique qui se rattache à
cette constatation -, car la certitude que ces lois générales existent
réellement facilite au plus haut degré la démonstration et la décou-
verte des phénomènes spéciaux qui se présentent dans un corps dé-
terminé £1. L'établissement de cette vérité dans toute son étendue
exigerait, il est vrai, que Ton poussât beaucoup plus loin le déve-
veloppement de la théorie générale des idéaux que nous ne pouvions
le faire ici, et qu'on la combinat en particulier avec les principes
algébriques de Galois ; mais j'essayerai du moins de montrer, sur
l'exemple simple à l'occasion duquel Kummcr a introduit pour la
première fois ses nombres idéaux, que déjà les premiers éléments
de la théorie générale, exposés dans ce qui précède, conduisent au
but avec la plus grande facilité.

Soit m un nombre premier rationnel positif, et fl le corps du
nlème degré, qui résulte, de la manière indiquée plus haut (§ 15),
d'une racine primitive 0 de l'équation 6m = i, c'est-à-dire d'une
racine de l'équation

f ( 0) — 6"1-1 -+- 0"'-2-+-.. . -+- 0'+ 0 + i = o;

les coefficients étant rationnels, on aura toujours nSm—i.
Comme, de plus, 0, 02, . . . , G"1"1 sont toutes les racines de cette
équation, on aura, en désignant par t une variable,
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et, par suite,
m = ( i - 9 ) ( i - 0 î ) . . . ( i - e » - 1 ) .

Les m facteurs du second membre sont des nombres entiers et
associés entre eux; car, si r désigne un des nombres i, 2, . . . ,
m — 1, alors

lnÊ' = Ï + e •+- ö2-f-... -+- er-1

sera un nombre entier, et si s est positif et clioisitle façon que Ton
ait rs = i (mod. m),

* f û « ûrs

- - ' = - — ' - = i-f8'+8 ! f+.. -4- 0('-'>r

I \J I ~"""" (/

sera aussi un nombre entier. En faisant donc, pour abréger,

1 —fl = p,

il vient
m = t[i""t

t

e désignant une unité du corps Q, et par suite, en formant la
norme,

Or, m étant un nombre premier, jV(fx) devra être une puissance de
m\ si l'on pose N(jut) == m% il en résulte n = e(/rc — 1), et comme,
ainsi qu'on Ta remarqué plus haut, n est toujours ^ m — 1, on en
conclut e = 1 , et n = 7?i — 1 = ^(ni). L'équation précédente
ƒ (6) = o est donc irréductible,- les nombres 0, 9% . . . , 9"1"1 sont
conjugués, et à ces nombres correspondent m — 1 permutations,
par lesquelles le corps normal i l se change en lui-même 5 on a en
même temps

N(u) - - m, om^op.1""1.

L'idéal principal 0[Â est un idéal premier ; si Ton avait, en effet,
ou. = at, a et 6 étant deux idéaux différents de 0, il s'ensuivrait que
m = N(a)N(6), et puisque m est un nombre premier, il faudrait
que Ton eût, par exemple, N(a) = m, N(fc) = 1, d'où B = 0, ce qui
est contraire à l'hypothèse. En même temps (§21, 3°), m est le
plus petit nombre rationnel divisible par fi] les nombres o, 1, 2 , . . . ,
m — 1 forment un système complet de nombres incongrus suivant
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le module JA. De là résulte encore qu'un nombre de la forme

#<n A1!, #*, • • • ? #,„-.2 désignant des nombres entiers, n'est divisible
par m, et conséquemment par fJtm~!, que si tous les nombres #„,
#i, . . . * Am-2 sont divisibles par m5 car, puisque w doit être aussi
divisible par fx, il faut que k0 soit divisible par fx,et partant aussi par
m\ il faut ensuite que w — #0 soit divisible par T?J, et partant aussi
par fx2, d'où l'on conclut de môme que k± doit être divisible par ^ ,
et partant aussi par m\ et, en continuant ainsi, on en déduit que
les autres nombres Af, #3, . . . , /rm_2 sont divisibles par m.

A l'aide de ce résultat, il est aisé de démontrer que les m — 1
nombres 1, 0, 62, . . . , 0m~2 forment une base du domaine 0 de tous
les nombres entiers du corps û . Puisqu'on a

r_ , . -= ( / - ,)ƒ(/), «e—= (0-1) f'(d),

il en résulte, en excluant le cas peu intéressant de m z= 2,

N[/ ' (0 ) J=m->,

àcausedeK(0)=i et deN(0 —i) == m, et il s'ensuit de là (§ 17)
que

A(i, 0, 0\ . . " 7 " "

Comme, de plus, p = i — ô, 6 = i — p, il est clair que les deux
modules [ i , 0, . . . , 0'"-*] et [ i , p, . . . , pm~2] sont identiques, d'où
il résulte [§ 4-, 3°, et § 17, (5)] que l'on a aussi

. * - ' ) = (— 1) - m°>

Puisque les nombres i,fjt, /a2, . . . , fx'"~2 sont indépendants entre
eux, tout nombre du corps 12 peut maintenant se mettre sous la
forme

A:, /"0, A*!, /r2, . . . , kin_2 désignant des nombres rationpels entiers
sans diviseur commun ; pour que ce nombre soit entier, c'est-à-dire
pour que co soit divisible par A, il faudra (§ 18) que P divise le

Bull, des Sciences mathém. 2° Série, 1.1. (Juillet 1877.) l&
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discriminant de la base I,JK,/x% ...,jm'"~% et, par suite, k ne
pourra contenir d'autres facteurs premiers que le nombre m;
comme, de plus, il a été démontré plus haut que w ne peut être
divisible par m que si les nombres 7r0, /r,, . . . , k,,lmm% sont tous divi-
sibles par m, k ne pourra non plus être divisible par m ; il faudra
donc que Ton ait k = ± i •, donc tous les nombres entiers du corps
sont de la forme

w = /r, -f- kx [i •+• /r211} - h . . . -h /f,»-, fx*-*,

et, par suite, on aura

ou encore, à cause de i -t- 0 -h ô1 -+-. . . -f- Ö'1"2 -f- 0"1*1 = o,

o = [0, fl', . . . , 6—«]f A(Q) = ( - i )~ f m"- 8 .

Soit maintenant !p un idéal premier quelconque, différent de Ofr,
le nombre premier rationnel positif/?, divisible par p, sera différent
de m, et Ton aura

ƒ désignant le degré de l'idéal premier !p. Deux puissances 0r, 6' ne
sont congrues relativement à un tel idéal premier £ que si elles sont
égales entre elles, c'est-à-dire sil'ona 7* = s(mod.ra); car, dans
le cas contraire, on a 6' — 0f = 6'' ( i — 6r~J) = ep, e désignant une
unité, et, par suite, ôr ne pourra être s 0* (mod. $). Comme on a
maintenant (§ 26, 3°)

0NW=0 (mod.ç);
il en résulte

pf===i (mod. m).

Soit a le diviseur de ç (m) = 7?̂ — i auquel appartient le nombre
p par rapport au module T?I, c'est-à-dire, soit a le plus petit expo-
sant positif pour lequel on a

pa==i (mod. m);

/devra être, comme on sait, divisible par «, et partant on aura
ƒ > a. Or tous les nombres entiers du corps û étant de là forme
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où Xi, x%i • • • ? xm représentent des nombres rationnels entiers, il
résulte de théorèmes connus, vrais pour tout nombre premier /?,
que l'on a

et, par suite,
(ùPa==(ù (moà.p).

On conclut de là d'abord que l'idéal op est un produit d'idéaux
premiers tous différents entre eux; car, si l'on avait op = $2q, il
existerait un nombre a) divisible par pq, mais non divisible par p,
et G)2, et par suite aussi o)Pa seraient donc divisibles par !̂ 2q2 = pq, et
donc aussi par /;, ce qui est en contradiction avec la congruence
précédente. Comme, de plus, p est divisible par îp, tout nombre
entier w du corps û satisfait donc à la congruence

&)/'"™w (mod.^j);

le nombre de ses racines incongrues w est donc = JV(3p)=:p/, et
comme son degré = //*, il faut que j)f soit^p a , et partant f^a;
mais il a été déjà démontré plus haut que ƒ est ^a\ par conséquent
j = a. On parvient ainsi au résultat suivant, qui forme le théorème
principal de la théorie de Kummer (*) :

« Si le nombre premier/?, durèrent de m, appartient, par rapport
au module /?*, à l'exposant ƒ, qui est toujours un diviseur de
<j>(m) = <?ƒ, on a

- ">$e étant des idéaux premiers, différents entre eux, du
degré ƒ »

Tout le reste s'en déduit facilement. On peut traiter d'une manière
toute semblable le cas général, où m est un nombre composé quel-
conque. Le degré du corps normal Q, est toujours égal au nombre
9(772) de ceux des nombres 1, 2, 3, . . ., ni qui sont premiers avec
m \ la loi précédente n'éprouve aucun changement, et la détermi-
nation des idéaux premiers qui divisent ni ne présente non plus
aucune difficulté.

( l ) Les recherches de Kummer se trouvent dans le Journal de Crelie, t. 35, dans
le Journal de Lionville, t. XVI; dans les Mémoiies de VAcadémie de Berlin pour
l'année i856.

16.



a36 f PREMIÈRE PARTIE.

D'après des recherches très-générales, que je publierai prochaine-
ment, on peut, étant connus les idéaux d'un corps normal ft, indi-
quer immédiatement aussi les idéaux d'un diviseur quelconque de
î i , c'est-à-dire d'un corps quelconque H, dont les nombres soient
tous contenus dans 11. D'après cela, on connaîtra, par exemple,
les idéaux de tous les corps H qui résultent de la division du cercle,
et, pour donner une idée plus précise de la portée de ces recherches,
je me permettrai de signaler le cas suivant.

Soit encore m un nombre premier, d'où y (m) = m — 1, et soit
e uu diviseur quelconque de m — i = ef\ dans la théorie des
nombres rationnels, la congruence

Iff~i (mod.m)

aura précisément ƒ racines h incongrues entre elles, qui se repro-
duiront par la multiplication, et qui, dans ce sens, formeront
un groupe* Si 0 est encore une racine primitive de l'équation
6 m = i , et Û le corps correspondant du degré m — i, tous les
nombres F (9) contenus dans ce corps et satisfaisant aux conditions
F (9) = F (9*) formeront un corps H du degré <?, et les e périodes (*)
conjuguées */Î15 Y;2, . . . , VÎO formées chacune de ƒ termes, et dont
l'une est

y, = 20*,

formeront une base du domaine e composé de tous les nombres
entiers contenus dans H. A l'aide des recherches générales dont
je viens de parler (ou encore, immédiatement, par des conclusions
semblables à celles qu'on a tirées plus haut pour le cas de
e= m — i), on obtient maintenant la détermination suivante des
idéaux premiers appartenant à ce diviseur H du corps normal ïî.
Si l'on pose

n ( G * )

p est un nombre entier du corps H, ni est associé avec p% et ep est
un idéal premier} si, de plus, p est un nombre premier rationnel
différent de m, et que pf appartienne à l'exposant ƒ ' par rapport à
m, ff sera nécessairement un diviseur de e = e1 f ', et l'idéal prin-

( l ) Disquisitiones aritfinieticœ, art. 343.
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cipal tp sera le produit de e' idéaux premiers, différents entre eux,

du degréƒ \ Dans le cas de e = m — i, ƒ = i , H est identique avec

Q, et Ton obtient encore le résultat démontré plus haut. Exa-

minons maintenant de plus près le cas de e = 2, f = •

Dans ce cas, les ƒ nombres h sont les résidus quadratiques de mi
en désignant par k l'ensemble des non-résidus quadratiques, les
deux périodes conjuguées

forment une base du domaine e composé de tous les nombres entiers
contenus dans le corps quadratique H, et, par suite, son disert
minant sera

A(H) = :• : ' •=<'-»•>••

à cause de n -f- YJ'= — 1} le nombre m est associé avec le carré du
nombre p = II(1 — 0*), et tp est un idéal premier; de plus, tp est
le produit de deux idéaux premiers différents, du premier degré,
ou bien tp est un idéal premier du second degré, suivant que
Ton a

m—1

p * s s + i ou = —1 (mod. m),

c'est-à-dire, d'après la notation de Lcgendre, suivant que l'on a

U) -4-1 OU = -— I .

Mais on peut étudier directement tous les corps quadratiques,
sans avoir recours à la division du cercle, et nous avons déjà (§ 18)
déterminé le discriminant D' d'un tel corps H. On peut déduire
tont aussi facilement de D'les idéaux premiers (*) appartenant au
corps H : si le nombre premier rationnel p divise D', l'idéal prin-
cipal tp qui lui correspond sera le carré d'un idéal premier 5 mais.,
si p ne divise pas D', et que p soit impair, tp sera le produit de
deux idéaux premiers différents du premier degré, ou bien un idéal

(*) Voir DlRiCHLET, Vorlesungen ilber Zahlentheorie, § 168.
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premier du second degré, suivant que Ton aura

-) = + i ou=-i;

si, de plus, D' est impair et, par suite, == i (mod. 4)^ t (2) sera Ie
produit de deux idéaux premiers du premier degré, ou bien un
idéal premier du second degré, suivant que l'on aura

D'==i OU = 5 (mod.8).

En comparant ces lois, vraies pour tous les corps quadratiques,
avec le résultat déduit de la division du cercle pour le corps spécial
précédent H, on voit d'abord que D' doit ôtre divisible par m,
mais par aucun autre nombre premier, et, par suite, qu'on doit
avoir (§ 18)

de cette manière on déduit de principes tout à fait généraux, sans
aucun calcul, le résultat connu

m —i

que l'on démontre dans la division du cercle par la formation
effective du carré de 73 — 'nf (*)• En poursuivant cette comparaison,
on est conduit encore au théorème

: m étant = i (mod. 4)> et au théorème

Cette démonstration de la loi de réciprocité, par laquelle on déter-
mine en même temps le caractère quadratique du nombre — i,
coïncide, au fond, avec la célèbre sixième démonstrationdeGauss(î),
reproduite plus tard sous les formes les plus différentes par Jacobi,

(*) Disquisitiones arithmeticœ, art. 356.
(a) Theorematis fundamentalis in doctrina de residuis quadraticis demonstrationes

et ampliationes novae ; 1817.
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Eisenstein et autres, et je ferai remarquer expressément que c'est
en méditant sur le nerf de cette démonstration et des démonstra-
tions analogues de la loi de réciprocité cubique et biquadratique,
que j'ai été conduit aux recherches générales que j'ai indiquées
plus haut et que je publierai prochainement.

Comme dernier exemple, nous considérerons le cas de m = 4 >
on a alors 9 = i = \J— i, et les nombres entiers du corps quadra-
tique Q sont les nombres complexes entiers, introduits pour la pre-
mière fois par Gauss, de la forme

o nu x -h yiy

x, y désignant des nombres rationnels entiers ( § 6 ) ; le discrimi-
nant de ce corps est

i i

I — = — 4-

Le nombre a = / (i — i)% est associé avec le carré du nombre pre-
mier i — i. Si p est un nombre premier rationnel positif impair,
on a

et, par suite,
p-*

(ÙP = (x + yi)p==x-h (— i) % jri (mod.p);

si Pon a maintenant p = i (mod. 4 ) ? tout nombre entier &) satisfera
à la congruence

o^^w (mod.p),

d'où il s'ensuit immédiatement que op est le produit de deux
idéaux premiers du premier degré différents 5 mais, si l'on a
p = 3 (mod. 4)5 il vient

« ' ' S G / , wf2=&> (mod.p),

co' désignant le nombre conjugué avec co, et l'on en conclut facile-
ment que op est un idéal premier du second degré. Or tout idéal
a de ce corps doit être un idéal principal 5 si, en effet, &0 est un des
nombres de l'idéal a dont les normes ont une valeur positive mini-
mum, tout nombre a de l'idéal a sera divisible par a0", car on peut
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(§ 6) choisir le nombre entier w de manière que Ton ait

N ( a - « « , ) < N(a„),

et comme les nombres a, a0 et, par suite aussi, a — wa0 appar-
tiennent à l'idéal a, il faudra que Ton aitN(a — o>ao) = o, d'où
a = toutou et par conséquent a = oao. c. Q. F. D.

Maintenant, puisque, dans le cas où p est un nombre premier
rationnel et = i (mod. 4)j op est le produit de deux idéaux pre-
miers du premier degré, il en résulte que l'on a

ce qui constitue le célèbre théorème de Fermât.

§ 28. — Classes d'idéaux.

Revenons maintenant à la considération d'un corps quelconque
Q du degré ra, pour établir la distribution de ses idéaux en classes.
Cette distribution s'appuie d'abord sur ce théorème (§ 25, 5°), que
tout idéal a peut, au moyen de la multiplication par un idéal m, se
changer en un idéal principal, et sur la définition suivante : Deux
idéaux a, a' seront dits équivalents, lorsque, au moyen de la multi-
plication par un seul et même idéal m, ils pourront se changer en
idéaux principaux am=ou, o'm = o//. Alors on a évidemment
jut'a = pd\ et réciproquement, s'il existe deux nombres YÎ, T/ diffé-
rents de zéro, qui satisfassent à la condition rfa = no!, les idéaux
a, a' seront certainement équivalents-, car si, en multipliant a par
m, on le change en un idéal principal om = ou, il s'ensuit que
o/xy/== y/am== Yja'm*, donc y:rl est divisible par y), d'où p / = / / y j ,
ouf in = Wm, et partant a'm = o//'. c. Q. F. D.

Si deux idéaux a', a" sont équivalents à un troisième a, alors a',
a" seront aussi équivalents entre eux; car, d'après l'hypothèse, il
existe quatre nombres /*,/*', », y/', satisfaisant aux conditions
jx'a = pa', r//a = y}a", et Ton a,par suite, (yj"/^)a'= (ytYi)(if/] C.Q.F D.
De là résulte la distribution de tous les idéaux en classes : si a est
un idéal déterminé, le système A de tous les idéaux a, a', a'7, . . .
équivalents à a s'appellera une classe d'idéaux, et a sera dit le
représentant de cette classe A. Deux idéaux quelconques con-
tenus dans A seront équivalents, et à la place de a on pourra
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toujours choisir comme représentant tout autre idéal a' contenu
dans A.

Il est clair que le système de tous les idéaux principaux forme
lui-même une classe $ car chacun d'eux se change en lui-même
quand on le multiplie par l'idéal o, et, par suite, ils sont équiva-
lents; et si un idéal a est équivalent à un idéal principal, et partant
aussi à o, a devra être lui-même un idéal principal; car il existe
deux nombres ^, jui', qui satisfont à la condition fxfa= 0j^, et de
là résulte encore que p. est divisible par ^ ' , d'où fx = f/ju/', et
conséquemment a = 0f/;. Donc la classe représentée par o contient
tous les idéaux principaux et ne contient aucun autre idéal. Nous
appellerons cette classe la classe principale, et nous la désignerons
par O.

Si maintenant a représente successivement tous les idéaux delà
classe A, et de même ï> tous ceux de la classe B, tous les produits
<& appartiendront à une seule et même classe K; car si a', a" sont
contenus dans A, et V, B" dans B, il existe quatre nombres a', a",
j5', $a satisfaisant aux conditions a"et = a'a", fi'h' = p'B", et delà
il s'ensuit que (a"|3")(a'6') = ( ^ ) ( a v i v ) , c'est-à-dire que a'6' et
d'bff sont des idéaux équivalents. JNous désignerons cette classe K,
à laquelle appartiennent tous les produits aï, par AB, et nous la
nommerons le produit de A par B, ou la classe composée de A et
de B. On a évidemment AB = BA, et de l'égalité (otj)c = a(Bc)
résulte , pour trois^ classes quelconques A, B, C, le héorème
(AB)C = A(BC). On peut donc appliquer ici les mêmes raison-
nements que pour la multiplication des nombres ou des idéaux, et
démontrer que, dans la composition d'un nombre quelconque de
classes A t, As, . . . , Am, l'ordre des multiplications successives, qui
réunissent chaque fois deux classes dans leur produit, n'a aucune
influence sur le résultat final, que l'on peut désigner simplement
par At A2 . . Am. Si les idéaux ctj, a*, . . . , ctm sont des représen-
tants des classes A,, A2, . . . , Am, l'idéal ata2 ... a,n sera un repré-
sentant de la classe At A2 . . . Am. Si les m facteurs sont tous = A,
leur produit sera dit la mieme puissance de A, et nous le désigne-
rons par Am; nous poserons, en outre, A1 = A et A ° = O . Les
deux cas suivants sont particulièrement importants :

De l'égalité oa = a résulte le théorème, vrai pour une classe
quelconque A, OA = A.
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Comme, de plus, tout idéal a peut, au moyen de la multiplica-
tion par un idéal m, être transformé en un idéal principal <mt, il
existera pour chaque classe À une classe correspondante M, satis-
faisant à la condition AM = (X et il en existera une seule \ car si
la classe N satisfait aussi à la condition AN = O, il en résultera que

Cette classe M s'appellera la classe opposée ou la classe inverse
de A, et nous la désignerons par A"15 il est clair que, réciproque-
ment, A sera la classe inverse de A"1. Si Ton définit, de plus, A"*m

comme étant la classe inverse de Am, on aura, pour des exposants
rationnels entiers quelconques r, sy les théorèmes

ÀrÀ'=À'+', (Àr)'=Ar', (ÀB)r=ÀrB\

Enfin, il est évident que de AB = AC on conclura, en multi-
pliant par A""1, que Ton a toujours B = C.

§ 29. — Le nombre des classes d'idéaux.

En prenant à volonté n nombres entiers w,, o>2, . . . , &>„, formant
une base du corps Q, tout nombre

O) = hx 6), H- fl7bh•+- . . . -4- finW« î

à coordonnées rationnelles entières /«n /i2, . . . , //„, sera également
un nombre entier du même corps. Si l'on attribue aux coordonnées
toutes les valeurs entières qui, prises en valeur absolue, ne sur-
passent pas une valeur positive déterminée /r, il est évident que
les valeurs absolues des nombres correspondants w, s'ils sont réels,
ou leurs modules analytiques, s'ils sont imaginaires, seront tous
^rk, r étant la somme des valeurs absolues ou des modules de &>i,
w2, ...,&>„, et, par suite, une constante entièrement indépendante
de k. Comme, de plus, la norme N(w) est un produit de n nom-
bres conjugués 00 de la forme ci-dessus, on aura en même temps

s désignant pareillement une constante dépendant uniquement de
la base. On tire de là le théorème suivant :
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Dans toute classe d'idéaux M il existe au moins un idéal m
dont la norme ne surpasse pas la constantes.

Démonstration. — Prenons à volonté un idéal a de la classe
inverse M""1, et choisissons pour A le nombre rationnel entier po-
sitif déterminé par les conditions

si Ton attribue maintenant à chacune des n coordonnées An7is,...,
hn toutes les A" -4-i valeurs o, 1,2, . . . , A, on n'obtiendra que des
nombres différents w, et comme leur nombre = (A-f- 1)", et, par
suite, ]>N(a), il existe nécessairement, parmi ces nombres &>,
deux nombres différents entre eux,

( 3 = 6 ,w, - f - . . . - h bntùm y = c,ck),4-. . .4-<?„&)„,

qui sont congrus entre eux suivant a-, par suite, leur différence

sera un nombre différent de zéro et divisible par a. Or les coor-
données &, c des nombres (3, y étant comprises dans la suite o, 1,
2, . . . , A, les coordonnées b — c du nombre a, prises en valeur
absolue, ne surpassent pas la valeur À, et, par suite, on a

Mais, a étant divisible par a, on a oa = om, où m désigne un idéal
de la classe M, et, par suite,

comme on a, de plus, An £ N(a), il en résulte N(m) £s. c. Q. F. D.
Si Ton considère maintenant que la norme m d'un idéal m est

toujours divisible par m (§20), il est clair qu'il ne peut exister
qu'un nombre fini d'idéaux m ayant une norme donnée m, parce
que tout idéal, et partant aussi om, est divisible seulement par un
nombre fini d'idéaux (§ 25, 8°). Comme, en outre, il n'existe qu'un
nombre fini de nombres rationnels entiers m ne surpassant pas
une constante donnée 5, il ne peut non plus y avoir qu'un nombre
fini d'idéaux m satisfaisant à la condition N(m) ^ $, et de là résulte
évidemment ce théorème fondamental :
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Le nombre des classes d'idéaux du corps û est fini.
La détermination exacte du nombre des classes d'idéaux forme

incontestablement un des problèmes les plus importants , mais
aussi les plus difficiles de la Théorie des nombres. Pour les corps
quadratiques, dont la théorie coïncide essentiellement avec celle
des formes quadratiques binaires, le problème a été, comme on sait,
complètement résolu pour la première fois par Dirichlet (*); cette
solution, en exprimant tout avec la terminologie de la théorie des
idéaux, repose sur l'étude de la fonction

pour des valeurs positives infiniment petites de la variable indé-
pendante s — i ; la somme s'étend à tous les idéaux a, le produit à
tous les idéaux premiers <p, et l'identité des deux expressions est
une conséquence immédiate des lois de la divisibilité (§25). A
l'aide de ces principes, le nombre des classes de formes ou d'idéaux
a été, depuis, déterminé par Eisenstein (*) pour un cas particulier
des corps du troisième degré, et par Kummer (8) pour les corps de
degré supérieur qui proviennent de la division du cercle. Les ré-
sultats de ces recherches excitent le plus vif intérêt par les relations
étonnantes qu'elles ofFrent avec l'Analyse, l'Algèbre et les autres
parties de la Théorie des nombres; ainsi, par exemple, le problème
traité par Kummer se relie le plus étroitement avec la célèbre
démonstration qui a été donnée par Dirichlet du théorème sur la
progression arithmétique, et qui peut être considérablement sim-
plifiée à l'aide de ces recherches. On ne peut faire aucun doute
qu'en poursuivant l'étude du problème général on ne doive s'at-
tendre à réaliser d'importants progrès dans ces branches des Mathé-
matiques; mais, bien que l'on ait réussi à terminer d'une manière
générale une partie de cette recherche pour un corps quelconque
il (4), on est cependant encore très-loin de la solution complète, et

(») Journal de Crelle, t. 19, 21.
(«) tournai de Crelle, t. 28.
(') Journal de Crelie, t. 40; Journal de Liouville, t. XVI.
(4) DimciiLET, Vorlesungen über Zaklentheorie, § 167.
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Ton devra pour le moment se borner à étudier de nouveaux cas
particuliers.

§ 30. — Conclusion.

Nous allons encore déduire quelques conséquences intéressantes
du théorème fondamental que nous venons de démontrer. {Voir
Disquisitiones arithmeticœ, art. 3o5-3o7.)

Soient h le nombre de toutes les classes d'idéaux du corps Q, et
A une classe déterminée •, les h -4- i puissances

0, A, A2, . . . , A*-1, kh

ne pourront pas être toutes différentes-, il se trouvera donc cer-
tainement, dans la suite o, i , 2, . . . , A, deux exposants différents
r et r-h m ]> r, pour lesquels on aura A r + m = Ar, et, par suite,

si, de plus, m est le plus petit exposant positif qui satisfasse à la
condition précédente, il est aisé de voir que les m classes

0 , A, A', . . . , A—

seront toutes différentes entre elles, et nous dirons que la classe A
appartient à l'exposant m\ on a évidemment A"l~! = A"1, et, plus
généralement, on aura A r = A' toutes les fois, et seulement alors,
quer sera = s(mod. m). En désignant, de plus, par B une classe
quelconque, les m classes

(B) B, BA, BA2, . . . , BA"-1

seront aussi différentes entre elles, et deux complexes de m classes
chacun, tels que le précédent (B) et le suivant :

(C) C, CA, CA2, . . ., CA'"",

seront ou identiques ou entièrement différents -, s'il se trouve, en effet,
dans les deux à la fois, une seule et même classe B A r = CA', on
aura C = BAr~jr, d'où il s'ensuit immédiatement que les m classes
du système (C) coïncident complètement avec celles du complexe
(B). Donc le système de toutes les h classes se compose d'un nombre
déterminé g de tels complexes différents entre eux, et, comme
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chaque complexe cont ient m classes différentes, on aura h =
c'est-à-dire que l'exposant m, auquel appartient une classe A, est
toujours un diviseur du nombre de classes h. Donc, pour toute classe
À, on a le théorème

A'' = O.

Maintenant, si a est un idéal quelconque d'une classe quelconque
A, û* appartiendra à la classe AA, et par suite à la classe princi-
pale, c'est-à-dire que la Aième puissance de tout idéal est un idéal
principal.

Par ce théorème important on arrive à concevoir la notion
d! idéal sous un nouveau point de vue, auquel on peut rattacher en
même temps une définition précise des nombres idéaux. Soit a un
idéal quelconque, et û'' = oa^ en désignant maintenant par a un
nombre quelconque de l'idéal a, och sera contenu dans aA, et, par
suite, divisible par le nombre a,, et il s'ensuit de là (§ 13, 2°) que

a est divisible par le nombre entier \x = y «i, lequel toutefois n'ap-
partient pas en général au corps Q. Mais, réciproquement aussi, si
CL est un nombre entier appartenant au corps û et divisible par ^,
ah sera divisible par fx/l=«1, e t , par suite, (ox)h le sera par
Oöti = aA, et l'on en conclut aisément, d'après les lois générales de
la divisibilité (§ 25), que o a est divisible par a, c'est-à-dire que a
est un nombre de l'idéal a. Donc l'idéal a est composé de tous les
nombres entiers contenus dans 12 et divisibles par le nombre entier
(À') pour cette raison nous dirons que le nombre p* lors même
qu'il n'est pas contenu dans £2, est un nombre idéal du corps
iî, et qu'il correspond à l'idéal a. Ou, un peu plus généra-
lement, un nombre algébrique entier a est dit un nombre idéal
du corps fl, lorsqu'il existe une puissance de jut, à exposant positif
entier /*, qui est associée à un nombre existant n du corps 12, et
qu'en même temps il existe un idéal a du corps î i , qui satisfait à la
condition a r = o*/); cet idéal a est l'idéal correspondant au nombre
idéal /a, et il est toujours, et seulement alors, un idéal principal,
quand p est associé avec un nombre existant du corps 12. ( Foir
l'Introduction et le § 10.)

Nous terminerons nos considérations par la démonstration du
théorème suivant, annoncé déjà plus haut (§ 14) :

Deux nombres algébriques entiers quelconques a, (3 admettent
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un commun diviseur 5, qui peut être représenté sous la forme
$ = aot! -+- (3(3', ot! et (3' étant également des nombres algébriques
entiers.

Démonstration. — Admettons que les deux nombres a, (3 soient
différents de zéro, le théorème étant évident dans le cas contraire.
Alors il existe toujours, comme il est aisé de s'en convaincre, un
corps fini ft, contenant les deux nombres a, (3, et soit encore o le
domaine de tous les nombres entiers de ce corps, et de plus h le
nombre des classes d'idéaux. Posons maintenant

b étant le plus grand commun diviseur de oa, o(3, et ât étant con-
tenu dans o. Puisque a*, (3A sont divisibles par b*, on peut poser

«M Pi étant pareillement contenus dans o. Comme, en outre, a et i
sont des idéaux premiers entre eux, o sera aussi le plus grand com-
mun diviseur de oa^ o(3t, et, comme le nombre i est contenu dans
o, il se trouvera dans o deux nombres a^ (32 satisfaisant à la con-
dition

«!«»-+- PIPJ = I, OU a*«2-l-p*pa==di.

Si Ton pose maintenant

le nombre entier d sera un commun diviseur entre a et (3, puisque
a*, (3* sont divisibles parö t , et par conséquent on pourra poser, A
étant ïl i,

a'j (3; désignant des nombres entiers qui satisfont à la condition
aa'4-(3(3'= o. ^ c. Q. F. D.

Si l'un au moins des deux nombres a, |3 est différent de zéro, le
nombre J, aussi bien que tout nombre qui lui sera associé, méri-
tera le nom de plus grand commun diviseur de a, (3. Si ô1 est une
unité, a, |3 pourront être dits des nombres premiers entre eux, et
deux pareils nombres jouissent de la propriété caractéristique que
tout nombre [M divisible par a et par (3 l'est aussi par le produit a|3$
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car des égalités p. = aa" = $$" et i = aa'-H (3(3' on tire

et la conclusion réciproque est également permise, lorsque
sont tous les deux différents de zéro. .
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