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MELANGES.

SUR LA THEORIE DES NOMBRES ENTIERS ALGEBRIQUES (OH
Par R. DEDEKIND. '

. ( Suite et fin.)

'

i IV. , .

ELEMENTS DE LA THEORIE DES IDEAUX.

Dans cette Scction, nous développerons la théoric des idéaux
jusqu’au point indiqué dans I'Introduction, c¢’est-a-dire que nous
démontrerons lcs lois fondamentales qui s’appliquent également a
tous les corps finis sans exception, et qui régissent et expliquent
les phénomeénes de la divisibilité dans le domaine o de tous les
nombres entiers d’un tel corps Q. 1l ne scra question, dans ce qui
va suivre, que de ces seuls nombres, a moins que nous n’indiquions
expressément le contraire. La théorie se fonde sur la notion de I'i-
déal, dont nous avons mentionné 'origine dans I'Introduction, et
dont I'importance a été suffisamment misc en lumiére par I'exemple
de la Section II (§§ 11 et 12). L’cxposition suivante dc la théorie
coincide pourlefond aveccelleque J’aidonnée dansla seconde édition
desPorlesungen iiber Zahlentheorie de Dirichlet (§ 163); mais clle
en difféere notablement pour la forme extéricure; par ces change-

(*) Voir Bulletin, t. XI, p. 278, et t. 1 (2° Série), p. 17, 69 et 144.
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ments la théorie, si elle n’est pas abrégée, est cependant un peu
simplifiée, et en particulier la principale difficulté qu’il s’agissait
de surmonter est maintenant mise plus clairement en relief.

§19. — Les idéaux et leur divisibilite.

Soient, comme dans la Scction précédente, Q un corps fini du
degré n, ct o le domaine de tous les nombres entiers » contenus dans
Q. Nous cntendons par un idéal de ce domaine o tout systémea de

nombres & du domaine o qui posséde les deux propriétés sui-
vantes :

I. Les sommes et les diflérences de deux nombres o quelconques
du systéme a apparticnnent au méme systéme a, c'est-a-dire que
a est un module.

II. Tout produit 2w d'un nombre o du systéme a par un nombre
@ du systéme o est un nombre du systéme a.

Signalons d’abord un cas particuliérement important de cette
conception d’idéal. Soit g un nombre déterminé ; le systéme a de
tous les nombres & = o divisibles par p formera un idéal. Nous
appellerons un tel idéal un idéal principal, et nous le désignerons
par o (p), ou plus simplement par vp ou po; il est évident que cet
idéal ne sera pas altéré si 1'on remplace p par un nombre associé,
c’cst-a-dire par un nombre de la forme ep, € désignant une unité.
Si @ est lui-méme une unité, on aura on = o, puisque tous les
nombres contenus dans o sont divisibles par p. Il est encore facile
de reconnaitre qu’aucun autre idéal ne peut contenir d’unité 5 car
si I'unité ¢ est contenue dans l'idéal a, alors (d’aprés II) tous les
produits ew, et par suite aussi tous les nombres w de I'idéal principal
o sont contenus dans a, et comme, par définition, tous les nombres
de I'idéal a sont également contenus dans o, on aura a =o. Cet
idéal o joue le méme réle parmi les idéaux que le nombre 1 parmi
les nombres rationnels entiers. Dans la notion d’un idéal principal
ox est compris aussi le cas singulier ou = o0, et ol par consé-
quent I'idéal se compose du seul nombre zéro; toutefois nous exclu-
rons ce cas dans ce qui va suivre. :

Dans le cas de n = 1, ou notre théorie se change dans I’ancienne
théorie des nombres, tout idéal est évidemment un idéal principal,
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¢’est-a-dire unmodule de la forme [m], m étant un nombre rationnel
entier (§§1 et B); il en est également de méme des corps quadra-
tiques spéciaux, qui ont été considérés dans la Section II (§ 6 et
commencement du § 7). Dans tous ces cas, ou tout idéal du corps
est un idéal principal, régnent les mémes lois de la divisibilité des
nombres que dans la théorie des nombres rationnels entiers,
puisque tout nombre indécomposable posséde aussi le caractére
d’un nombre premier (voir I'Introduction etle § 7). C’est de quoi
I'on pourra aisément se convaincre dans ce qui doit suivre; mais
je présente dés maintenant cettc remarque pour recommander au
lecteur de faire la comparaison continuelle avec les cas spéciaux
mentionnés et principalement avec I’ancienne théoric des nombres
rationnels, parce que sans aucun doute cela facilitera beaucoup
l'intelligence de notre théorie générale.

Puisque tout idéal (en vertu deI) est un module, nous transpor-
terons immédiatement aux idéaux la notion de la divisibilité des
modules (§1). On dit qu'un idéal m est divisible par un idéal a, ou
qu’il est un rmultiple de a, quand tous les nombres contenus dans
m sont aussi contenus dans a; on dit en méme temps que a est un
diviseur de m. D’aprés cela, tout idéal est divisible par 1'idéal 0. Si
a est un nombre de 1'idéal a, I'idéal principal o« sera (d’apres I)
divisible par a; nousdirons, pour cette raison, que le rombre o, et
par suite tout nombre contenu dans a, est divisible par I'idéal a.

Nous dirons de méme qu’un idéal a est divisible par le nombre
7n, quand a sera divisible par 1'idéal principal on; alors tous les
nombres « de l'idéal a seront de laforme »p, ctil est facile de voir

. [~4 c 1 , e
que le systéme t de tous les nombres p = -- formera un idéal. Réci-
7

proquement, si p devient égal successivement i tous les nombres
d’un idéal quelconque t, tandis que » désigne un nombre déterminé,
différent de zéro, tous les produits np formeront encore un idéal divi-
sible par 07 ; un tel idéal, formé au moyen del'idéal t et du nombre
7, el nous le désignerons, pour abréger, par v7 ou »r; onaura évi-
demment (vr) 7' = ¢ (vo/) = (v} n, et nt' sera toujours divisible par
nr dans le cas, et seulement dans ce cas, ou v’ sera divisible par v
donc 'équation vt =t entraine 'équation v = r. La notion d’un
idéal principal o se déduit de celle de vy, lorsqu’on suppose r =1o.

Enfin il est a2 remarquer que la divisibilité de Iidéal principal
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op par I'idéal principal oy est complétement identique avec la divi-
sibilité du nombre p par le nombre v ; les lois de la divisibilité des
nombres de o sont donc enti¢rement contenues dans les lois de la
divisibilité des idéaux.

Le plus petit commun multiple m et le plus grand commun divi-
seur b de deux idéaux quelconques a, b sont aussi des idéaux; car,
en tous cas, m et b sont des modules (§ 1, 3°et 4°), et des modules
divisibles par o, puisque a ct b sont divisibles par 0; si, de plus,
p = =[5 est un nombre contenu dans m ct partant aussi dans a
ctdans b, et si 0 = o/ + (' est un nombre du module b, le produit
po = aw=[w sera également contenu dans m, ct le produit
0w = a'v) + ' contenu dans b, puisque (en vertu de II) les pro-
duits aw, o'w sont contenus dans a et les produits fw, 3w dans 6.
Donc m et b jouissent de toutes les propriétés d’un idéal. Il est
clair en méme temps que m» sera le plus petit commun multiple,
et o7 le plus grand commun diviseur des deux idéaux an, b».

Si b est un idéal principal o, le plus petit commun multiple m
de a, b sera en tous cas de la forme »r, r étant encore unidéal et,
en outre, un diviseur de q, puisque na est un multiple commun de
aetdeon, et qu’il est parsuite divisible par vr; ce cas sc présentera
trés-fréquemment dans la suite, et pour cette raison nous appelle-
rons, pour abréger, I'idéal t le diviscur de I'idéal a correspondant
au nombre ». Maintenant si v’ est l¢ diviseur de ¢ correspondant au
nombre v/, ¥’ sera en méme temps le diviseur de a correspondant
au produit »x'; car n7/v’ cst le plus petit commun multiple de nv et
de ox%n’, et par conséquent aussi celui de a ct de 07/, puisque nv est
le plus petit commun multiple de a et de 07, et que o%7 est divisible
par on.

§20. — Normes.

Comme tout idéal a est aussi un module, nous dirons que deux
nombres quelconques w, w' du domaine o sont congrus ou incon-
grus suivant a, selon que leur différence » — o' sera ou non divi-
sible par a; nous représenterons la congruence de w, ' suivant a
(§ 2) par la notation

’

w=w" (mod.a).

En outre des théorémes établis précédemment, ayant lieu pour les
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congruences par rapport a des modules quelconques, il faut encore
remarquer que deux de ces congruences,

w=0, o"=av"” (mod.a),
relatives au méme idéal a, peuvent aussi étre multipliées entre
elles, et qu’clles entrainent ainsi la congruence

[ g=——— N

we’ =w'e” (mod.q);

car les produits (w — ') 0 et (0’ — ") o', et par suite aussi leur
somme 0" — w'w”, sont des nombres del’idéal a. Si, de plus, m est
un idéal principal op, alors (en vertu du § 18) la congruence
»=w'(mod. m)sera identique avec la congruence w = o' (mod. p).

Une considération particulicrement importante est celle du
nombre des classes de nombres différents par rapport al'idéal a, et
dont se compose le domaine o. Si 1 est un nombre déterminé de I'i-
déal a, et diflérent de zéro, I'idéal principal op sera divisible par a, et
comme a est divisible par o, il en résulte (§ 2, 4°)

(0, ope) —='0, a, '@, o)

or (§18) le nombre (v, ou) = “= N (1), ct par suite le domaine o
ne contient qu'un nombre fini de nombres incongrus par rapport
al'idéal a (§ 2, 2°). Ce nombre (o, a) scradit la norme de U'idéal
a, et nous le représenterons par N (a); la norme de I'idéal principal
ou est égale & == N (p), et o est évidemment le scul idéal dontla
norme est égale a 1.

Si p parcourt un systéme complet de N (a) nombres incongrus
(mod. a), la méme chose aura licu pour (1 + p), ct des congruences
correspondantes T+ p= p’, ou parcourt les mémes valcurs quc p,
résulte, par addition, N (a)=o0(mod. a), c’est-a-dire que N (a) est
toujours divisible par a. Comme cas particulier, ce résultat contient
ce théoréme évident par lui-méme, que N(pt) est divisible par p
(voir § 17).

Soit, de plus, v un idéal quelconque, et v un nombre différent de
Zero; on aura toujours

(o0, vn) == (0,v) =N(v);

car deux nombres nw' et vw” de I'idéal principal 7o sont congrus ou
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incongrus (mod. ), suivant que les nombres o', »” du domaine o
seront congrus ou incongrus (mod. v).

Soient q, b deux idéaux quelconques, m leur plus petit commun
multiple, b leur plus grand commun diviscur; on aura (§2,
3% et 4°)

(8,a) = (6, m) = (b, a)s

ct, b étant divisible par o,

(0,a)={(0,%)(d,a), (o, m)=/0,5)(6,.m),
partant

N(a)=(6,a) N(p), N(m)=(86,a)N(8),
et

N(m)N(p)=N(a)N(5).

Si I'on applique ces théorémes au cas ou b est un idéal principal o,
et ou par suite m est de la forme v», I'idéal v étant le diviseur de
correspondant au nombre ¥ (§ 19), il vient

(8,0, = (0n,tn) =N(x),

et par conséquent

L'idéal v peut maintenant aussi étre défini comme le systéme de
toutes les racines p de la congruence vp =o (mod. a), comme il est
facile de s’en convaincre.

§ 21. — Idéaux premiers.

Un idéal p est dit un idéal premier, quand il est difiérent de o,
et qu'il n’admet comme diviscur aucun autre idéal que o et y. De
cette définition résultent les théorémes suivants :

1° Tout idéal a différent de o est divisible au moins par un idéal
premier.

Car, parmi tous les idéaux qui sont différents de o et diviseurs de
l'idéal a, il en existe un y dont la norme est la plus petite, et celui-
14 est certainement un idéal premier; si, en effet, b était un idéal
divisant p, mais diflérent de y et de o, on aurait (b, p) > 1, par
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suite N () == (b, %) N(t) >N(b), et b serait un diviseur de I'idéal
a, différent de o et dont la norme serait <N (yp), contre I’hypo-
thése ; donc p est un idéal premier. C. Q. F.D.

20 Si le nombre n n’est pas divisible par l'idéal premier y, np
sera le plus petit commun multiple des deux idéaux v et 0. )

Car le plus petit commun multiple de p et de o7 est en tous cas
dela forme nv, I'idéal v étant un diviseur de y, et par suite ou = o
ou =y (§19); mais vne peut pas étre = o, puisque v,0 n’est pas
divisible par y; par conséquent r=1y. C. Q. F. D.

3v Si aucun des deux nombres #, p n’cst divisible par 'idéal pre-
mier y, leur produit »p ne scra pas non plus divisible par y.

Car autrement 1'idéal v (0p) serait un multiple commun de y,
on; et partant il serait divisible par le plus petit commun multiple
ny de p, on; mais de la divisibilité de » (00) par vy il résulterait
(§19) que op serail divisible par y, ce qui contredirait la supposi-
tion ; donc p n’est pas divisible par y. C. Q. F. D.

De la il s’ensuit immédiatement que tous les nombres rationnels
divisibles par un idéal premier p, et auxquels appartient aussi
N(») (§ 20), forment un module [ p], p étant un nombre pre-
mier rationnel positif complétement déterminé ; car le plus petit
nombre rationnel positif p, divisible par y, ne peut en aucune facon
&tre un nombrc composé ab, puisque alors I'un des deux nombres
moindres a, b serait pareillement divisible par y; et comme p ne
peut non plus étre = 1, puisqu’on aurait alorsy =0 (§19), p devra
&tre un nombre premier; ct tout nombre rationnel entier m divi-
sible par p devra étre divisible par p, ce qui devient immédiate-
ment évident, en mettant  sous la forme pg + r, puisque le reste
# == m — pq est aussi divisible par y. Maintenant op étant divisible
par p, et par suite N{op) = p" divisible par N(y) (§20), N(p) =p/
sera une puissance de p, et I'exposant fsera dit le degré de 1'i-
déal premier y.

4° Si l'idéal a est divisible par I'idéal premier y, il existera un
nombre 7 tel que vy soit le plus petit commun multiple dea ct de on.

Ce théoréme important est évident, sil'on a a =y, puisque tout
nombre » non divisible pary, par exemple, le nombre n = 1, satis-
fait 4 la condition indiquée. Mais si a est différent de ¥, nous nous
bornerons d’abord 4 démontrer I'existence d’'un nombre 7 tel que
le diviseur ¢ de I'idéal a, correspondant a 7, soit en méme temp
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divisible par p, mais ait une norme moindre que celle de a. Puisque
I'on a N(a)=N(r) N(b), b étant le plus grand commun diviseur
de a et de on (§20), la derniére condition revient & choisirn de
maniére que N(b) soit >> 1, et par suite d dillérent de o. Pour
atteindre ce but, et faire en méme temps que v soit divisible par p,
nous distinguerons deux cas:

Premicrement, si tous les idéaux (a P'exception de o) qui divi-
sent a sont divisibles par p, on choisira pour » un nombre divisible
par p, mais non divisible par a, ce qui est toujours possible, puisque
p n’est pas divisible par a; alors il est clair que b sera divisible par
p, ct par suite dillérent de 05 comme, de plus, » n’est pas divisible
par a, mais que nt est divisible par a, v scra parcillement diflérent
de o, et par suite divisible par y.

Deuxicmement, s’il existe un idéal e divisant a, ct qui soit diflé-
rent de o et non divisible par y, choisissons pour » un nombre divi-
sible par ¢, mais non divisible par p; alors » sera divisible pare, ct
partant encore diflérent de 05 comme, de plus, 7t est divisible par
a ct par suite aussi par y, t scra aussi divisible par y, puisque n n’est
pas divisible par y (d’apres 1°).

Aprés avoir établi ainsi pour les deux cas I'existence au moins
d’un nombre »ayant la propriété demandée, on reconnait sans
peine que l'on a certainement r =y, si 'on choisit, ¢n outre, » de
manicre que N (v) soit aussi petit que possible; car, sil'idéal v, di-
visible par p, n’est pas =y, on peut procéder avec r comme on
vient de le faire avee a, ct choisir un nombre 7' de mani¢re que le
diviscur v/ de v, correspondant a cec nombre, ait une norme encore
moindre que celle de v, et soit parcillement divisible par y; mais
comme (§19) v est en méme temps le diviseur de a correspondant
au nombre zx’, cela est en contradiction avee la supposition qu’on
vient de faire sur » et sur t. Donc v =y, c'est-a-dire que ny est le
plus petit multiple commun de a et de o7. C. Q. F.D.

§ 22. — Muliiplication des idéauzx.

Si o parcourt tous les nombres d’un idéal q, et de méme 2 tous

les nombres d’un idéal b, tous les produits de la forme «f3 ct toutes
) P j? €l

‘_l_ggw sommes de ces produits formeront un idéal ¢; car tous ces nom-

bres sont contenus dans o de plus, ils se reproduisent par addition

j d¢ pius, p ’
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et aussi par sou§tractioxl, puisque les nombres (— o) sont égale-
ment contenus dans a; et enfin tout produit d’'un nombre Zaf du
systeme ¢ et d’un nombre » du domaine o appartient également au
systéme ¢, puisque tout produit aw est encore contenu dans a. Cet
idéal ¢ sera dit le produit des deux facteurs a, b, et nous le désigme-
rons par ab.

De cette définition il s’ensuit immédiatement que l'on a oa = q,
ab == Ba, et, si ¢ est un troisicme idéal quelconque, (ab) ¢ = a (be),
ct on en conclut par le raisonnement connu (!) que, dans la for-
mation d'un produit d'un nombre quelconque d'idéaux a,, ay, . . .,
a,., I'ordre des multiplications successives, par lesquelles on réunit
chaque fois deux idéaux cn un scul produit, n'a aucune influence
sur le résultat final, lequel peut ctre désigné, pour abréger, par
4405+ - . G,, ct sc compose évidemment de tous les nombres de la
forme Za, 0. .. 2, cn désignant par oy,o0,,...,a, des nombres
quelconques des facteurs ay, a,, ..., a,. Si tous les m facteurs
sont = a, leur produit sera dit la m'*™ puissance de a, ct on le re-
présentera par 4”3 en posant, de plus, a° =0, a' = a, on aura en
général a"a® = a"t*, {a")* = a"*. En outre, on aura évidemment
a(on)=anect (09)(vn') =ovn'. Enfin nous établirons encore les
théorémes suivants :

1° Le produit ab est divisible par les factcurs a et b; car (en vertu
de la propriété II) tout produit aw, par suite aussi tout produit
af3, et conséquemment (d’apres 1) toute somme de semblables pro-
duits sont contenus dans a, ¢’est-a-dire que ab est divisible par a.

2° Si a est divisible para’y et b divisible par ¥, ab sera divisible
par a'6’. Car tous les nombres X3 contenus dans ab sont contenus
dans '8, puisque a cst contenu dans a et par suite dans ', et que 8
est contenu dans 6 ct par suite dans %'

3° Si aucun des idéaux a, bn’est divisible par I'idéal premicr y,
le produit ab ne scra pas non plus divisible pary ; car il existe dans
a, b respectivement des nombres «, {3 qui ne sont pas divisibles par
», et par suite le nombre a3 contenu dans ab n’est pas non plus di-

visible par p (§ 21, 3°).

(") Voir le § 2 des Porlesungen iiber Zahlentheorie de Dirichlet.
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§ 23. — La difficulté de la théorie.

11 serait aisé d’augmenter considérablement le nombre de ces
théorémes, qui se rapportent 4 la dépendance entre les deux notions
de la divisibilité et de la multiplication des idéaux, et nous énon-
cerons encore sans démonstration les propositions suivantes, unique-
ment pour faire ressortir la ressemblance avee les propositions cor-
respondantes de la théorie des nombres rationnels :

Si a, b sont des idéaux premiers entre eux, c'est-a-dire tels que
leur plus grand commun diviscur soit = o, leur plus petit commun
multiple sera = ab, et I'on aura en méme temps

N(aB) :‘:N(G)N(B).

Si p est un idéal premier, a un idéal quelconque, alors ou a sera
divisible par p, ou a et y seront des idéaux premiers entre eux.

Si a est un idéal premier avec b ct avec ¢, a sera aussi premier
avec be.

Si ab est divisible par ¢, et que a soit premier avec ¢, b sera divi-
sible par ¢.

Mais toutes ces propositions ne suffisent pas pour rendre compléte
I’analogie avec la théorie des nombres rationnels. Il ne faut pas
oublier que la divisibilité d’un idéal ¢ par un idéal a, suivant notre
ddéfinition (§19), consiste seulement en ce que tous les nombres de
l'idéal ¢ sont contenusaussidansa; or ona vutrés-facilement (§ 22, 1°)
que tout produit de a par un idéal quelconque 6 est divisible par a,
mais il n’est nullement aisé de démontrer la réciproque, savoir, que
tout idéal divisible par a est aussi un produit de a par un idéal 6.
Cette difficulté, la plus grande et, 4 proprement parler, la seule
que présente la théorie, ne peut en aucune maniére étre surmontée
a l'aide des seuls moyens de démonstration que nous avons em-
ployés jusqu’ici, ct il faut que nous examinions ici d’'un peu plus
prés la raison de ce phénoméne, parce que celui-ci se rattache a
une généralisation trés-importante de la théorie. En considérant
avec attention la théorie développée jusqu’a présent, on reconnaitra
que toutes les définitions conservent un sens déterminé, et que les
démonstrations de tous les théorémes ont encore toute leur force,
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lors méme que I'on ne suppose plus que le domaine désigné par o
comprenne tous les nombres entiers du corps Q. Les propriétés du
systéme o sur lesquelles on s’est appuyé se réduisent en réalité aux
suivantes: -

(a) Le systéme o est un module fini [, 6y, ..., »,], dont la
base forme en méme temps une base du corps Q.

() Le nombre 1, ct par suite aussi tous les nombres rationnels
entiers sont contenus dans o.

(c) Tout produit de deux nombres du systéme o apparticnt au
méme systéme o.

Quand un domaine o jouira de ces trois propriétés, nous I'appel-
lerons un ordre. De ensemble de (a) et de (¢) il résulte immédia-
tement qu'un ordre se compose sculement de nombres entiers du
corps Q, mais ne contient pas nécessairement Zous ces nombres en-
tiers (excepté dans le cas » = 1). Si maintenant un nombre « de
Vordre v est appelé divisible par un second nombre semblable p
dans le cas seulement o I'on a @ = pw, w désignant également un
nombre contenu dans o, et si 'on modific de la méme maniére la
notion de la congruence des nombres dans I’étendue du domaine o,
on voit immédiatement que le nombre (v, op) des nombres du do-
maine o incongrus par rapport a p est encore maintenant = == N (u)
(§ 18), ct il est tout aussi facile de reconnaitre que toutes les dé-
finitions ct tous les théorémes de la présente Section conserveront
leur signification ct leur vérité, sil’on entend toujours par nombre
un nombre de cet ordre 0. Dans tout ordre o du corps Q il existe
donc une théorie particulicre des idéaux, ct cette théorie est la
méme pour tous les ordres (qui sont en nombre infini), jusqu’au
point ou elle a été développée dans ce qui précede. Mais, tandis que
la théorie des idéaux, dans I'ordre o qui comprend tous lesnombres
entiers du corps 2, conduit finalement a des lois générales qui ne
souflrent aucune cxception ct qui coincident complétement avec
les lois de la divisibilité des nombres rationnels, la théorie des
idéaux de chacun des autres ordres estsujette a certaines exceptions,
ou plutét clle exige une certaine restriction delanotion d’idéal. Mais
cette théorie géndrale des idéaux d’un ordre quelconque, dont le
développement est également indispensable pour les besoins de
la théorie des nombres, et qui, dans le cas z = 2, coincide avec la

Bull. des Sciences math., 2¢ Série, t. I. (Juillet 1857.) 15
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.théorie des divers ordres des formes quadratiques binaires (),
nous la laisserons enti¢rement de coté dans ce qui va suivre (), et
je me contenterai ici de donner un exemple pour appeler I'atten-
tion sur le caractére des exceptions dont nous venons de parler.
Dans le corps quadratique, résultant d’unc racine

—1+y=3

2

§ =

de I'équation 6* 4 0 -+ 1 == o, le module [ 1,/ — 3] forme un ordre
o qui ne comprend pas tous les nombres entiers de ce corps. Les mo-
dules [2,1 4y —3]=pet [2, 2y —3] = o(2) devraicnt étre
considérés comme des idéaux de cet ordre o, en tant qu'ils jouissent
des propriétés et 11 (§ 19); mais, quoique o (2) soit divisible par
p,il n’existe toutefois dans o aucun idéal q tel quel’on ait pg = o(2).

§ 2%, — Propositions auxiliaires.

Pour achever maintenant complétement la théorie des idéaux de
celui des ordres o qui comprend zous les nombres entiers du corps
Q, nous avons besoin des lemmes suivants, qui ne sont vrais sans
restriction que pour un tel domaine o.

1° Soient v, g, v trois nombres de o, différents de zéro, cttels que
v ne soil pas divisible par p; les termes de la progression géomé-
trique

jusqu’a un terme

situé a une distance finie, scront tous contenus dans o, et aucun des
termes suivants ne sera un nombre entier.
En effet, si le nombre des termes qui sont des nombres entiers

(1) Disquisitiones arithmeticee, art. 226.

(*) Je traite cette theorie en détail dans le Mémoire récemment publié : « Ueber
die Anzahl der Ideal-Classen in den werschiedenen Ordnungen eines endlichen Kor-
pers. » (Festschrifs zur Sdcularfeier des Geburtstages von C.-F. Gauss. Braunschweig,
3o. April 1877). :
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était plus grand que la valeur absolue k de N(w), il faudrait (§48)

que, sur k + 1 de ces termes, il y en elit au moins deux différents

qui correspondissent & des exposants s ct r > s, et qui fussent

congrus entre eux suivant le module w; or d’une telle congruence
A

(3 =2 ) tmote

il résulterait que le nombre
n= -
®
appartenant au corps £, satisferait a une équation du r'*™* degré
de la forme
=7+ o,

' étant un nombre entier, et par suite (§ 13, 2°) serait lui-méme
un nombre enticr, ce qui est contraire a notre hypothése, que v
n’est pasdivisible paru. Donc k termesau plus de la série précédente
peuvent ¢tre des nombres entiers, ct par suite étre contenus dans o. -

Si, de plus, le terme
v\’ !
=0u|—])
=)

r étant 2 1, est un nombre entier, ct que s soit un quclconque des r
exposants 0, 1, 2,...,7 — I, lc terme

v
o= (?)

*
sera aussi un nombre entier, puisque.

c" —_— w"—l Pl

est un nombre cntier (§ 13, 2°). Ainsi la proposition se trouve
complétement démontrée.

2° Soient ., v deux nombres de o, différents de zéro, v n’étant
pas divisible par g3 il existe toujours dans o deux nombres x, 2,
différents de zéro, et tels que I'on ait

%_ v

A
et que =* ne soit pas divisible par A.
15,
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Car si . ' '
1= (2)7 e=e ()
© “ ’ @
sont les deux derniers t/ &1Cs de la série .

el o) )

qui soient des nombres entiers et par suite contenus dans o, on aura
évidemment e 1, et

’ .

donc 2* n’est pas divisible par 2. C. Q. F.D.

§ 25. — Lois de la divisibilite.

A Yaide de ces lemmes, il est facile d’apporter a la théorie des
idéaux du domaine o le complément désiré, qui se trouve contenu
dans les lois suivantes:

1° Si p est un idéal premier, il existe un nombre 2 divisible par p,
et un nombre z non divisible par p, tels que zy soit le plus petit
commun maltiple de o2 et 0.

Démonstration. — Soit ¢ un nombre quelconque, mais autre que
zéro, de I'idéal premier y ; o étant divisible par y, il existera un
nombre v tel que vy soit le 'plus petit commun multiple de o ct
av (§21, 4°). Ce nombre v ne peut pas étre divisible par p; car
autrementle plus petit commun multiple de op etde ov serait=ov,
et non = pv. SilUon choisit maintenant (§ 24, 2°) les deux nom-
bres =, A de telle maniére qne 'on ait zy. = lv, et que 2* ne soit pas
divisible par 7, alors (§19) I'idéal zvp sera le plus petit commun
multiple de z (op) =0l et de oxv, d’ou il s’ensuit (§ 19) que zp
est le plus petit commun multiple de 02 et o%; donc p est le divi-
seur correspondant au nombre z del'idéal principal 0} ; mais x n’est
pas divisible par y, puisque, s'il I'était, »* serait divisible par zy ct
par suitc aussi par A. )
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20 Tout idéal premier y peut, au moyen de la multiplication par
un idéal v, étre changé en un idéal principal. '

Démonstration. — Conservons a x et A la méme signification que
plus haut, et soitble plus grand commun diviseur de o). et ex; nous
allons démontrer que l'on a y9 = o). En effet, tous les nombres de
I’idéal b étant de la forme 0 = x» +- Ao, ol w, o' sont deux nom-
bres dec o, alors, si @ est un nombre quelconque de p, on
aura od = 20 + Agw = o (mod. 1), puisque zp et par suite
aussi xw sont divisibles par v} ; donc yd est divisible par oA.
Réciproquement, x n’étant pas divisible par p, et partant o étant le
plus grand commun diviseur de ox et p, on peut poser lenombre 1,
contenu dans o, = «® -+ &, » étant contenu dans o et & dans p; on
auradonc A = . xw + @. A= o ( mod. pd ), puisqueles premiers fac-
teurs A, & sont contenus dans ¥, et les seconds facteurs x», A con-
tenus dans . Ainsi chacun des deux idéaux pd et 02 est divisible par
I’autre, et par suite pp = oX. C.Q. F. n.

3° Si I'idéal a est divisible par I'idéal premicr p, il existera un
idéal ¢’, et un seul, tel que 'on aura ya’ = a, et cn méme temps on

aura N(a') <<N(a).

Démonstration. — Soit, comme tout a I’heure, pdp = 0l ; a étant
divisible par p, et par suite ad par pd (§ 22, 2°), on aura ab = )4,
« représentant un idéal (§ 19); en multipliant par y, on tire de 1a
Aa=2Aypa’, et par conséquent aussi a =ya’. Soit maintenant b un
idéal, satisfaisant également a la condition yb=na; de 1’égalité
6 = pa’ il résulte, en multipliant par 9, que l'on devra avoir
Ab=2xd', d’ot b =d". Il cxiste en outre (§ 21, 4°) un nombre 7 tel
que ny est le plus petit commun multiple de a et de o713 or, 0y étant
divisible par a = dp, il s’ensuit, en multipliant par b, que o) est
divisible par Ad', et par suite » par a; mais n n’est certainement pas
divisible par a, car autrement ce serait o0, et non ny, qui serait le
plus petit commun multiple de a et 04. Donc, 7 étant divisible par
', mais non divisible par a, il faut que o soit df'ﬂére/zt de q, et par
suite que 1’on ait N(a') <ZN(a), puisque 4’ cst un diviseur de a.

C. Q. F. D.

4° Tout idéal a différent de o est lui-méme un idéal premier, ou
bien il peut se metire sous la forme d’un produit d’idéaux tous
premiers, et cela d’une seule maniére. -
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Démonstration. — Puisque a est différent de o, il existe (§21,
1°) un idéal premier y, divisant a, et par suite on pecut poser (d’a-
prés 3°) a=yp,a;, ouN(a;) <N(a). Sil'onaa, =o, alorsa=y,
sera un idéal premier; mais si N(a,) est > 1, et partant g,
différent de o, on pourra de méme poser a; =¥, a,, p, étant un
idéal premier, et N(a,) <N(a,). Si N(a;)est >>1, on pourra con-
tinuer de la méme maniére, jusqu’a ce que, parmi les idéaux gy, ay,
83, . . ., dontles normes sont de plus en plus petites, sc présente 1'i-
déal 0 =a,,, ce qui doit arriver aprés un nombre fini de décompo-
sitions. On aura alors

A=PiPz.--Pmy

mis sous la forme d’un produit de m idéaux premiers. Si mainte-
nant on a en mé¢me temps

A= Q2+ qry

1y G2 « - - 4, désignant également des idéaux premiers, q, seraun
diviseur du produit y,p,... p,, et par suite (§22, 3°) I'un au
moins des facteurs, p, par exemple, devra étre divisible par qy, et
comme p, n’est divisible que par les deux idéaux o cty,, il faudra
que ’on ait q, = y,, puisque q, est différent de 0. On aura donc

Pu(pa9s - Pa) =90 (005 - -+ )5
d’ou (d’aprés 3°)
»;”3 -..»m:qzqaa--qr. \ o

On pourra continuer de la méme maniére, absolument comme
dans la théorie des nombres rationnels (*), ct 'on arrivera ainsi a
ce résultat, que tout idéal premicr entrant comme facteur dans I'un
des produits cntrera exactement le méme nombre de fois comme
facteur dans I’autre produit. C. Q. F. D.

5¢ Tout idéal a peut, au moyen de la multiplication par un
idéal m, étre changé en un idéal principal.

Démonstration. — Soit, en effet, ¢ = 9,95 ... y,.; on pourra
(d’aprés 2°), en multipliant les idéaux premiers p,, p,, . . ., y. par

(*) Voir les Porlesungen iiber Zahlentheorie de Dirichlet, § 8.
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les idéaux correspondants %, s, ...,d,, les changer en idéaux
principaux Py Dy, PaPay o oy YD Sil'on pose maintenant

m=bnb:---bm9

alors am = (;9,) (¥:9,) ... (¥.d.) sera un produit uniquement
d’idéaux principaux, et par suite scra lui-méme un idéal principal.

C. Q. F. D.
60 Si I'idéal ¢ est divisible par I'idéal q, il existera un idéal 6, et
un scul, satisfaisant 4 la condition ab = ¢. — Si le produit ab est

divisible par le produit at/, b scra divisible par ¢'; et de ab = a¥' il
s'ensuivra b = ¢'. -

Démonstration. — Choisissons 1'idéal m de telle sorte que am
soit un idéal principal o si maintenant ¢ est divisible par q, et par
suite em divisible par am (§ 22, 2°), on pourra (§ 19) poser
em = 1.6, b étant un iddal. En multipliant par q, il vient p ¢ = p.ab,
d’ou ¢ = ab. — Soient cnsuite a, b, O des idéaux quelconques, et
supposons ab divisible par ab’; il en résultera encore, en multi-
pliant par m (§ 22, 20), que pb est divisible par ¥, et partant
(§ 19) 6 divisible par ¥'. Si, de plus, on a ab = at’, chacun des deux
idéaux b, ¥ devra ¢tre divisible par 'autre, ¢’est-a-dire qu’on aura
b=1". C. Q. F. D.

7° La norme d'un produit d’idéaux est égale au produit des
normes des facteurs; N(ab) = N(a) N(0).

Démonstration. — Considérons d’abord le cas d'un produit
a =y, dont un facteur p est unidéal premier. Comme a est divi-
sible par y, il cxistera (d’aprés 3°) un nombre v divisible par o,
mais non par 4, et %y sera le plus petit commun multiple de a ct de
on; donc on aura (§ 20) N(a) = N(p)N(v), b étant le plus grand
commun diviscur des*mémes idéauxa ct on. Comme aet 0% sont
divisibles par a’,d devra &tre aussi divisible par o (§ 1, 4°) et par
suite il existe (d’aprés 6°) un idéal n satisfaisant a la condition
na’ =9. De plus, a étant divisible par b, et conséquemment pa’ par
na’y I'idéal premier p devra (d’aprés 6°) étre divisible par n, et 'on
devra, par suite, avoir n = Y ou = 0. La premiére égalité est impos-
sible, sans quoi I'on aurait » = pa’ = q, et par suite n serait divi-
sible par a, ce qui n’a pas lieu; on aura doncn =10, d'ou v =4d, et
aussi N(ya') = N(y) N(q'), ce qui démontre le théoréme pour le
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cas considéré, Mais on en conclut immédiatement le théoréme gé-
néral. Car tout idéal (autre que o) étant (d’aprés 4°) de la forme

Aa=PPz...9m

ol Py, ¥sy - « - 5 Py sont des idéaux premiers, il en résulte

N(a):N(»l) N(v:p; oo vm) ; N(p|)N(»g)N(¥; “ee ”R)z“ .y
et par suite aussi
N(a)=N(p)N(p:) ... N(pa);

sil’on a de plus
B=q.qa v oo Qry

sy 25 - - -5 4, désignant encore des idéaux premiers, il viendra

A= PPsees Pulioee e Gry
et par conséquent

N(6) =N(a)N{a.) ... N(q},
N(ab)=N(p,)... N(vya)N(q:) .. N(q);

/

on a donc bien
N(ab) =N(a)N(56). C. Q. F. D,

8 Un idéal a (ou un nombre «) cst toujours, et sculement alors,
divisible par un idéal b (ou un nombre J), quand toutes les puis-
sances d'idéaux premicrs qui divisent b (ou d) divisent aussi a
(ouea).

Démonstration. — Siyp est un idéal premier, et p” un diviseur
d’un idéal v, on a (d’aprés 6°) » =1, 9™, b, désignant un idéal ; si
I'on suppose ce dernier décomposé en ses facteurs tous premiers, d
se trouvera aussi sous la forme-d’un produit d’idéaux tous premiers,
et parmi ceux-ci le facteur p entre au moins m fois ; réciproque-
ment, si, dans la décomposition de b en facteurs premiers, I'idéal
premier p entre au moins m fois comme facteur, b sera évidemment
divisible par ™. Si donc on suppose que toute puissance d’idéal
premier qui divise b divise aussi un idéal 4, cela revient a dire que
tous les facteurs premiers qui entrent dansla décomposition de b
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entrent tous aussi, au moins autant de fois, comme facteurs dans la
décomposition de a; parmi les facteurs de a se trouvent donc d'a-
bord tous les facteurs de b, ct, si 'on désigne le produit des autres
facteurs de apar®’, on aura a = db', et par suite a est divisible par.
La proposition réciproque, que, si b est un diviscur de a, toute
puissance d'idéal premier qui divise d divise aussi a, se vérifie d’elle-
méme. C. Q. F D.

Si I’on réunit sous forme de puissance tous les facteurs premiers
d’un idéal a qui sont égaux entre eux, on trouve

‘!:””qbtc-'-y

Y, 4, ¥, ... €étant tous des idéaux premiers différents entre eux,
et en vertu des théorémes que nous venons de démontrer, tous les
diviseurs b de a sont compris dans la formule

b =pq"r ...,
ou les exposants a’, &', ¢, . .. satisfont aux conditions

ofadfa, ofb'<b, 05c'Sfe, ...

’

comme a deux combinaisons diflérentes quelconques des exposants
a,b,c, ... correspondent (d’aprés 4°) deux idéaux b différents, le
nombre total des diviscurs dilférents sera == (@+1)(b—+1)(c—+1)....
9° Sid est le plus grand commun diviscur des deux idéaux a, b,
on aura
a=pna, H=rl,

', b’ désignant deux idéaux premiers entre eux, et le plus petit
commun multiple m de a, b sera = da’t'= ab'== ba’. De plus, si
ae est divisible par b, ¢ scra divisible par .

Nous laisserons au lecteur le soin de chercher la démonstration
dg cette proposition et les régles qui servent a déduire les idéaux
m, » des décompositions de a, b en facteurs premiers.

§ 26. — Congruences.

Aprés avoir établi les lois de la divisibilité des idéaux et, par
suite, aussi des nombres contenus dans o, nous allons ajouter
encore quelques considérations sur les congruences, importantes
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pour la théorie des idéaux; nous nous contenterons toutefois, pour
le moment, de donner de simples indications sur les démonstra-
tions.

1° o étant le plus grand commun diviseur de deux idéaux
quelconqucs a, Y), pl'emiers entre eux, ct ab étant leur plus petit
commun multiple, alors (§ 2, 5°) le systéme des deux congruences

w=p (mod.q), w=oc (mod.5),

p; o étant deux nombres donnés contenus dans o, aura toujours
des racines , et toutes ces racines scront comprises dans la forme

w=t (mod.ab),

7 étant le représentant d’'une classc de nombres par rapport a ab,
laquelle est complétement déterminde parles deux nombres p et o,
ou par les classes qui leur correspondent par rapport a a, 6. Réci-
proquement , toute classe t (mod. ab) sc déterminera de cette
maniére au moyen d’une combinaison, ct d'unc scule, p (mod. a),
o(mod. 6).

Nous dirons maintenant que le nombre p est premier avec
I’idéal a, lorsque op et a scront des idéaux premiers entre eux, et
nous désignerons par ¢(a) le nombre de tous les nombres in-
congrus suivant a qui sont des nombres premiers avec a. On tire
aisément de la, pour deux idéaux premiers entre eux, a, b, le théo-

réme
$lab = dlajib :

car t est toujours, et sculement alors, un nombre premier avec ab,
lorsque p est un nombre premier avee a, et ¢ un nombre premier
avec 5. On n’a donc besoin de déterminer la fonction ¢ (a)
que pour le cas o a est une puissance p™ de I'idéal premier p.
Le nombre de tous les nombres incongrus suivant y™ est, dans le
cas de m > o, égal a

N(pm)=[N(9)]"= (0, p") = (0, ) (9, #") = (v, »")N(p);

il faut en soustraire le nombre de tous les nombres qui ne sont pas
premiers avec p" et, par suite, qui sont divisibles par y; ce
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nombre étant égal a .
(v »") (9], .

il vient

I
bl = [N ()= [N =N () (1= 57
d’ot I'on tire immédiatement, en vertu du théoréme précédent,

| hIJ(a)--«N(a)H(x—N('p—)),

le signe de multiplication II se rapportant a tous les idéaux pre-
miers p, différents entre eux, qui divisent l'idéal 4. Comme on
a, de plus,

$(o)=r1,

on en conclut encore, absolument comme dans la théorie des
nombres rationnels ('), le théoréme

S(w') =N(a),
le signe sommatoire étant relatif a tous les idéaux o’ diviseurs
de qa.
2° Si b est le plus grand commun diviseur des idéaux a et on,
on aura a="ma', et %na sera (§ 23, 9°) le plus petit commun
multiple de a et de on, c’est-i-dire que o sera le diviscur de a cor-
respondant au nombre 7 (§ 19); réciproquement, si va’ est le plus
petit commun multiple de¢ a et de on, on aura a = ba’, b étant le
plus grand commun diviseur de a et de on. Il est dalr aussi que
les factcurs complémentaires b ct o’ de I'idéal a restent les mémes
pour tous les nombres v congrus cntre eux suivant a; il en sera
encore de méme, évidemment, si I'on remplace v par un nombre
7/ = 7w (mod. a), » désignant un nombre premier avec a'; et réci-
proquement, si le plus grand commun diviseur » de a, ox est en
méme temps celui de a, 07'; il enrésulte

n'=nw, n=n'w’ (mod.a),
L) ’ 3
d’ou I'on tire

nwe'=n (mod.q), ww'=r1 (mod.q’),

(') Poir Dinicuier, Porlesungen iiber Zahlentheorie, § 14.
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et par conséquent o est un nombre premier avec a’. Donc le
nombre de tous les nombres » incongrus suivant a, auxquels cor-
respond le méme diviseur o' deq, est = {§(«’). Mais il faut bien
faire attention i ce qu'ici I'on a supposé 'existence au moins d'un
tel nombre v; donc, étant donné un diviseur quelconque o’ de
I'idéal a, tout ce que nous pouvons affirmer jusqu’ici, ¢’est que le
nombre y(a’) de tous les nombres n incongrus suivant a, auxquels
correspond le méme diviseur «, sera égal a §(d) ou a zéro. Pour
décider cette alternative, considérons tous les nombres incongrus
suivant a, qui sont au nombre de N (a), et ordonnons-les, suivant
les diviseurs o' qui leur correspondent, en groupes respectifs de
x(4') nombres; on devra avoir

2y (a")=N{a),

la sommation s’étendant a tous les diviseurs o’ de a; or, comme on
a aussi (1°)
2¢(a’) =Na),

il s’ensuit immédiatement que x (') n’est jamais = o, mais tou-
jours = ¢(d). Ainsi se trouve démontré ce théoréme trés-impor-
tant :

«Si b ct a’ sont deux idéaux quelconques, on pourra toujours, en
multipliant b par un idéal ¥', premier avec a’, le changer en un
idéal principal 26’ = o07.»

Car, en posant pa’=a, il existera toujours, puisque ¢ (a’) est
dillérent de zéro, un nombre 7, auquel correspondra le diviscur a
dca, de telle sorte que 9 scra le plus grand commun diviscur de a
et de oy ; sil'on pose donc vy = ob, b scra un idéal premicr avee d'.

C. Q. F. D.

3° Comme tout produit pp’ de nombres p, p' premiers avec un
idéal a est également un nombre premier avec a, et que, p restant
constant et p' variant, pg’ parcourt un systéme de {(a) nombres
incongrus (mod. a), on en déduit par la méthode connue ('), pour
chaque valeur du nombre p, la congruence

*®W=r1 (mod.a),

(*) Poir DiricuLer, Porlesungen iiber Zahlentheorie, §19.



MELANGES. aag

qui renferme la plus haute généralisation d'un célébre théoréme
de Fermat. Pour un idéal premier p, on en conclut aisément que
tout nombre w du domaine o satisfait i la congruence

o*®=u (mod.y),

c’est-a-dire a la congruence

wP=w (mod.y), t

p étant le nombre premier rationnel positif divisible par y, et fle
degré de I'idéal premier p (§ 21, 3°). Ce théoréme est de la méme
importance pour la théoric du domainc o que le théoréme de Fermat
pour la théorie des nombres rationnels, et c’est ce que nous allons
du moins essayer de faire voir par les remarques suivantes, I'es—
pace ne nous permettant pas de poursuivre plus avant la théorie
générale.

Si les cocflicients de la fonction rationnelle entiére I (x), du
degré m, sont compris dans o, ct que le cocflicient du terme le plus
élevé ne soit pas divisible par I'idéal premicr », on en déduit, par
le raisonnement connu (*), que la congruence F{») = o (mod.y)
ne peut avoir plus de m racines incongrues entre clles, ct cette
proposition, combinée avec le théoréme précédent, conduit i une
théorie compléte des congruences binoémes suivant le module y;
on en déduit, entre autres, l'existence des racines primitives de
Uidéal premier p, en entendant par la des nombres ¥ tels que leurs
puissances

LYy Y% .- .,y“(”)"’

soient toutes incongrucs entre clles. Généralement, la théoric des
congruences de degré supéricur a cocfficients rationnels peut s’ap-
pliquer complétement aux fonctions F (x) dont les coefficients sont
des nombres du domaine o.

Mais on peut déja constater aussi une dépendance intime entre
la théorie des idéaux et la théorie des congruences de degré supé-
rieur, restreinte au cas des coeflicients rationnels, dont on doit

() Poir Dinicurer, Porlesungen iiber Zahlentheorie, § 20.



a3o PREMIERE PARTIE.

P’établissement aux travaux de Gauss, de Galois, de Schonemann,
de Serret (*). Tous les idéaux étant composés d’idéaux premiers,
et chaque idéal premier y divisant un nombre rationnel premier dé-
terminé p, on obtiendra un aper¢u complet sur tous les idéaux du
domaine v, en décomposant tous les idéaux de la forme op dans
leurs facteurs premiers. La théorie des congruences fournit pour
cela un procédé suffisant dans un grand nombre de cas. Soit, en
effet, & un nombre entier du corps Q, et

A1, 0,0 ..., 07 =k A(Q);

st p n’est pas diviseur de k, on reconnaitra de la maniére suivante
la décomposition de op en idéaux premiers. Si_f(z) est la fonction
entiére du ni*™® degré de la variable ¢ qui s’annule pour ¢ =6, on
pourra poser -

SL(O)=P,()uP,(t)... P.(t)% (mod.p),

P, (t), Py(t), ..., P.(t) étant des fonctions premiéres, différentes
entre clles, des degrés respectifs f}, fi, ..., f., et alors on acer-
tainement

LV I AREER A
Piy Vay -+ +3 V. €tant des idéaux premiers, différents entre eux, des
degrés respectifs fi, f;, .. ., f.. On tire de la facilement ce théo-
réme extrémement important ;

« Le nombre premicr rationnel p divise toujours, et seulement
alors, le nombre fondamental A{Q) du corps Q, lorsque p est divi-
sible par le carré d’un idéal premier. » :

Ce théoréme est encore vrai, quoique bien plus difficile 4 démon-
trer, lorsque les nombres k, qui correspondent & tous les nombres
g possibles, sont tous divisibles par p; de tels cas se rencontrent en
réalité (%), et c’cst 1a une des raisons qui m’ont déterminé a fonder
la théorie des idéaux non sur celle des congruences de degré supé-
rieur, mais sur des principes entiérement nouvcaux qui sont en

(*) Poir mon Mémoire : Abriss einer Theorie der héheren Congruenzen in Bezug auf
einen reellen Primzahl-Modulus. (Journal de Crelle, t. 54.)
(*) Voir les Géttingische gelehrte Anzeigen du 20 septembre 1871, p. 1490,
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méme temps beaucoup plus simples, et qui répondent mieux ala
véritable nature du sujet.

§ 27. — Exemples empruntés a la division du cercle.

Par la théorie générale des idéaux, dont j’ai développé les bases
dans cc qui précéde, les phénoménes de la divisibilité des nombres
pour tout domaine o, composé de tous les nombres entiers d'un
corps fini Q, out été ramenés aux mémes lois fixes qui régnent
dans I'ancienne théorie des nombres rationnels. Si I'on pense ala
variété infinie de ces corps Q, dont chacun possé¢de sa théorie des
nombres spéciale, I'esprit du géométre aura licu, sans nul doute,
d’étre satisfait en constatant 'unité ou I'identité des lois générales
auxquelles ces théories diverses obéissent sans exception. Mais ce
n’est pas sculement un intérét esthétique ou purement théorique,
mais aussi un intérét on ne peut plus pratique qui se rattache a
cette constatation ; car la certitude que ces lois générales existent
réellement facilite au plus haut degré la démonstration et la décou-
verte des phénoménes spéciaux qui se présentent dans un corps dé-
terminé §). L’établissement de cette vérité dans toute son étendue
exigerait, il est vrai, que I'on poussat beaucoup plus loin le déve-
veloppement de la théorie générale des idéaux que nous ne pouvions
le faire ici, et qu'on la combinit en particulier avec les principes
algébriques de Galois; mais j'essayerai du moins de montrer, sur
I'exemple simple a 'occasion duquel Kummer a introduit pour la
premiére fois ses nombres idéaux, que déja les premiers éléments
de la théorie générale, exposés dans ce qui précéde, conduisent au
but avecla plus grande facilité.

Soit m un nombre premier rationncl positif, ct  lo corps du
ni®™e degré, qui résulte, de la maniére indiquée plus haut (§ 18),
d’une racine primitive 8 de l'équation 6™ = 1, c'est-d-dire d’'une
racine de I'équation

0)=0""+0""+...+ 0+ 0+1=0;
/

les coefficients ¢tant rationnels, on aura toujours nSm—r1.

Comme, de plus, 6, 62, ..., 6™ ! sont toutes les racines de cette
) plus, ¢, v5, )

équation, on aura, en désignant par ¢ unc variable,

f(l) = —_:(t—9)(1~9’)...(t—e'n—'),

T t-
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et, par suite,
m={(1--0)(1—6)...(r— o),

Les m factcurs du second membre sont des nombres entiers et
associés entre eux; car, si r désigne un des nombres 1, 2,...,
m —1, alors ‘

1— 6"

r:3:1+6+w+”_+W4
sera un nombre entier, ct si s cst positif ct choiside facon que I'on
ait rs =1 (mod. m),

: 1—9 1—6"
_— e = — - — = b r .. (s—t)r
T T R el SN

sera aussi un nombre entier. En faisant donc, pour abréger,

1T— 0 =
il vient
m— sp.m-l,

¢ désignant une unité du corps Q, et par suite, en formant la
norme, )
mn— [N (p‘)]m—l .

Or,m étant un nombre premicr, N (1) devra étre une puissance de
m; sil'on pose N(p) = me, il en résultec n = e(m — 1), et comme,
ainsi qu’on I'a remarqué plus haut, » est toujours Zm — 1, on en
conclut e=1, et n=m—1=1¢(m). L'équation précédente
f (8) = o est donc irréductible; les nombres 6, 62, ..., 6" sont
conjugués, et a ces nombres correspondent 7 — 1 permutations,
par lesquelles le corps normal Q se change en lui-méme; on a en
méme temps
N(w)-=m, om=opm".

L’idéal principal oy est un idéal premier; si I'on avait, en eflet,
ou =ab, a et b élant deux idéaux dillérents de o, il s’ensuivrait que
m = N(a)N(5), et puisque m est un nombre premier, il faudrait
que l'on etit, par exemple, N(a) = m,N($) =1, d’ot b=, ce qui
est contraire a I'hypothése. En méme temps (§21, 3°), m estle
plus petit nombre rationnel divisible par p; les nombres o, 1, 2, ...,
m — 1 forment un systéme complet de nombres incongrus suivant
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le module . De 1a résulte encore qu'un nombre de la forme

w:’fo'l— k|y- -+ ,f,‘u'l—i—_ .+ ,fm—':‘U-"'_1,

oy Fss Koy o oy k,._. désignant des nombres entiers, n’est divisible
par m, et conséquemment par p"~', que si tous les nombres Ay,
kyy -« kn_q sont divisibles par m; car, puisque  doit étre aussi
divisible par g, il faut que £, soit divisible par g, et partant aussi par
m; il faut ensuite que w — ko soit divisible par m, et partant aussi
par p?, d’ou 'on conclut de méme que 4, doit étre divisible par g,
et partant aussi par ;mu; ct, en continuant ainsi, on en déduit que
les autres nombres &y, Ky, . . ., k,_, sont divisibles par m.

A Taide de ce résultat, il est aisé de démontrer que les e —1
nombres 1,0,6%, ...,6"* forment une base du domaine o de tous
les nombres enticrs du corps Q. Puisqu’on a

m—uv=(t—-1)f(t), mb—i=(6—1)f"(6),
il en résulte, en cxcluant le cas peu intéressant de m = a2,
NI (D) =

acause de N(6)=1 et de N(§ — 1) = m, et il s’ensuit de 1a (§ 17)
que

A(1,0,60% ...,0m) = (—1) * m.

Comme, de plus, p==1—80, 6 =1—g, il est clair que les deux
modules 1,6, ...,6"*] et [1,¢, ...,u""*] sont identiques, d’'ou
il résulte [§ 4, 3°, et §17, (5)] que I'on a aussi

m—r

A(I’H’ P}, . ."P'm—1) — (__ l) 2 m"'—-i.

Puisque les nombres 1, p, p*, ..., u"? sont indépendants entre
eux, tout nombre du corps & peut maintenant se mettre sous la
forme

ko+ kg + fapr+. o4 "
Tk

kykoykiykyy ... k,_y désignant des nombres rationpels entiers

sans diviseur commun ; pour que ce nombre soit entier, c’est-a-dire

pour que » soit divisible par £, il faudra (§ 18) que A* divise le
Bull. des Sciences mathém. 2° Série, t. I. (Juillet 1877.) 16
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discriminant de la base 1,p,put, ..., "%, et, par suite, k ne
pourra contenir d’autres facteurs premiers que le nombre m;
comme, de plus, il a été démontré plus haut que w ne peut étre
divisible par m que si les nombres ko, &y, . . ., k,._s sont tous divi-
sibles par m, k ne pourra non plus étre divisible par m ; il faudra

donc que I'on ait k = == 1; donc tous les nombres enticrs du corps
sont de la forme

W=l +kp—+lp+. .. 4 kpap™?,

et, par suite, on aura
o=[n ..., p~=[1,6,...,60%,
ou cncore, a causede 1+ 0+ 0*+... 4 6"+ g"' = o,

m -1

0:[9, 9’, ey 6'"—‘], A(Q):(_])_—l—mm—-:.

Soit maintenant p un idéal premier quelconque, différent de og;

le nombre premier rationnel positif p, divisible par p, sera différent
de m, ct I'on aura

f désignant le degré de 1'idéal premier . Deux puissances 6", 6* ne
sont congrues relativement 4 un tel idéal premier y que si clles sont
égales entre elles, c’est-a-dire sil’'ona r=s(mod.m); car, dans
le cas contraire,ona ¢"— 6°= 6"(1— (") = e, ¢ désignant une
unité, et, par suite, 0" ne pourra étre ==6* (mod. p). Comme on a
maintenant (§ 26, 3°)

65®=0 (mod.yp);
il en résulte

p/=1 (mod.m).

Soit ale diviseur de ¢(m)=m—1 auquel appartient le nombre

p par rapport au module m, c¢’est-a-dire, soit a le plus petit expo-
sant positif pour lequel on a

p=1 (mod.m);

f devra étre, comme on sait, divisible par a, et partant on aura
SZ a. Or tous les nombres entiers du corps Q étant de la forme

w=F(0)=20+ 2,62 +.. .4+ 2n_ 6™,
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i
OlL X1y L3y » + + 5 L représentent des nombres rationnels entiers, il
résulte de théorémes connus, vrais pour tout nombre premier p,
que l'on a .
r 5
op=F(0r), o'=F(0F") (mod.p),

et, par suite, .
w”=w (mod.p).

On conclut de la d’abord quel'idéal op est un produit d’idéaux
premiers tous différents entre eux; car, si 'on avait op = p*q, il
existerait un nombre o divisible par pq, mais non divisible par p,
et »?, et par suite aussi wP*seraient donc divisibles par p*q* = pq, et
donc aussi par p, ce qui est en contradiction avec la congruence
précédente. Comme, de plus, p est divisible par y, tout nombre
entier » du corps Q satisfait donc a la congruence

w'=0» (mod.y);

le nombre de ses racines incongrues » est donc = N (y) = p/, et
comme son degré = p*, il faut que pf soit Sp?, et partant f2 a;
mais il a été déja démontré plus haut que fest 2 a; par conséquent
Jf = a. On parvient ainsi au résultat suivant, qui forme lc théoréme
principal de la théoric de Kummer (*) :

« Sile nombre premier p, diflérent de m, appartient, par rapport
au module m, & 'exposant f, qui est toujours un diviseur de
¢(m) =ef,ona

0P =PiPr et Yoo

PisP2y - - -5 P 6tant des idéaux premiers, différents entre eux, du
degré f. »

Toutle reste s’en déduit facilement. On peut traiter d'unc maniére
toute semblable le cas général, ot 7 est un nombre composé quel-
conque. Le degré du corps normal Q est toujours égal au nombre
¢(m) de ceux des nombres 1, 2,3, ...,m qui sont premiers avec
m; laloi précédente n’éprouve aucun changement, et la détermi-

nation des idéaux premiers qui divisent m ne présente non plus
aucune difficulté.

(') Les recherches de Kummer se trouvent dans le Journal de Crelle, t. 35, dans

le Journal de Liouville, t. XVI; dans les Mémoires de I'Académie de Berlin pour
I'année 1856.

16.
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D’aprés des recherches trés-générales, que je publierai prochaine-
ment, on peut, étant connus les idéaux d’un corps normal Q, indi-
quér immédiatement aussi les idéaux d’'un diviseur quelconque de
1, c’est-a-dire d'un corps quelconque H, dont les nombres soicnt
tous contenus dans Q. D’aprés cela, on connaitra, par exemple,
les id¢éaux de tous les corps H qui résultent de la division du cercle,
et, pour donnerunc idée plus précise de la portée de ces recherches,
je me permettrai de signaler le cas suivant.

Soit encore m un nombre premier, d’ou 9 (m) = m —1, et soit
e un diviscur quelconque de m — 1= ef’; dans la théoric des
nombres rationnels, la congruence

kf=1 (mod.m)

aura précisément f racines % incongrucs entre elles, qui se repro-
duiront par la multiplication, ct qui, dans ce sens, formeront
un groupe. Si 0 est encorc¢ une racine primitive de I’équation
6"=1, ct Q le corps correspondant du degré m —1, tous les
nombres I () contenus dans ce corps ct satisfaisant aux conditions
F(0) = 1 (6*) formeront un corps H du degré e, ct les e periodes ()
conjuguées 7y, 7y - . -, %,y formées chacune de ftermes, ct dont

I'une est
n = 26,

formeront une base du domaine ¢ composé de tous les nombres
entiers contenus dans H. A P'aide des recherches générales dont
je viens de parler (ou encore, immédiatement, par des conclusions
semblables & celles qu'on a tirées plus haut pour le cas de
e =m —1), on obtient maintenant la détermination suivante des
idéaux premiers appartenant & cc diviseur I du corps normal Q.

Silon pose
p—=10(1— 0%),

p est un nombre enticr du corps H, m est associé avec p°, ct ep est
un idéal premier; si, de plus, p est un nombre premier rationnel
différent de m, ct que p/ apparticnne a I'exposant f” par rapport a
mn, f' sera nécessairement un diviseur de e = ¢ f”, et Iidéal prin-

(%) Disquisitiones arithmeticce, art. 343.
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cipal ¢p sera le produit de ¢’ idéaux premiers, différents entre eux,
du degré f'. Dans le cas de e = m — 1, f=1, H est identique avec
Q, et I'on obtient encore le résultat démontré plus haut. Exa-
. \ m—1
minons maintenant de plus prés le casde e = 2, f= — -
Dans ce cas, les f nombres % sont les résidus quadratiques de m;
en désignant par k I'ensemble des non-résidus quadratiques, les

deux périodes conjuguées

n =236k un' =26t

forment une base du domainc ¢ composé de tous les nombres entiers
contenus dans le corps quadratique H, ct, par suite, son discri-
minant sera

am)=|% 7 ==y,

a cause de n + n'= — 1; le nombre m est associé avec le¢ carré du
nombre p =TII(1 — 6*), et ep est un idéal premier; de plus, ep est
le produit de deux idéaux premiers diflérents, du premier degré,
ou bien ep est un idéal premier du second degré, suivant que
I'on a

m—1

p’*=+1 ou =—1 (mod.m),

c’est-a-dire, d’aprés la notation de Legendre, suivant que ’on a

(E):—i—l ou =—1,

nm

Mais on peut étudier directement tous les corps quadratiques,
sans avoir recours a la division du cercle, et nous avons déja (§ 18)
déterminé le discriminant D’ d'un tel corps H. On peut déduire
tont aussi facilement de D’ les idéaux premiers (') appartenant au
corps H : si le nombre premier rationnel p divise D', I'idéal prin-
cipal ep qui lui correspond sera le carré d’un idéal premier; mais,
si p ne divise pas D/, et que p soit impair, ep scra le produit de
deux idéaux premiers différents du premier degré, ou bien un idéal

(*) Poir Dmlcuu:'r; Vorlesungen iiber Zahlentheorie, § 168.
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premier du second degré, suivant que I'on aura

%)
—)=4+10u =—1;
P

si, de plus, D’ est impair et, par suite, =1(mod. 4), ¢(2)serale
produit de deux idéaux premiers du premier degré, ou bien un
idéal premier du second degré, suivant que ’on aura

D'=1 ou =5 (mod.8).

En comparant ces lois, vraies pour tous les cc;rps quadratiques,
avec le résultat déduit de la division du cercle pour le corps spécial
précédent I, on voit d’abord que D’ doit &tre divisible par m,
mais par aucun autrc nombre premier, ct, par suite, qu'on doit
avoir (§18)

m-

AH)=D'=(—1) = m;

de cette maniére on déduit de principes tout a fait généraux, sans
aucun calcul, le résultat connu
m-—1

(n—nP=(=1) * m,

que I'on démontre dans la division du cercle par la formation

effective du carré de n —«»’(*). En poursuivant cette comparaison,
on est conduit encore au théoréme

G-

== m étant =1 (mod. 4), et au théoréme

Cette démonstration de la loi de réciprocité, par laquelle on déter-
mine en méme temps le caractére quadratique du nombre —1,
coincide, aufond, avecla célébre sixiéme démonstrationde Gauss(*),
reproduite plus tard sous les formes les plus différentes par Jacobi,

(') Disquisitiones arithmeticee, art. 356.

() Theorematis fundamentalis in doctrina de residuis quadraticis demonstrationes
et ampliationes novee ; 1817.



MELANGES. a9

Eisenstein et autres, et je ferai remarquer expressément que c’est
en méditant sur le nerf de cette démonstration et des démonstra-
tions analogues de la loi de réciprocité cubique et biquadratique,
que j'ai été conduit aux recherches générales que j'ai indiquées
plus haut et que je publierai prochainement.

Comme dernier exemple, nous considérerons le cas de m = 4;
onaalors 6 =1 = \/——_1 » et les nombres entiers du corps quadra-
tique Q sont les nombres complexes entiers, introduits pour la pre-
miére fois par Gauss, de la forme

0=+ yi,

x,y désignant des nombres rationnels entiers (§ 6); le discrimi-
nant de ce corps est

1

1 f'—i '22—4'

Le nombre 2 = (1 —i)?* est associé avec le carré du nombre pre-

mier 1— i. Si p est un nombre premier rationnel positif impair,
ona :

et, par suite,

— 1

o= (24 yip=2+(—1) 7 yi (mod.p);

si 'on a maintenant p=1(mod. 4), tout nombre entier w satisfera
ala congruence
ow’=w (mod.p),

d’ou il s’ensuit immédiatement que op est le produit de deux
idéaux premiers du premier degré différents; mais,si I'on a

p=3(mod. 4), il vient

w=0w, of=wn (mod.p),

' désignant le nombre conjugué avec v, et I'on en conclut facile-
ment que op est un idéal premier du second degré. Or tout idéal
a de ce corps doit étre un idéal principal; si, en effet, o, est un des
nombres de I'idéal a dont les normes ont une valeur positive mini-
mum, tout nombre « de I'idéal a sera divisible par a,; car on peut
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(§ 6) choisir le nombre entier w de maniére que I’on ait
N(a — wa,) < N(ai),

et comme les nombres «, «, ct, par suite aussi, & — wa, appar-
tiennent & I'iddal q, il faudra que I'on ait N(a — wa,) = o, d’ou
@ = wa,, et par conséquent 6 = 0%,. C. Q. F.D.

Maintenant, puisque, dans le cas ou p est un nombre premier
rationnel ¢t =1(mod. 4), op cst le produit de deux idéaux pre-
miers du premier degré, il en résulte que l'on a

p=N(a)=N(a+ bi)=a*+ b,

ce qui constitue le célébre théor¢me de Fermat.

§ 28. — Classes d’idéaux.

Revenons maintenant a la considération d’un corps quelconque
Q du degré n, pour établir la distribution de ses idéaux en classes.
Cette distribution s’appuic d’abord sur cc théoréme (§ 25, 5°), que
tout idéal a peut, au moyen de la multiplication par un idéal m, se
changer en un idéal principal, et sur la définition suivante : Deux
idéaux a, o’ seront dits équivalents, lorsque, au moyen de la multi-
plication par un scul et méme idéal m, ils pourront se changer en
idéaux principaux am=oy, a'm=o0y'. Alors on a évidemment
p'a = pa'; et réciproquement, s’il existe deux nombres «, %' diffé-
rents de zéro, qui satisfassent a la condition »'a = ', les idéaux
a, a’ scront certainement équivalents; car si, en multipliant a par
m, on le change en un idéal principal am = oy, il s’ensuit que
opn'= n'am = nd'm; donc py' est divisible par n, d'ou pun'= p'n,
o'n = na'm, ct partant d'm = op/. C. Q. F. D.

Si deux idéaux ¢, a” sont é¢quivalents a un troisi¢me a, alors ¢,
a” scront aussi équivalents entre cux; car, d’aprés 'hypothese, il
existe quatre nombres p, i, n, %", satisfaisant aux conditions
pa=pd, n"a=nd", et 'on a,parsuite, (n"p)a’=(p'n)a";c.Q.F p.
De la résulte la distribution de tous les idéaux en classes : si a est
un idéal déterminé, le systéme A de tous les idéaux a,d, d”, ...
équivalents a a s’appellera une classe d’idéaux, et a sera dit le
représentant de cette classe A. Deux idéaux quelconques con-
tenus dans A seront équivalents, et a la place de a on pourra
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toujours choisir comme représentant tout autre idéal o’ contenu
dans A.

11 est clair que le systéme de tous les idéaux principaux forme
Jui-méme une classe; car chacun d’cux se change en lui-méme
quand on le multiplie par I'idéal o, et, par suite, ils sont équiva-
lents; et si un idéal a est équivalent 4 un idéal principal, et partant
aussi 4 0, a devra ¢tre lui-méme un idéal principal; car il existe
deux nombres p, ¢/, qui satisfont A la condition p'a = op, et de
la résulte encore que p est divisible par i/, d’on p = p'p’, et
conséquemment a = oy”. Donc la classe représentée par o contient
tous les idéaux principaux ct ne contient aucun autre idéal. Nous
appellerons cette classe la classe principale, ct nous la désignerons
par O.

Si maintenant a représcnte successivement tous les idéaux de la
classe A, et de méme b tous ccux de la classe B, tous les produits
ab appartiendront i une seule et méme classe K; car si o, a” sont
contenus dans A, et ¥, §” dans B, il existe quatre nombres o', o”,
f, " satisfaisant aux conditions a”a' = oa”, [t/ ={'b", et dela
il s’ensuit que (o”B")(a'V) = (') (a"0"), c’est-a-dire que o't et
a"8" sont des idéaux déquivalents. Nous désignerons cette classe K,
a laquelle appartiennent tous les produits ab, par AB, ct nous la
nommerons le produit de A par B, oula classe composée de A et
de B. On a évidemment AB = BA, et de I'égalité (ab)c= a(bc)
résulte , pour trois, classes quelconques A, B, C, le héoréme
(AB)C = A(BC). On peut donc appliquer ici les mémes raison-
nements que pour la multiplication des nombres ou des idéaux, et
démontrer que, dans la composition d’un nombre quelconque de
classes Ay, A,, ..., A, I'ordre des multiplications successives, qui
réunissent chaque fois deux classes dans leur produit, n’a aucune
influence sur le résultat final, que I'on peut désigner simplement
par Ay A, .. A,. Siles idéaux a,, a4, ..., 0, sont des représen-
tants des classes A,, A,, ..., A, I'idéal a,a, ... q, sera un repré-
sentant de la classe AjA, ... A,,. Siles m facteurs sont tous = A,
leur produit sera dit la m'*®¢ puissance de A, et nous le désigne-
rons par A™; nous poserons, en outre, A'=A et A°=O0. Les
deux cas suivants sont particuliérement importants :

De D'égalité na=a résulte le théoréme, vrai pour une classe

quelconque A, OA = A.
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Comme, de plus, tout idéal a peut, au moyen de la multiplica-
tion par un idéal m, &tre transformé en un idéal principal am, il
existera pour chaque classe A une classe correspondante M, satis-
faisant a la condition AM = O, et il en existera une seule; car si
la classe N satisfait aussi 4 la condition AN = O, il en résulteraque

N=NO=N(AM)=M(AN)=MO =M.

Cette classe M s’appellera la classe opposée ou la classe inverse
de A, et nous la désignerons par A~*; il est clair que, réciproque-
ment, A scra la classe inverse de A~*. Si 'on définit, de plus, A=
comme étant la classe inverse de A™, on aura, pour des exposants
rationnels entiers quelconques r, s, les théorémes

ArAs: Ar+.:’ (Ar):: A”, (AB)r: ArBr.

Enfin, il est évident quec de AB = AC on conclura, en multi-
pliant par A~*, que I'on a toujours B = C.

§ 29. — Le nombre des classes d’idéaux.

En prenant 4 volonté n nombres entiers w,, v, . .., »,, formant
une base du corps Q, tout nombre

w="~o+ ho,—...+ "o,

a coordonnées rationnelles entiéres hyy gy ...y h,, sera également
un nombre entier du méme corps. Si 'on attribue aux coordonnées
toutes les valeurs entiéres qui, prises en valeur absolue, ne sur-
passent pas une valeur positive déterminée k, il est évident que
les valeurs absolues des nombres correspondants w, s’ils sont réels,
ou leurs modules analytiques, s’ils sont imaginaires, scront tous
S rk, r étant la somme des valeurs absolues ou des modules de w,,
Wgy .. ., 8, €t, par suite, une constante entiérement indépendante
k. Comme, de plus, la norme N(w) est un produit de » nom-
bres conjugués w de la forme ci-dessus, on aura en méme temps

=+ N(w) < shn,

s désignant pareillement une constante dépendant uniquement de
la base. On tire de la le théoréme suivant :
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Dans toute classe d’idéaux M il existe au moins un idéal m
dont la norme ne surpasse pas la constantes.

Démonstration. — Prenons i volonté un idéal a de la classe
inverse M~!, ct choisissons pour k& le nombre rationnel entier po-
sitif déterminé par les conditions

k< N(a) <(k+1)%

si on attribue maintenant a chacune des n coordonnées k,, ki, ...,
h, toutes les k -1 valeurs o, 1, 2, ..., k, on n’obtiendra que des
nombres différents w, et comme leur nombre = (k + 1), et, par
suite, > N(a), il existe nécessairement, parmi ces nombres ®,
dcux nombres différents entre eux,

ﬁ:b.m,+...+bnmn, 7:C|w|+..-+cnmm
qui sont congrus entre cux suivant a; par suite, leur différence
=(bl_c()wl+‘ '+(bn- cn)mn

sera un nombre différent de zéro et divisible par a. Or les coor-
données b, ¢ des nombres 3, y étant comprises dans la suite o, 1,
2, ..., k, les coordonnées & — ¢ du nombre «, prises en valeur
absolue, ne surpassent pas la valeur %, et, par suite, on a

= N(a)<shn

Mais, « étant divisible par a, on a 0 = am, ot m désigne un idéal
de la classe M, et, par suite,

= N(a) = N(a)N(m) <ske;

comme on a, de plus, A" <N(a), il en résulte N(m)<s. c. . F. p.

Si l'on considére maintenant que la norme m d’un idéal m est
touJours divisible par m (§20), il est clair qu'il ne peut exister
qu'un nombre fini d’'idéaux m ayant une norme donnée m, parce
que tout idéal, et partant aussi om, est divisible seulement par un
nombre fini d’idéaux (§ 25, 8°). Comme, en outre, il n’existe qu'un
nombre fini de nombres rationnels entiers m ne surpassant pas
une constante donnée s, il ne peut non plus y avoir qu'un nombre
fini d’idéaux m satisfaisant a la condition N(m) <, et de 1a résulte
évidemment ce théoréme fondamental :
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Le nombre des classes d’idéaux du corps Q est fini.

La détermination exacte du nombre des classes d’idéaux forme
incontestablement un des problémes les plus importants , mais
aussi les plus difficiles de la Théorie des nombres. Pour les corps
quadratiques, dont la théorie coincide essenticllement avee celle
des formes quadratiques binaires, le probléme a été, comme on sait,
complétement résolu pour la premiére fois par Dirichlet (!); cette
solution, en exprimant tout avec la terminologie de la théorie des
idéaux, repose sur I'étude de la fonction

D= —

pour des valeurs positives infiniment petites de la variable indé-
pendante s —1; la somme s’étend a tous les idéaux a, le produit a
tous les idéaux premiers p, etl'identité des deux expressions est
une conséquence immédiate des lois de la divisibilité (§ 25). A
'aide de ces principes, le nombre des classes de formes ou d’idéaux
a été, depuis, déterminé par Eisenstein (*) pour un cas particulier
des corps du troisieme degré, ct par Kummer (*) pour les corps de
degré supérieur qui proviennent de la division du cercle. Les ré-
sultats de ces recherches excitent le plus vif intérét par les relations
étonnantes qu’clles offrent avec I’Analyse, I’Algébre et les autres
parties de la Théorie des nombres; ainsi, par exemple, le probléme
traité par Kummer sc relie le plus étroitement avec la célébre
démonstration qui a été donnée par Dirichlet du théoréme sur la
progression arithmétique, et qui peut étre considérablement sim-
plifiée a I'aide de ces recherches. On ne peut faire aucun doute
qu’en poursuivant I'étude du probléme général on ne doive s’at-
tendre a réaliser d'importants progrés dans ces branches des Mathé-
matiques; mais, bien que l'on ait réussi a terminer d’'une maniére
générale une partic de cette recherche pour un corps quelconque
Q (*), on est cependant encore trés-loin de la solution compléte, et

(') Journal de Crelle, t. 19, 21.

(*) Journal de Crelle, t. 28.

(*) Journal de Crelle, t. 40; Journal de Liouville, t. XVI.
(*) Dinicurer, Porlesungen iiber Zahlentheorie, § 167.
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I'on devra pour le moment se borner 4 étudier de nouveaux cas
particuliers.

§ 30. — Conclusion.

Nous allons encore déduire quelques conséquences intéressantes
du théoréme fondamental que nous venons de démontrer. { Voir
Disquisitiones arithmetice, art. 305-307.)

Soient & le nombre de toutes les classes d’idéaux du corps Q, et
A une classe déterminée; les 2 —+ 1 puissances

0, A, A%, ..., Ah-1) Al

ne pourront pas étre toutes différentes; il se trouvera donc cer-
tainement, dans la suite o, 1, 2, ..., , deux exposants différents
ret r+ m > r, pour lesquels on aura A™+" = A", et, par suite,

Am —_— O;

si, de plus, m est le plus petit exposant positif qui satisfasse a la
condition précédente, il est aisé de voir que les m classes

0, A, Ay ..., A

seront toutes différentes entre elles, et nous dirons que la classe A
appartient a I'cxposant m; on a évidemment A"~'= A~', et, plus
généralement, on aura A"= A’ toutes les fois, et seulement alors,
que r sera = s (mod. m). En désignant, de plus, par B une classe
quelconque, les m classes

(B) B, BA, BA:, ..., BA™~!

seront aussi différentes entre elles, et deux complexes de m classes
chacun, tels que le précédent (B) et le suivant :

tC) C, CA, CA?, ..., CA™,

seront ou identiques ou entiérement différents; s'il setrouve, en effet,
dans les deux a la fois, une seule et méme classe BA"= CA’, on
aura C = BA", d’ou il s’ensuit immédiatement que les m classes
du systéme (C) coincident complétement avec celles du complexe
(B). Donc le systéme de toutes les % classes se compose d’un nombre
déterminé g de tels complexes différents entre eux, et, comme
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chaque complexe contient m classes différentes, on aura b = mg,
c’est-a-dire que I'exposant m, auquel appartient une classe A, est
toujours un diviseur du nombre de classes . Donc, pour toute classe

A, on alethéoréme
A"=0.

Maintenant, si a est un idéal quelconque d’une classe quelconque
A, o* appartiendra i la classe A*, et par suite a la classe princi-
pale, c’est-a-dire que la Ai*™ puissance de tout idéal cst un idéal
principal. '

Par ce théoréme important on arrive a concevoir la notion
d’idéal sous un nouveau point de vue, auquel on peut rattacher en
méme temps unc définition précise des nombres idéaux. Soit a un
idéal quelconque, et a" =02,; en désignant mainicnant par « un
nombre quelconque de I'idéal a, «* sera contenu dans a*, ct, par
suite, divisible par le nombre a,, et il s’cnsuit dela (§ 13, 2°) que
e est divisible par le nombre entier p = Q a, , lequel toutefois n’ap-
partient pas en général au corps Q. Mais, réciproquement aussi, si
a est un nombre enticr appartenant au corps Q et divisible par g,
a* sera divisible par p"=a,, ct, par suite, (oz)* le sera par
oo, = a*, et I'on en conclut aisément, d’aprés les lois générales de
la divisibilité (§ 23), que 02 est divisible par q, c’est-a-dirc que «
est un nombre de l'idéal a. Doncl'idéal a est composé de tous les
nombres entiers contenus dans et divisibles par le nombre entier
@3 pour cette raison nous dirons que le nombre g, lors méme
qu’il n’est pas contenu dans £, est un nombre idéal du corps
Q, et qu'il correspond a I'idéal a. Ou, un peu plus généra-
lement, un nombre algébrique cntier u est dit un nombre idéal
du corps £2, lorsqu'il existe une puissance de p, a exposant positif
entier 77, qui est associée 4 un nombre existant n du corps £, et
qu’en méme temps il cxiste un idéal a du corps £, qui satisfait a la
condition a"= o0 ; cet idéal a est 1'idéal correspondant au nombre
idéal p, et il cst toujours, et seulement alors, un idéal principal,
quand p est associé avec un nombre existant du corps Q. (Foir
I'Introduction et le § 10.)

Nous terminerons nos considérations par la démonstration du
théoréme suivant, annoncé déja plus haut (§ 14) :

Deux nombres algébriques entiers quelconques o, 3 admettent
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un commun diviseur 9, qui peut étre représenté sous la forme
/ ) ’ ’ ’ .

0 =ad + Pf, & et B’ élant également des nombres algébriques

entiers.

Démonstration. — Admettons que les deux nombres «, 8 soient
différents de zéro, le théoréme étant évident dans le cas contraire.
Alors il existe toujours, comme il est aisé de s’en convaincre, un
corps fini £, contcnant les deux nombres a, 3, et soit encore o le
domaine de tous les nombres entiers de ce corps, ct de plus & le
nombre des classes d’idéaux. Posons maintenant

px=ab, 0B ="bd, d =0od,

p étant le plus grand commun diviseur de oz, 03, et d, étant con-
tenu dans 0. Puisque a”, 5* sont divisibles par v*, on peut poser

ah = anau 16& = ﬁlal) 0 = ﬂ,', Dﬁn = B",
ay, By étant pareillement contenus dans 0. Comme, en outre, a ct b
sont des idéaux premicrs enlre cux, o sera aussi le plus grand com-
mun diviseur de va,, 083,, et, comme le nombre 1 est contenu dans
v, il se trouvera dans o deux nombres a,, 3, satisfaisant i la con-
dition
oy oty + @.ﬁz: 1, ou ota,+ @hﬁz; Oie

Sil'on pose maintenant
6. pum— 6",

le nombre entier ¢ sera un commun diviseur entre « et {3, puisque

a*, (5% sont divisibles par d;, et par conséquent on pourra poser, &

étant 21, :
azah—l: a’all—l’ ﬁzp"—': ﬁ'ah—l,

o/, @' désignant des nombres entiers qui satisfont a la condition
aa' 4+ PBfE'=d. . C.Q.F.D.

Si l'un au moins des deux nombres «, {3 est différent de zéro, le
nombre 0, aussi bien que tout nombre qui lui sera associé, méri-
tera le nom de plus grand commun diviseur de «, 3. Si J est une
unité, «, (3 pourront &tre dits des nombres premiers entre eux, et
deux pareils nombres jouissent de la propriété caractéristique que
tout nombre w divisible par « et par 3 I'est aussi par le produit af3;
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car des égalités p = aa” = Bf" ct 1 = ao’ + (' on tire

b= ap(a'f!+ Ba’),

et la conclusion réciproque est également permise, lorsque e,
sont tous les deux diflérents de zéro.
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