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MELANGES.

SUR LA THEORIE DES NOMBRES ENTIERS ALGEBRIQUES (!);
Par R. DEDEKIND.

(Suite.)

ITL

PROPRIETES GENERALES DES NOMBRES ALGEBRIQUES ENTIERS.

Dans cette Section nous considérerons d’abord le domaine de tous
les nombres algébriques entiers ; nous introduirons ensuite la no-
tion du corps fini Q, et nous détcrminerons la constitution da
domaine 0, composé de tous les nombres entiers du corps Q.

§ 13. — Le domaine de tous les nombres algcbriques entiers.

Un nombre réel ou complexe 0 sera dit un nombre algébrique,
lorsqu’il satisfera a une équation

0" 4+ a6+ a0 +...+ a0 +a,=o,

de degré fini n et a cocfficients rationnels ay, ay, . .., @y, a,; si
cette équation a pour coefficients des nombres rationnels entiers,
¢’est-a-dire des nombres de la suite o, =1, == 2, ..., 0 scra dit un
nombre algcbrique entier, ou simplement un nombre entier. Il

(*) Voir Bulletin, 1. X1, p. 278, et t. 1 (2® Séric), p. 17.
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est clair que les nombres rationnels entiers appartienncnt égale-
ment aux nombres algébriques entiers, et que, réciproquement, si
un nombre rationnel 6 est en méme temps un nombre algébrique
entier, il sera aussi, ¢n vertu d’un théoréme connu, contenudans
le domainc des nombres rationncls entiers o, &= 1,2+ 2,.... De la
définition des nombres entiers on tire encore aisément les propo-
sitions suivantes :

1° Les nombres entiers se reproduisent par addition, sous-
traction et multiplication, c’est-i-dire que les sommes, les diffé-
rences et les produits de deux nombres entiers quelconques «, 3 sont
aussi des nombres entiers.

Démonstration. — Par suite de 'hypothése, il existe deux équa-
tions de la forme
Pla)=a*+pa®' +... 4+ pa@a+ pa=o0,
YB)=F+ g2+ B+ s =o,

dans lesquelles tous les coellicients p, ¢ sont des nombres ration-
nels entiers. Posons maintenant ab = n, ct désignons par w,,

Wy, . . ., W, tous les 7 produits a5, formés avee 'un des @ nom-
bres .
I, « o)) ..., a*',

ct I'un des b nombres
L B B .. B

En représentant maintcnant par o I'un des trois nombres « +f3,
a —fB, «f, on voit facilement que chacun des 7 produits we,,
Wy, ..., ¥, peut s¢ ramencr soit immédiatement, soit a 'aide
des équations ¢ (a) = o, ¢ () = o, a la forme

. kow, + Faoa 4. . .4 Fnwn,

kyy ks, ..., k, étant des nombres rationnels entiers; on a done
n équations dc la forme
oo =K, o +k,0 +...+F, o,

wo, =K\ o, + K0, +...+ k) o
St etesesacasssasennusanes Cevaey

W, = kP04 o, 4. .+ kP,
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tous lus coeflicients A étant des nombres rationnels entiers ; mais,
par Pélimination des » nombres w,, o, . . ., @,, parmi lesquels se
trouve aussi le nombre 1, différent de zéro, on tirede 1i I'équation

No—w I ol
" r L4

b My—w .. & —o,
l",’” ]‘c’n) . [‘I"m —_

qui est évidemment de la forme

o+ e 4, ..+ €0 + €, =0,

ou les n coeflicients ¢ sont formés par addition, soustraction ct mul-
tiplication au moyen des nombres &, ct par suite sont des nombres
rationnels entiers. Donc w, ct partant chacun des trois nombres
o + 3, a — 2, 2f5 est un nombre enticr. C. Q. F.D.

2° Toute racine ® d'une équation de la forme

F(o)=0"+ aw™'+ B +...+e=0o,
dont le coeflicient du terme le plus élevé est 'unité, les autres coef-

ficients «, f3, ..., e étant des nombres entiers, est parcillement un
nombre entier.

Démonstration. — Par suite de 'hypothése, les cocfficients

P . ’, .
04 2y « + .4 € SONL TACINCS d equations

pla)=a"+pia®' +...4+p.=0.
Y(B)=Bpt+q B +...+q=0,

x(e) =€ + s +...+s =0,

ou tous les coefficients p, ¢, . . ., s désignent des nombres rationnels
cntiers. En posant maintenant n = mab...e, ct désignant par
Wy Wqy .., 0, tous les 2 produits de la forme

o™ gt GV e,
o les exposants rationnels enticrs satisfont aux conditions

oSm'<m, old <Za, o<b Lh ..., oS <Le,.
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il est facile de s’assurcr que chacun des produits ww,, Wee, «« .y
wm, peut, soit immédiatement, soit a1’aide des équations I (w) = o,
o (2) =0,4(B) =0, ..., % (¢) =0, se ramener a la forme

IA‘.(:).+I(,&),+...+I:”,.G),., -

ki, kyy .. ., k, représcnlant des nombres rationnels enticrs. Or il
suit dela, comme dans la démonstration du théoréme précédent,que
@ est un nombre entier. C. Q. F. D.

Du dernier théoréme il résulte, par exemple, que, si @ désigne
un nombre entier quelconque, ct 7, s des nombres rationnels en-
tiers positifs, \/a" scra aussi un nombre cnticr,

§ 14. — La divisibilité des nombres cntiers.

Nous dirons qu'un nombre cntier a cst divisible par un nombre
entier 3, lorsqu’on aura o = fy, 7 étant également un nombre
entier. Nous exprimerons encore la méme chose en disant que &
est un multiple de 3, ou que 8 divise «, ou que 3 est un facteur
ou un diviscur de a. De cette définition ct du théoréme 1° du §13
résultent, comme nous 'avons déja fait voir dans I'Introduction,
ces deux propositions élémentaires :

1° Si a, o/ sont divisibles par 1, o + o et @ — o seront aussi di-
visibles par p ;

2°Si o’ est divisible par @ ct « divisible par p, o scra aussi divi-
sible par p.

Mais il faut accorder une attention particuliére aux unités, c’est-
a-dirc aux nombres enticrs qui divisent tous les nombres cntiers;
une unité € devra ainsi diviser le nombre 1, et réciproquement il
est évident que tout diviseur € du nombre 1 cst une unité, puisque
tout nombre entier est divisible par 'unité 1, ct par suite aussi (en
vertu de la proposition 2° ci-dessus) divisible par . On voit en
méme temps que tout produit ou tout quotient de deux unités est
lui-méme unc unité.

Si chacun des deux nombres entiers « et o/, différents de zéro,
est divisible par 'autre, on aura &’ = a¢, ¢ étant une unité; etré-
ciproquement, si ¢ est une unité, chacun des deux nombres entiers
2 et o/ = 2¢ sera divisible par Vautre. Nous donnerons i deux
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nombres de cette nature a, o’ le nom d’associés, ctil est clair que
deux nombres quelconques associés avee un troisiéme sont asso-
ciés entre cux. Dans toutes les questions qui se rapportent seule-
ment a la divisibilité, tous les nombres associés se comportent
comme un scul ct méme nombre; si, en cflet, « est divisible par
£, tout nombre associ¢ avec a sera aussi divisible par tout nombre
associé avec f3.

Un examen plus approfondi ferait voir que deux nombres en-
tiers, «, {3, qui ne sont pas tous les deux nuls, ont un plus grand
commun diviseur, qui peut s¢ mcttre sous la forme aa’+ 3/, et
of et [f' étant des nombres entiers. Mais ce théoréme important n’est
nullement facile 4 démontrer a I'aide des principes exposés jus-
qu’ici, tandis que plus tard (§ 30) on pourra le déduire trés-
simplement de la théorie des idéaux. Je terminerai donc ces con-
sidérations préliminaires sur le¢ domaine de tous les nombres
entiers, par cette remarque, qu'il n’existe dans ce domaine abso-
lument aueun nombre possédant le caractére des rombres premiers;
car, si « est un nombre enticer qucleconque différent de zéro, et qui
ne soit non plus une unité, on pourra le décomposer d’une infinité
de manicres en facteurs qui seront des nombres entiers et qui en
méme temps ne scront pas des unités; ainsi, par exemple, on a
a=\/z.\/a, ou encore a=P,f,, B, et B, étant les deux ra-
cines 3 dec I'équation 2* — 3+ o = o; or il résulte du théo-
réeme 2° du § 13 que \/;, B4, s sont des nombres entiers en méme
temps (ue a. '

§ 158. — Corps finis.

La propriété d’¢tre décomposables d’une infinité de maniéres,
que nous venons de signaler et qui se présente dans lc'domaine
comprenant tous les nombres entiers, disparait de nouveau dés que
U'on se borne & considérer les nombres entiers renfermés dans un
corps fini. Il faut d’abord définir I'étendue ct la nature d'un tel
corps.

Tout nombre algébrique 6, que ce soit ou non un nombre entier,
satisfait évidemment a une infinité d’équations diflérentes a coeffi-
cients rationnels, c'est-a-dire qu’il y a unc infinité de fonctions en-
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tiéres I' (¢) d’une variable ¢ qui s’évanouissent pourt =96, et dont
les coefficients sont rationnels. Mais, parmi toutes ces fonctions
F(t), il doit nécessairement y en avoir une f(¢) dont le degré n
soit le plus petit possible, et de 1a méthode eonnue de la division
de ces sortes de fonctions il résulte immédiatement que chacune
des fonctions I'(¢) doit étre divisible algébriquement par cette
fonction £ (¢), et que f(#) nc peut étre divisible par aucune fonc-
tion enti¢re de degré moindre a coefficients rationnels. Pour cette
raison, la fonction f(t) et aussi ’équation f(6) = o seront
appelées irréductibles, et il cst clair, en méme temps, que les n
nombres 1, 6%, 6%, ..., 6" formeront un systéme irréductible
(54, 1).

Considérons maintenant 'ensemble Q de tous les nombres » de
la forme ¢ (8), en désignant par

?(l) =X+ T+ 2t 4. A X I

toute fonction entiére quelconque de ¢ a coefficients rationnels, en-
tiers ou fractionnaires, x4, 1, X3, ..., To_y, dont le degré est < n,
et remarquons d’abord que tout nombre de cette espéce » = ¢ (6),
en vertu de lirréductibilité de f(t), ne peut sc mettre sous cette
forme que d’une scule maniére. On fait voir ensuite aisément que
ces nombres ® se reproduisent toujours par les opérations ration-
nelles, c’est-a-dire par addition, soustraction, multiplication et di-
vision. Pour les deux premiéres opérations, cela résulte évidemment
de la forme commune ¢(8) de tous les nombres , et pour la mul-
tiplication il suffit de remarquer que tout nombre de la forme
¢(8), ¢(r) étant unc fonction entiére de degré quelconque, a
cocfficients rationnels, est également un nombre w; car, si I'on
divise ¢(t) par f(t), le restc de la division sera une fonction
- 9(t) de P'espéce indiquée plus haut, et I'on aura en méme temps
¢ (6) = ¢(6). Pour traiter cnfin le cas de la division, on n’a plus
qu’a faire voir encore que, si w = ¢ (6) est différent de zéro, sa va-
leur réciproque w™! apparticnt aussi au systéme ; or ¢(¢) n’ayant
aucun diviseur commun avec la fonction irréductible f(¢), la mé-
thode par laquellc on chercherait le plus grand commun diviseur
des fonctions £(t), ¢ (t) fournit, comme on sait, deux fonctions en-
tieres f;(t), 9:(7), a cocflicients rationnels, qui satisfont a 'i-
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dentité

S fi() +e(t)o()=1,

d’ou résulte, pour t =6, la vérité de I'énoncé précédent.

Jappellerai corps tout systtme A de nombres a (ne s’annulant
pas tous), tel que les sommes, les différences, les produits et les
quotients de deux quelconques de ces nombres @ apparticnnent au
systéeme A. L’exemple le plus simple d’un corps est celui du sys-
téme de tous les nombres rationnels, et il est aisé de rcconnaitre
qucce corps est contenu dans tout autre corps A; car, si I'on choisit
a volonté un nombre @ du corps A, diflérent de zéro, il faut, suivant
la définition, que le quoticnt 1 des deux nombres a ct @ appartienne
également au corps A, d’ou résulte immédiatement la proposition
¢noncée, tous les nombres rationnels pouvant étre engendrés au
moyen du nombre 1 par des additions, des soustractions, des mul-
tiplications et des divisions répétées.

D’aprés ce que nous avons démontré plus haut relativement aux
nombres w = ¢ (6), notre systéme Q formera donc aussi un corps;
les nombres rationnels sc tirent de ¢ (8), en annulant tous les coef-
ficients xy, x4, ..., Loy qui suivent xo. Un corps Q qui est pro-
duit, de la maniére indiquée, par une équation irréductible f(8) =o
du degré n, nous I'appellerons un corps fini ('), et le nombre »
sera dit son degré. Un tel corps Q contient n nombres indépen-
dants entre cux, par exemple, les nombres1,6,6%, ..., 6", tandis
que 2 + 1 nombres quelconques du corps formeront évidemment
un systéme réductible (§ 4, 1°) 5 cette propriété, jointe a la notion
de corps, pourrait aussi servir de définition pour un corps £ du
niéme degré ; je n'cntrerai pas toutefois dans la démonstration de
cette assertion.

Sil’on choisit maintenant arbitraircment n nombres

0 =0(0), w:=¢:(0)y ..., 0n=0a(0)

(*) Si I'on entend par diviseur d'un corps A tout corps B dont tous les nombres sont
contenus aussi dans A, un corps fini pourra étre encore défini comme un corps qui
ne posséde qu'un nombre fini de diviseurs. En employant ici le mot diviseur (et le
mot multiple) dans un sens dircctement opposé a celui que nous lui avons attaché,
en parlant des modules et des idéaux, il ne pourra siirement en résulter aucune con-
fusion. -
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du corps Q, ces nombres (d’aprés le § 4, 2°) formeront toujours, et
seulement alors, un systéme irréductible, lorsque le déterminant
formé avec les n? coefficients rationnels x sera différent de zéro; dans
ce cas, nous appellerons le systéme des n nombres oy, ®y, < <oy,
une base du corps 1 ; alors il est évident que tout nombre » = ¢ (6)
peut toujours, et d’unc seule maniére, se mettre sous la forme

@=h o, + 0, 4. ..+ "otsn,

les coefficients /,, Ly, ..., h, étant des nombres rationnels, entiers
ou fractionnaires, ct réciproquement, tous les nombres o de cette
forme sont contenus dans ; les coefficients rationnels Ay, figy ...y
h, seront dits les coordonnées du nombre w par rapport a cette
base.

§ 16. — Corps conjugués.

On entend ordinairement par substitution un acte par lequel les
objets d’une ¢étude ou les éléments d'une recherche sont remplacés
par des objets ou des éléments correspondants, et I'on dit que les
anciens éléments sc changent, par la substitution, dans les nou-
veaux éléments. Soit maintenant Q un corps quelcongue; nous en-
tendrons par une permutation de X une substitution par laquelle
chaque nombre déterminé contenu dans Q,

%y 6v “+@v “—ﬁ, “S, g’

se change dans un nombre déterminé correspondant

“ B (a8 (a—p) (apl) (5)) .

et cela de telle maniére que les deux conditions

(1) (2+B) =da+f

(2) (af) =a'f

soient remplies, et que les nombres substitués &', (¥, ... ne s’annu-

lent pas tous. Nous allons faire voir que 'ensemble Q' de ces der-
niers nombres forme un nouveau corps, et que la permutation sa-
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tisfait aussi aux deux conditions suivantes : :

(3) (a—B) =o' —F,
/ ’

P «
“ &) =5
Si 'on désigne, en effet, par o/, ' deux nombres quelconques du
systéme ', il existera dansle corps Q deux nombres a, 3, (ui par
la permutation se changeront respectivement en &/, f&'; or les nom-
bres a +- 3, afs étant également contenus dans Q, il résulte de (1) et
de (2) que les nombres « + ¥/, o §’ seront aussi contenus dans Q'
donc les nombres du systéme Q' sc produisent par addition ct mul-

tiplication. De plus, les nombres @ = (2 — §8) + 8 ¢t « — 2 étant
pareillement contenus dans Q, il résulte de (1) que

@ =(a—p)+p,

ce qui constitue la condition (3) ; done les nombres du systéme £/
se reproduisent aussi par soustraction. Enfin, si {8’ est dillérent

de zéro, alors, en vertu de (1),  sera aussi différent de zéro, et par
. [~ 4 ’ L
suite 8 estun nombre déterminé appartenant au corps Q ; comme on

!
PP . a

5) B, il résulte de (2) que I'on a aussi o= <B> ¢,
ce qui constitue la condition (4); donc les nombres du systéme
(¥ se reproduisent aussi par division, et par suite Q' cst un corps.

C. Q. F.D.
Remarquons maintenant, de plus, que, si 5’ = o, on devra avoir
aussi = o0; car autrement tout nombre @ du corps & pourrait

/

a s . «

6> B, d’ou résulterait o = (B> (' =o,

tandis que nous avons, au contraire, admis que les nombres ' du
systéme L' ne s'annulent pas tous. Il suit de la évidemment, en
ayant égard a (3), que, par une permutation, dcux nombres dif-
ferents o, 3 du corps { sc changeront aussi cn deux nombres dif-
Jérents o, (3 du corps X&', et qu’ainsi chaque nombre déterminé o
du corps Q' ne correspond qu'a un seul nombre complétement dé-
terminé a du corps Q. La correspondance peut donc ¢étre renversée
d’ane maniére univoque, et la substitution par laquelle chaque
nombre déterminé & du corps Q' se changera dans le nombre cor-

amaintenant o = (

se mettre sous la forme <
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respondant « du corps L scra une permutation du corps &', puis-
qu'elle satisfera aux conditions caractéristiques (1) et (2). Chacune
de ces deux permutations sera dite I'inverse de 1’autre; nous appel-
lerons, de plus, Q et Q' des corps conjugués, et de méme deux nom-
bres correspondants quelconques «, of des nombres conjugués. 1l
existe évidemment pour chaque corps & une permutation que nous
nommerons la permutation identigue de Q, ct qui consiste en ce que
chaque nombre du corps Q sera remplacé par lui-méme; donc tout
corps est conjugué a lui-méme. En outre, il est facile de s’assurer
que deux corps conjugués a un troisiéme sont aussi conjugués entre
eux ; car, si chaque nombre « du corps Q se change, par une
permutation P, en un nombre &' du corps &, et que pareille-
ment chaque nombre &' de ce dernier se change, par une permuta-
tion P, en un nombre " du corps Q”, il est clair que la substitution
par laquelle chaque nombre « du corps Q se change dans le nom-
bre correspondant a” du corps Q” est également une permutation
du corps O, et nous la désignerons par PP’. Sil’on désigne par P!
la permutation inverse de P, alors PP~* sera la permutation iden-
tique de Q, et Q" se changera en Q par la permutation

(PP')—t = P'~ P,

Nous avons déja remarqué (ue chaque corps renferme tous les
nombres rationnels, ct il est aisé de montrer que chacun de ceux-ci,
par une permutation du corps, se change toujours en lui-méme; car,
si 'on prend a = f3, il résulte de (4) que on aura 1’ = 15 or, tout
nombre rationnel pouvant étre engendré du nombre 1 par une série
d’opérations rationnelles, notre proposition s’ensuit immédiatement
des propriétés (1), (2), (3), (4). Soit de plus 6 un nombre quel-
conque du corps &, et R (t) une fonction rationnelle quelconque
de la variable ¢ a coefficients rationnels; le nombre v =R (6), au
cas ou le dénominateur de la fonction R (¢) ne s’annule pas pour
t = 0, scra aussi contenu dans £, et si, par une permutation du
corps, § se change dans le nombre ¢, alors le nombre , étant
formé par des opérations rationnelles exécutées sur le nombre 6
et sur les coefficients rationnels de R(t), se changera, par la méme
permutation, dans le nombre o' = R(('). De la résulte immédia-
tement que, si 0 cst un nombre algébrique et satisfait, par suite,
a unc équation de la forme o =T (7) dont les cocflicicnts soient
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des nombres rationnels, on devra avoir aussi o = F(¢); donc
tout nombre & conjugué i un nombre algébrique 0 est égale-
ment un nombre algébrique; et si 6 est un nombre entier, ¢ sera
aussi un nombre entier.

Aprés ces considérations générales, qui sont relatives a tous les
corps, revenons a notre exemple, ou il s’agit d'un corps fini Q, de
degré n, ct proposons-nous le probléme de trouver toutes les per-
mutations de Q. Tous les nombres » d’un tel corps Q étant, d’aprés
le § 15, dela forme ¢ (0), 6 désignant une racine d’une équation ir-
réductible o = f'(0) du degré n, une permutation de Q, en vertu de
ce qui précéde, sera déja complétement déterminée par le choix de
la racine ¢ de I'équation o = f(0'), dans laquelle 8 se change, puis-
qu'en méme temps tout nombre w = ¢(§) devra se changer en
«' = ¢ (¢). Réciproquement, si 'on choisit pour ¢ unc racine quel-
conque de I'équation o = f(¢'), et que I'on remplace chaque nom-
bre w = ¢(8) du corps Q par le nombre correspondant o’ = ¢ (¢'),
cette substitution scra réellement une permutation de Q, c’est-a-
dire qu’elle satisfera aux conditions (1) et (2). Pour le démontrer,
désignons par ¢, (t), 94(t), - . . des fonctionsspéciales quelconques,
de la forme ¢ (¢); si I'on a maintenant

a=¢(0), B=9:(8), a+B=p:(0), aB=0.(0),
et par suite
d=o(0"), F=:(0), (2+B)=0(0") (aB)=0:(6),
il résulte des équations
?s(8)=0:(8)+ ¢:(0), @i(8) =9.(0)9:(6),

ct de I'irréductibilité de la fonction f(¢ ), que I'on aura identique-
ment

()= (t)+ @alt), @u(8)=0:(1)9:(1)+ () f(2),

ce qui donne, en faisant ¢ =19, les équations (1) et (2) qu'il
s’agissait de démontrer. Si douc on pose

FlO=(t—0){t—0")...(¢ — 0m),

les n racines ¢/, 8", ..., 6 seront inégales, puisque la fonction
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irréductible f(¢) ne peut avoir aucun diviscur commun avec sa
dérivée f'(t), et a chacunc d’clles correspondra unc permutation
P, P, ..., P™ du corps Q, de telle maniére que, par la permuta-
tion P®), chaque nombre » = ¢(6) du corps Q se change dans le
nombre conjugué () = ¢ (6() du corps conjugué Q). Pour éviterles
malentendus, nous ferons observer que ces 7 corps conjugués Q)
bicn qu'ils se déduisent de 2 par n permulations différentes, peu-
vent trés-bien étre cependant identiques entre eux quant a l’en-
semble des nombres qu'ils contiennent, soit cn partie, soit en
totalité; s'ils sont tous identiques, Q sera dit un corps de Galois
ou bien un corps normal. Les principes algébriques de Galois con-
sistent en ce que I’étude des corps finis quelconques est ramenée a
celle des corps normaux; mais le manque d’espace ne me permet
pas maintenant de m’étendre davantage sur ce sujet.

S 7. — Normes et discriminants.

Par la rorme N(w) d’'un nombre quelconque o du corps Q de
degré n nous entendrons le produit

(1) Nw)=on"...a®

des n nombres conjugués o', o, ..., o™, dans lesquels w se
change par les permutations P’, P”, ..., P, Elle ne peut s’an-
nuler que si I'on a ® = 0. Si » est un nombre rationnel, alors tous
les n nombres ™ seront égaux a , et par suite la norme d’'un
nombre rationnel est la n'*™® puissance de ce nombre. Si o, f3 sont
deux nombres quclconques du corps &, on aura (aff)” = a(If),
et par conséquent

(2) N(af)=N(a«)N(B).

Par le discriminant A(oy, a3y. .., 2,) d'un systéme quelconque.
de n nombres ay, a3, ..., &, du corps &, nous entendrons le
carré

(3) A(al’ Hay =y dn)z(z_‘ta"a';...a‘,:")’

du déterminant formé avec les 7? nombres «{”. De la résulte, en
vertu d'unc proposition bien connue de la théorie des détermi-
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nants, la relation
(4) A1, 6,6, .., 0=)=(—1):"" N[ (6],

et comme f'(0) ne peut pas, a cause de I'irréductibilité de la fonc-
tion f(t), devenir égale & zéro, il s’cnsuit que le discriminant (4)
a une valcur différente de zéro.

Si maintcnant les 7 nombres v, w,, . . .y , forment une base

du corps Q (§15), et que
0= "o+ ho,~+. ..+ ko,

soit un nombre quelconque de ce corps, alors, puisque ses coor-
données hy, hy, ..., h, sont des nombres rationnels, la permuta-
tion P) changera » dan$ le nombre

oN=ho?+ho(+...+ hol,
et l'on tire de la
() Aoy otay « -y an) = @A(0, 003y .. .\ 03),

a désignant le déterminant formé avec les n* coordonnées des n
nombres a,, a5, ..., &,. On cn conclut d’abord que le discriminant
de la base w,, w,, ..., w, nc peut s’évanouir, parce que, autrement,
tout discriminant devrait s’évanouir, tandis que, au contraire, on
a fait voir plus haut que A(1, 6, ..., 0"") est dillérent de zéro.
Il s’ensuit en méme temps que A(ay, @y, ..., ,) s’annule tou-
jours, ct seulement alors quand les nombres oy, @5, ..., a, sont
dépendants les uns des autres (§ 4, 2°), et par suite ne forment
pas une base de Q.

Puisque les nombres du corps se reproduisent par multiplication,
on pourra poser, g étant un nombre quelconque compris dans Q,

RO = My, @y = My, @y . . . My, OOy
PO = My 30 + My 0, + .o = My, 00p,
(6)
( ....... e e iy
P0p = My 50 = Mupy— . oo Ay, 00py .

ot les n? coordonnées m,  sont des nombres rationnels; de 1a ré-
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sultent, par les n permutations P), n* nouveaux nombres de la
forme '

pPol =m0 4+ me0t 4. .+ mel,

et, comme leur déterminant est
N o, o). . .ol =3=m, My My S @, 6. . .00
on en conclut
(7) N(p)=ZE£m,ms,...myu,
puisque le déterminant
S o o =X (0,0, ..., o)

n’est pas nul.

Il suit de 1a que toute norme est un nombre rationnel, etla
méme conséquence, en vertu de (4) et (5), s’applique aussi &
tout discriminant; ces deux propositions auraient pu aussi se dé-
duire de la théorie de la transformation des fonctions symétriques,
dont j’ai, a dessein, évité ici de me servir.

Si 'on remplace, dans les équations (6), le nombre g par p— z,
z étant un nombre rationnel quelconque, les coordonnées m;
n’éprouveront aucun changement, & I'exception des coordonnées
m;;, qui se trouvent sur la diagonale, et qui devront étre rem-
placées par m;;— z. Le théoréme (7) se trouve ainsi changé dans
I'égalité

m,,—2z m,,, s my,,

m.,: mm-— V4 “en mu,2 ' "

chie s ees = (p' = 2) (" — 8)ees (p(W—2),
m,, mz,n vee Mpp— 2

laquelle, ayant lieu pour toute valeur rationnelle de z, devra né-

cessairement étre une identité relativement a z. On voit en méme
!’ 1l : JRR

temps que les 2 nombres i "y ooy p, conjugués dun nombre p,

forment I'ensemble des racines d’une équation du ni¢™ degré, dont

les coefficients sont des nombres rationnels.

Bull. des Sciences math., 2¢ Série, t. 1. (Mai 1877.) It
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§ 18. — Le domaine o de tous les nombres entiers

d’un corps fini Q.

Aprés ces préliminaires, nous allons, passer a I’objet méme que
nous avons en vue, savoir, la considération de.tous les nombres
entiers contenus dans le corps Q du degré n, nombres dont nous
désignerons I'cnsemble par 0. Puisque les sommes, les différences
et les produits de deux nombres entiers quelconques (d’aprés
le § 13, 1°) sont encore des nombres enticrs et (en vertu du §13)
sont aussi compris dans Q, les nombres du domaine o, parmi les-
quels se trouvent aussi tous les nombres rationnels enticrs, se re-
produiront aussi par addition, soustraction et multiplication. Mais
il s’agit avant tout de mettre tous ces nombres sous une forme
commune et simple. On y est conduit par les considérations sui-
vantes :

Tout nombre algébrique w étant racine d’une équation de la

- forme
cCo+Co" ' ..o+ Cret) + Cn== 0,

dont les coeflicients ¢, ¢4y ..., €y, €, sont des nombres rationnels

entiers, il en résulte, en multipliant par ¢™~*, que tout nombre w
" de cette espéce au moyen de la multiplication par un nombre ra-
tionnel entier ¢, différent de zéro, peut étre changé cn un nombre
entier cw. Si maintenant les n nombres w,, w,, ..., v, forment
une base du corps &, on pourra prendre les nombres rationnels
@y, dsy ..., Ay, diflérents de zéro, de telle maniére que les n nombres

oy — A, 0),, Ay == A0y, .y A == Uy 6y

deviennent des nombres entiers, et ceux-ci évidemment formeront
encore une base du corps £, puisqu'ils sont (en vertu du § 4, 2°)
indépendants les uns des autres. Par conséquent (d’apres le § 17),
leur discriminant A (e, a3y « .., @,) sera un nombre rationnel, et
méme entier, différent de zéro, puisque, suivant sa définition, il
est formé par addition, soustraction et multiplication de nombres
tous entiers «!”. On obtient, de plus, tous les nombres w du corps
Q, en faisant prendre, dans I'expression

O = X0 X0+ oo Zplpy
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aux coefficients xy, xy, ..., x, toutes les valeurs rationnelles; si
on ne leur attribue que des valeurs rationnelles entiéres, on est
certain alors de n’obtenir que des nombres entiers o (§ 13, 1°);
mais il est trés-possible que 'on ne puisse pas représenter de celte
maniére tous les nombres entiers du corps Q. A ce cas se rapporte
ce théoréme trés-important :

S’il existe un nombre entier f3 de la forme

oo+ kiar+ .+ kpay
- b}

P Ik

by ky, ks ..., k, étant des nombres rationnels entiers sans diviseur
commun, il existera une base du corps Q, formée de n nombres
entiers 3y, Bay « - o ay qui satisfera & la condition

A(2tiy 2oy -y 2) = KA (Bis Brv- - -y Ba)e

Démonstration. — Puisque 3, oy, a5, ..., &, sont des nombres
entiers, ils formeront la base d’'un module 6 ={f3, ay, &tgy ooy 2],
ne contenant que des nombres entiers du corps Q; mais comme,
de ces 7 +~ 1 nombres, n seulement sont indépendants entre eux,
il existera (§ 4, 5°) # nombres indépendants f5,, s, ..., f3,, qui
formeront une base du méme module 6 =[f,, f,, ..., £.], ct qui
seront, par suite, des nombres entiers du corps. On aura donc
n + 1 égalités de la forme

B :clﬁl +C,ﬁ3 +...+C,.p,,,
oy = cl,lﬁl -+ Cz,n@z‘i— . L',,,.ﬁ,,
&y == cl,zpl —+ 01,2534—. . C‘n',ﬁ,"

D I I R R

On == cl,nﬁl -+ cz,uﬁz I R Cnyn p,,,

dont tous les n(n -+ 1) coefficients seront des nombres rationnels
entiers, et en méme temps seront tels que les » -+ 1 déterminants
partiels du n'*™® degré que I'on peut former par la suppression
d’une ligne horizontale quelconque n’auront aucun diviseur com-

mun (§ 4, 6°). Sil’on pose

-
-— ict,lcz,a- e Cp== €,
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on aura [§ 17 (5)]

Aoty ttay ooy an)=Cc'A(By, By - vy Ba)e

Or, en substituant les expressions précédentes de 3, oty dgy oo vy @y
dans I'équation kfp = kyot, + kyay—+. . .+ k,2,, ct observant que
Bis Bay + .+, n sont indépendants entre eux, il en résulte

ke, = ke, -+ kicin 4. oo+ Facin
kc,:/f.(::,.—i—lf,c;,g—f-. . /f,.c,,,., .
R I I I AT A I Y

lf(,‘, fond ,I'.C,,,|+ If:c,,,:-*"- oo kncn,ll;

si I'on remplace maintenant les éléments

Cyrv Cory 0oy Cnpr

de la ri*™¢ ligne horizontale du déterminant c respectivement par
les éléments
Ciy Cay .oecy OCyy

on conclura des équations précédentes, en vertu d’un théoréme
connu, que le déterminant partiel ainsi obtenu a pour va-
ck .
leur 75 Donc les n + 1 quantités
t
ck ¢k, ck, cka
ek I el M et BT R
I I k k

sont des nombres rationnels entiers sans diviseur commun, et
comme il en estde méme des 1 + 1 nombres k, kyy kqy ..y Koy il
faut donc que l'on ait ¢ = == k. C. Q. F. D.
Silona k>>1, et qu'ainsi le nombre entier 5 ne soit pas con-
tenu dans le module a = [, o4, ..., «,], il cxistera donc une
base du corps, composée de 7z nombres entiers 5;, B4y ..., [£ny dont
le discriminant A(f3;, B4, ..., f3,), pris en valeur absolue, sera
< A(ayy %3y +-+y ). Or, puisque, comme on I’a montré plus
haut, le discriminant de toute base du corps Q composée de nombres
entiers est un nombre rationnel entier différent de zéro, il devra
exister aussi unc telle base w,, w,, ..., w,, dont le discriminant

Alow, o2y «ovy 0,) =D,
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pris en valeur absolue, aura la valeur minimum, et de ce qui pré-
céde, il s’ensuit immédiatement que, relativement i une telle base,
tout nombre entier )

o="n"ho+ho,+...+ho,

du corps Q devra nécessairement avoir pour coordonnées des
nombres entiers hy, hyj. . ., k,, et quun nombre enticr ® n'est
divisible par un nombre rationnel entier k que si toutes ses coor-
données sont divisibles par k. Comme, réciproquement, tout sys-
téme de coordonnées entiéres I, hs,. .., h, produit toujours un
nombre entier w, [’ensemble v de tous les nombres entiers du
corps Q est identique avec le module fini [, 0, ..., »,] dont .
la base se compose des n nombres entiers indépendants ©,,
Way o ooy Wy

Le discriminant D d’une telle base est un invariant du corps 2,
d’'une importance fondamentale; nous I'appellerons pour cette
raison le nombre fondamental ou le discriminant du corps Q, et
nous le représenterons par A(Q). Dans le cas singulier de n =1,
Q est le corps des nombres rationnels, et par son discriminant
nous entendrons le nombre + 1. Comme éclaircissement, nous
allons encore considérer le cas de n = 2, c’est-a-dire le cas d'un
corps quadratique.

Toute racine 6 d'une équation quadratique irréductible est de la
forme

0:a+b\/(_1,

d étant un nombre rationnel entier complétement déterminé, qui
n'est pas un carré, et qui, de plus, n’est divisible par aucun carré
(excepté 1); @, b sont des nombres rationnels, et b est différent de
zéro. L’ensemble de tous les nombres ¢(6) du corps quadratique

correspondant Q est évidemment identique avec I’ensemble de tous
les nombres de la forme

\

m:t+u\/(—l,

ou f, u prennent toutes les valeurs rationnelles. Par la permuta-.

tion non identique du corps, y/d sc change en — \/d, et par suite
» dans le nombre conjugué

w=t—uyd,
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lequel est également contenu dans Q; donc {2 est un corps nor-
mal (§ 16). Pour rechercher tous les nombres entiers w, posons

x

t=-y u= ‘r,

3 z
X, Y, 2 étant des nombres rationnels entiers sans diviseur commun,
dont le dernier, z, peut étre supposé positif. Si maintenant w est
un nombre entier, »’ ¢n sera aussi un (§ 16), ct par suite
xz3— dy*

2x
0+o=-— an =
z 3

devront étre aussi des nombres entiers; et réciproquement, s'il en
est ainsi, ® sera évidemment un nombre entier (§ 13). Soit ac-
tucllement e le plus grand commun diviscur de z et de x; il faudra
p 5
que e* divise 2* — dy*, ct par suite aussi dy* et enfin y?, puisque
d n’est divisible par aucun carré autre que 1; donc e devra aussi
P q 3
diVISel‘J", et par conséqucnt étre =1, puisque z, x, y n’ont aucun
diviseur commun. Puisque ainsi z est premier avee x ct divise ce-
q
pendant 2., il faudra que 'on ait soit z =1, soit z = 2. Dans le

premier cas, w = x - /d est certainement un nombre entier;
dans le second cas, x est impair, partant x’==1(mod. 4), et comme
on doit avoir x*==dy*(mod. 4), il faut que y soit aussi impair, et
que 'on ait par conséquent d=1(mod. 4). Si donc cette condi-
tion n’est pas remplic, c’est-a-dire sil’ona d == 2 ou d =3 (mod. §),

z devra étre = t, et par suite on aura o =[(, \/Z’], et
1 \/(_i
1 —vd

Mais si I'on a d ==1(mod. 4), z pourra aussi devenir =2 (!) et
I'on aura

2

D= =4d.

; L vd [!
1+ yd 2
0:[1,—~ \/-], et D= =d.
2 ‘ 1—d
2
(') De la resulte, par exemple, pour le cas de d = — 3, que les nombres entiers du

corps ne sont pas tous contenus dans la forme x+ y \/ — 4, olt .r, y prennent toutes
les valeurs rationnelles.
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Ces deux cas peuvent aussi se réunir en un seul, en remarquant que

: D+ /D . X
P'on a, dansles deux, 0 = [x, -izL] - Il est clair en méme temps

qu'un corps quadratiquc est déja complétement déterminé par
son discriminant D. Il n’en est plus ainsi pour le cas qui suit im-
médiatement, savoir pour le cas de » =3, dans lequel, outre le
discriminant, il se présente encore d’autres invariants, qui sont
nécessaires pour la détermination compléte d'un corps cubigue;
toutefois on ne pourra donner d’explication générale de ce fait
qu’a P'aide de la théorie des idéaux.

Revenons a la considération d'un corps quelconque Q du degré
n, et ajoutons encore les remarques suivantes sur la divisibilité et
la congruence des nombres dans le domaine o. Soient A, p deux de
ces nombres, et supposons que A soit divisible par u; on aura,
d’aprés la définition générale de la divisibilité (§ 14), 2 = pw,
w étant un nombre entier, et comme, en vertu de la définition d’un
corps, le quotient » des deux nombres A, 1 appartient au corps Q,
w sera également un nombre du domaine 0. Le systéme m de tous
les nombres du corps £ divisibles par p se compose donc de tous
les nombres de la forme pw, @ parcourant tous les nombres du do-

maine 0= [, 0g, ..., W,], c’est-a-dire tous les nombres de la
forme
w="~ho +ho,+...3 "o,

dont les coordonnées h,, hy, ..., I, sont des nombres rationnels
entiers; on a par conséquent m = [pw,, po)s, ..., po,]. Nous di-
rons maintenant que deux nombres entiers «, 3 du domaine o sont
congrus par rapport au module 1, et nous poserons

a=73 (mod. p),

quand la différence « — 5 sera divisible par p, et sera aiusi con-
tenue dans m; par suite, cette congruence est tout a fail équiva-
lente a la suivante :

a={3 (mod.m),

dont le sens a été expliqué au § 2: dans le cas contraire, «, 8 sont
dits incongrus par rapport 4 p. Si l'on entend par une classe par
rapport au module p I’ensemble de tous ceux des nombres contenus
dans o qui sont congrus & un nombre déterminé et par suite aussi
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congrus entre eux suivant g, alors, d’aprés la notation introduite
au § 2, le nombre de ces classes dillérentes sera = (o0, m), ct
comme les nombres entiers puwy, pm,, ..., pw,, qui forment la base
de m, sont liés aux nombres vy, w,, ..., w, par n équations de la
forme (6), (§ 17), dans lesquelles les coeflicients m;  sont néces-
sairement des nombres rationnels entiers, il résulte de I'équation
suivante (7), jointe au théoréme 4° du § 4, que cc nombre des
classes est

fo,m)- =N(p).
Le systéme m cst identique avee o toujours, ct seulement alors
quand p est une unité, et I'on a en méme temps == N(p; = (0,0)=1.
Maintenant, tandis que, dans cette conception de la congruence,
.ou un nombre déterminé g n’entre que comme diviscur ou mo-
dule, il régne une compléte analogie avec la théorie des nombres
rationnels, il se manifeste, comme nous I'avons déja indiqué en
détail dans I'Introduction et dans la Section 1I, des phénoménes
tout nouveaux a propos de la question de la composition des
nombres du domaine o au moyen de facteurs appartenant a ce
méme domaine 0. Ces phénoménes seront ramends & des lois déter-
minées et simples par la Zhéorie des idéaux, dont nous traite-

rons les éléments dans la Section suivante.

(A swivre.)



