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MÉLANGES.

MÉMOIRE SUR IE THÉORÈME DE STIIRM (*);

PAR M. G. DARBOUX.

PREMIERE PARTIE.

V.

La methode précédente conduit naturellement à la détermination
des fonctions de Sturm, exprimées soit au moyen des coefficients,
soit au moyen des racines. Parmi les différents procédés qu'on peut
employer, voici celui qui nous paraît le plus simple.

Dans la formule

(26) ¥ = mty(z)ty(zl)-+-mltyi[z)

on aura une fonction bilinéaire égale à —Sc^s'^J ou à

en concevant que dans cette dernière expression, aprè^^voir effec-
tué les divisions, on remplace les puissances de z et de zx par des
indéterminées indépendantes. Cela posé, établissons entre les in-
déterminées zh des relations qui annulent les coefficients de
^ j " " 1 , . . . , z"~p. D'après la formule (26), ces relations sont équi-
valentes aux suivantes :

et alors, dans la formule (26), le coefficient de la puissance z"~p~T

devient Apmptyp(z), et de là résulte la règle suivante :
Si dans la fonction F on établit entre les indéterminées zh des

relations qui fassent disparaître de cette forme les variables

(*) Voir Bulletin, t. VIIÏ, p. 56.
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3?"1,..., Z"~P, c'est-à-dire si l'on annule les coefficients de ces
variables, la fonctionnez) sera égale, à un f acteur constant
pres, au coefficient de Z?-P~X, après qu on aura chassé de ce
coefficient les indéterminées s""1,..., zn~P au moyen des p rela-
tions établies entre les n indéterminées zk.

Appliquons cette règle à la formule (27). Les équations qu'on
obtient en égalant à zéro les coefficients de ̂ J"1 . . . . , z\~~v se ramè-
nent immédiatement aux suivantes :

- 0

et l'on a, pour

(.8)

II faut éliminer entre ces équations zn~',..., zn~v, ce qui nous
conduit à la relation

2 <p(g;)
/'(a,) '/'(a,) i /'(a,) ^ ƒ - ( « , ) z - a ,

ZJfi /'(a/ ƒ'(«.)

qui va nous donner
Posons

(29)
*1

'{«,)
„ P
*>

D'après un théorème bien connu (*) relatif au produit des déter-

{') On aura évidemment

-Vf.Ifi)- 1 «.».-«.»..
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minants et dû à Binet et à Cauchy, on aura

(3o) ^=lA*)A^h/'(^)P(*" *"• • ' *>}>

la somme étant étendue à toutes les combinaisons possibles de
p racines, et l'expression £(a r |,..., ar/)) indiquant, suivant la nota-
tion de M. Sylvester, le produit des différences des racines arj,

p ĵ sera le dénominateur de la valeur de $v(z)\ on calculera
par les mêmes principes le numérateur, qui a pour expression

*)- ' ? ( ^ ) y i ( j a a ) f<*)

et l'on aura enfin

En égalant les coefficients des plus hautes puissances de z, on a

(33) mpA>p==^Al,

ou encore, d'après la formule (14)5

II suit de ces formules que les premiers termes des fonctions de
Sturm,

(X09 A , A i , . . . , A„_ i ,

présentent les mêmes suites de signes que

i, Ao, A,,. . . , An-t.

On aura donc

où lp sera un facteur essentiellement positif, déterminé par les équa-
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tions

( 34) "p-i Ap z==1 \p—i ' Ao = 1.

Ces équations donnent sans difficulté les valeurs des .coefficients A.
On trouve

. /A0A2...A2i,_2\2 .

Remarquons cette conséquence, que la suite des premiers termes
des fonctions de Sturm présente le même nombre de permanences
et de variations que la série

1, Ao, A , , . . . , A„_,.

Le nombre des permanences de cette suite indique donc le nombre
des carrés positifs de la forme, celui des variations le nombre des
carrés négatifs.

VI.

Appliquons la même méthode à la recherche des expressions des
fonctions de Sturm en fonction des coefficients. Soit

(35) * = - c t f s ' * î .

Egalons à zéro les coefficients de zn
ï~~ï ̂ . . . , zn

t ~ P-, nous aurons ainsi
les équations

1 = ~dzn-' ~ ~ •S c '>-2 z — ° '

et alors on aura

Faisant l'élimination des indéterminées z", z"~1,. . . , z""*", on
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obtient
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@n—I, n—1

Cn—I, n—2

cv_p,n__, L,

£«—p, n—2 JL<2

@n—p, n—p *-*p

CJI— \,n—p—t Cn—p,n—p—\
x\Jp\Z)

= o.

On déduit de là, en posant

(36)

(37)

D „ _ , =
Cn-lmn-l ^n—p, n—1

&n—1, n—p *-n-p*n-p

Jp-\
Cn—\,n—p—1 * • • Cn—p, n—p—l *~ip+\

et en comparant les plus hautes puissances de z,

En rapprochant cette formule de l'expression (34)5 on en déduil

On a donc * / \

! *̂ Q ) p — \ ~~~~ ) o p *

Ainsi la suite des quantités A peut être remplacée par celle des
quantités D, et le nombre des carrés positifs de la forme est égal à
celui des variations comprises dans la suite

et Ton aura

(4o) w»)

i , Do, D „ . . . , D „ _ „

V J / i — 1 , « — l • • •

^n—\,n—p—\ • • • —p, n—p—1

lp ayant la valeur déjà indiquée [(formules 34)]-
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vir.

Les polynômes L* qui figurent dans les expressions précédentes
des fonctions de Sturm peuvent prendre une forme très-simple que
nous allons indiquer.

La fonction

peut évidemment s'écrire de la manière suivante

ou, en effectuant les^divisions,

(42)

On a donc

(43)
= y[z){a9zP-l + .. -hap^)—f{z)

Telles sont les expressions des quantités Lp.
Il résulte de cette formule et de l'équation (4°) qu e le s fonc-

tions ^p(x), qui dépendent linéairement des quantités L*, prennent
la forme

où Dp et Np sont des polynômes de degré p dont la détermination
résulte sans difficulté de la formule (4°); m a î s o n P e u t aussi dé-
duire de la formule précédente un nouveau mode d'expression des
fonctions de Sturm dû à M. Cayley. Posons

(45) ^p(x) = (m0 XP -t- m, XP~X -h m2

et écrivons que les puissances de x supérieures à la [n — p — i)ieme

liull des Sciences mathem. et astron., t. VIII (Février 1875. 7
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disparaissent d u second membre . Nous aurons ainsi

o b0— nQa0 = o,

«bt-h mt b0 — noa{ — ra, #0 = o,
(46)

m, 62„_,

Si, entre ces équations et la précédente, nous éliminons les rap-
ports des quantités ra, rc, nous obtiendrons

(47) +(*)=*;.

ay

af

Vîp

bt>

7!p étant un coefficient à déterminer. Cette forme des fonctions tp
rend évidente leur propriété d'être du degré n — p. Le coefficient
de la plus haute puissance de x est

1'

Le déterminant qui multiplie l/p est évidemment identique, à un
facteur numérique près, à celui qui a été désigné par T)p. Or ce
-déterminant a pour terme principal (<z0 V H ) P + S

 e t ao^p+i qui
figure avec le signe — dans dn_p__i}tl se trouve par conséquent avec
ce signe dans tous les éléments cn _ a^n „ p pour lesquels a -f- (3 = p -+-1.

(
11 se trouve donc dans Dp avec le signe (— i)

(48)

)
, et l'on a
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par suite

VIII.

On déduit des résultats qui précèdent quelques conséquences
relatives à la théorie de l'élimination. On a, d'après l'équation (3o),

n( n — i)

(49) An_, = (— i) ? <p(a,)<p(a2)...<p(aw).

Donc la condition pour que les deux équations f (x) = o, cf (x) = o
aient une racine commune est

(50) Aa_, = Dw_, = o.

Les deux formes sous lesquelles nous avons mis Dp donnent la
résultante de Cauchy et de Jacobi et celle de M. Sylvester. Plus
généralement, pour que les deux équations aient p racines com-
munes, il faut et il suffit que la fonction quadratique 4> se réduise
à une somme de n — p carrés. On sait comment on peut exprimer
cette condition. \_Voir notre Mémoire Sur la théorie algébrique
des formes quadratiques [Journal de Liouville, t. XIX, ie série)].
Il est clair, d'ailleurs, que dans ce cas la fonction $n-p doit se ré-
duire identiquement à zéro.

IX.

Reprenons l'identité déjà donnée >

Si dans cette équation on fait zx = z, on obtient

(52) y{z)f'(z) - 9'{z)f(z)=; m^(z) + m^'iz) +...,

formule déjà donnée par M. Brioschi. Si l'on y fait z = ah on
aura

(53)
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mais, si dans la formule (5i) on fait z = at, z± = a*, on obtient

(54) o = mty((Zi) ty(*k) + rn{ <\>{(oa) ^i(a*) H-

II résulte de ces formules que, si Ton pose

les coefficients ua, au nombre de rc2, définissent une substi-
tution linéaire orthogonale. On aura donc entre ces quantités
les relations bien connues, dont les plus importantes sont les sui-
vantes :

(55) '

? («,)ƒ'

Ces deux dernières formules sont fondamentales dans la théorie
de l'interpolation.

M. Kronecker a remarqué qu'elles définissent complètement les
fonctions de Sturm. En effet, la dernière ayant lieu pour toutes les
valeurs de h! inférieures à #, on aura

ce qui définit la fonction tyi à un facteur constant près.
On pourrait encore remarquer d'autres formules relatives aux

déterminants formés avec &,*, et qui ont été signalées par MM. Syl-
vester et Brioschi. Nous reviendrons plus loin sur ce sujet pour
donner quelques formules analogues à la relation fondamen-
tale ( 5 Ï ) , d'où nous avons déduit toutes celles de cet article.

X.

Nous avons vu (VII) que la fonction ^A(^) s'exprime par une
équation de la forme

(57)
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où N*, D* sont des polynômes de degré k. On peut facilement
trouver l'expression de D*, et par conséquent celle de N* en fonc-
tion des racines de ƒ (x). On a, en effet,

(58)

et cette équation, faisant connaître n valeurs de DA(x), suffit à la
détermination de ce polynôme. On trouve en effet que, si Ton
pose

on aura

On reconnaît sans peine, a posteriori, que les formules (58) sont
satisfaites-, car, si l'on y remplace z par une racine aL de f(z) et

-——- par ƒ (« , ) , la fonction <p(#/) est égale, terme à terme, à la
z — oct

fonction DA(af) multipliée par le facteur cp(oel).

XI.

Des conséquences intéressantes se déduisent de la considération
de la forme adjointe de la fonction quadratique <P. Soit

(60

en supposant toujours qu'après la division on ait remplacé les
puissances de z par des variables indépendantes. On aura, en po-
sant pour abréger

les formules suivantes, qui définissent la substitution à effectuer
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pour obtenir la forme adjointe :

(63) fln-l)

°'

On déduit de là l'identité

(64) X. -t- AXt -+-... 4- lin-{ X„_t = Y B, -*

et, si dans cette formule on fait h = ao on trouve

, _ . /Ï2) Xo+a/X1-f-...-+-<-1X„_,
(65) v^r BJ^) *
et, en substituant dans $ ,

(66) $ = '

La fonction adjointe <!>! sera égale à 4> multipliée par le discri-
minant de <f>, qui a pour valeur

On connaît d'ailleurs l'expression de la forme adjointe 4^ en fonc-
tion des coefficients de 4>. Elle est égale au déterminant

H—\,n—t • • .

. . . co,c Xo

t.-, . . . X, o

ou, en appelant A,-j le coefficient de — c,j dans le discriminant,
on aura

(67)
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Si nous comparons cette nouvelle expression à la formule (66),
nous aurons

<)
On aura donc

toutes les fois que i -4- À sera égal à V H- k'. Ce résultat est dû à
Jacobi; nous pouvons donc remplacer Ati par Al+A, et nous voyons
que la forme adjointe ne dépend que de m — i coefficients. Son
discriminant

Ao A, A2 . . . An-!

A, A2 An

appartient à la classe des déterminants appelés per symétriques par
M. Sylvester.

Nous voyons donc que ces formes quadratiques, introduites dans
la science par M. Hermite, ont, comme il était facile des y attendre,
un caractère tout spécial. Leur propriété essentielle se manifeste
clairement dans la proposition que nous venons de démontrer, re-
lativement à leurs formes adjointes. Réciproquement, il est facile
de démontrer que toute forme quadratique ayant pour adjointe une
fonction à déterminant persymétrique se rattache d'une manière
directe à un problème d'élimination de la nature de ceux qui sont
considérés ici.

Supposons, en effet, qu'on se donne la forme adjointe, c'est-à-
dire les in — i quantités Ao et proposons-nous de déterminer les
fonctions entières ƒ (.r), cp(.r). On aura, d'après l'équation (68),

(69) A A V «.

On déduit de ces équations les suivantes :

/ x

a0 An + ax A r t _ t - i - . . . - + - an A o = o ,

«0A,H-i-4-rti A„ • + . . . . + - « „ A i = o ,

?

«0 A2;4—l~f- . . . -f- an An-2 = O,
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a0, %,..., an désignant, comme auparavant, les coefficients de ƒ (x).

Les équations (69) peuvent être remplacées par les équations (70)
et par n d'entre elles qui détermineront les n quantités <p (# t ) , . . . , cp (un)
quand ƒ (x) sera connu. A étant le discriminant, il doit en effet être
considéré comme connu.

Les équations (70) étant un nombre insuffisant pour déterminer
f(x)i on déduira pour ce polynôme une expression

Comme d'ailleurs <p(#) est déterminé par n valeurs seulement, cp [oc]
contiendra aussi une arbitraire. Rien ne distinguant dans les déve-
loppements qui précèdent <f(x) de f (oc), on aura

Telle est donc l'expression de nos deux fonctions. La fonction 4>
qui leur correspond contiendra en facteur 1^ — fjiXj, et rie diffé-
rera que par un facteur constant de celle que nous avons prise pour
point de départ. Il suffira donc que le déterminant fy/j—p^ ait
une valeur déterminée pour que la forme 4* soit identique à celle
qui a été proposée.

Il est donc démontré que tout déterminant persymétrique se
rattache à l'étude d'un problème d'élimination. Cette proposition
est essentielle dans l'étude de cette classe de déterminants.

XII. f x

Nous avons démontré dans ce qui précède, par rapport aux fonc-
tions ƒ (.r), 9(.r), dont la seconde peut être de degré n — 1, que, si
Ton forme la suite

1, Ao, A,,.. . , A„_,,
où

la différence T. — v entre le nombre des permanences n de la suite
précédente et celui v des variations de cette suite est égale à Fin-

f(x)

dice intégral de -~— .̂ On peut déduire de cette proposition le théo-

rème de Sturm dans toute sa généralité.



MATHÉMATIQUES ET ASTRONOMIQUES. io$

En effet, déterminons une nouvelle fonction de degré «-*-* i,
cft (,r), par la condition

(72) <p(^)-4-A/(a?) = (r-ar)91(jr),

et appliquons le théorème précédent à cpj (.r) et à f(x). En remar-
quant que

on voit que le nombre des variations contenues dans la suite

/ci,

A f ( t \ - V

sera précisément égal au nombre des racines imaginaires de f\ a

augmenté du nombre des racines réelles pour lesquelles - —

est négatif 5 ce dernier nombre sera égal à celui des racines supé-

rieures à t pour lesquelles ~À—~- est positif, diminué de celui des

racines inférieures à t pour lesquelles -J; • est négatif. Donc, si

nous substituons deux nombres t0 et tx (t0 <^ t1 ), nous arriverons à
cette conclusion que, en désignant par (/0) et (tx) les nombres des
variations de la suite correspondante, la différence (t0) — (tt) indi-
quera le nombre des racines comprises entre t0 et tt pour lesquelles

7v~—r est positif, diminué du nombre des racines comprises dans

l'intervalle considéré pour lesquelles JT^T est négatif. En d'autres

termes, (*0) — (fj) sera l'indice intégral de ~ — entre les limites
T ( OC )

tQ et tl% On aura
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Du reste, la suite des fonctions précédentes est évidemment iden-
tique à celle des fonctions de Sturm, dont nous avons déjà donné
l'expression. Le théorème de Sturm se trouve donc établi dans
toute sa généralité.

Si nous avions déterminé une fonction cp2 par la condition

nous aurions obtenu à la place de la suite (72 ) celle qui est formée
des polynômes D*, ce qui est conforme aux résultats connus.

Plus généralement, étant données deux fonctions f [oc), cp(o?),
déterminons-en une nouvelle par les conditions

on obtiendra une suite de fonctions

ƒ( / ) , . . . ,
A f m -

contenant deux variables £, t1 et qui ont été définies par M. Her-
mite. Le nombre TT relatif à cette suite est égal à celui des racines

. „ o[x\ [tr— x) . . r , 1 i T

pour lesquelles j-j —j-,—: est positii, augmente du nombre des
(1 — x)j{x)

racines imaginaires 5 si, pour plus de simplicité, on suppose que
cp [x) soit la dérivée àe f\x), on voit que TT deviendra le nombre
des racines imaginaires augmenté de celui des racines réelles non
comprises dans l'intervalle de t klf.

Ces nouvelles fonctions à deux variables s'obtiendront évidem-
ment en appliquant la méthode de Sturm aux deux polynômes
'f(x) et Af(x) 4-( t ;—x)f r(x) , A se déterminant par la condi-
tion que cette dernière fonction se réduise au degré n — 1, ce qui
exige que A = n. On aura donc

pour les expressions des deux premières fonctions} les autres s'en
déduiront par la division : c'est le résultat de M. Hermite.

Enfin on peut déterminer une fonction cpt [x) par la condition

<f{x) ( t — x) [V — x) = 9» {x) H- ( A x2 4- Bx 4- C)f(x);
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alors on aura la suite des fonctions

qui jouira des mêmes propriétés que la suite (74), et qui est d'ail-
leurs formée des fonctions réduites Dk qu'on obtient en formant la
suite (74)-

XIII.

D'après ce qui précède, nous voyons que, si Ton veut trouver le
nombre des racines réelles d'une équation comprises entre deux
limites données, on aura à procéder de la manière suivante.

On prendra la forme quadratique

(A] ƒ(*)ƒ'(*•)-ƒ'(*• ƒ(*)
z — z{

et on la décomposera en carrés, comme nous l'avons indiqué (JV).
Alors les différents cannés donneront, à des facteurs constants
près dont le signe sera immédiatement connu, la suite des Jonc-
tions de Sturm. En substituant dans cette suite deux nombres £0, tx,
la différence des nombres de variations indiquera le nombre des
racines réelles comprises dans l'intervalle considéré.

M. Hermite a donné une méthode un peu différente. On consi-
dère la fraction

(B) ƒ(*)ƒ'(*•)(« — *•) -ƒ(* . )ƒ ' (*) ( ' — «)<
Z ~~~~ Z1

et on la décompose en carrés. Le nombre TT des carrés positifs in-
dique le nombre des racines imaginaires augmenté du nombre des
racines inférieures à t. En effet, nous avons vu que TT est égal au
nombre des racines imaginaires augmenté de celui des racines réelles

pour lesquelles'^ ^ ~~~ • ou t — z est positif. C'^st précisément

la proposition de M. Hermite.
Si l'on revient à la forme quadratique (A), on sait que le nombre

de ses carrés négatifs indique le nombre de couples de racines ima-
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ginaires, et rc — v est le nombre total des racines réelles. On déduit
de là le théorème suivant énoncé par M. Hermite :

Introduisons l'homogénéité dans la forme (A), qui pourra s'é-
crire

et remplaçons /z/^par xfx -\-yfy \ nous aurons

Le terme fxfXii donnera un carré positif dans la forme 4>, et, par
suite, la forme

X — Xo

contiendra une indéterminée de moins et un carré positif de moins
que la forme (A). Nous voyons donc que le nombre TT — v relatif à
cette form£ sera celui des racines réelles diminué d'une unité. Le
nombre v demeurera celui des couples de racines imaginaires. On
voit, de plus, qu'en décomposant en carrés, d'après la méthode
déjà indiquée plusieurs fois, on obtiendra celle des fonctions de
Sturm qui suivent la dérivée première^.

Appliquons, par exemple, la méthode précédente à l'équation du
troisième degré /—^

axz H- 3bx*-{- 3ex -f- d = o;
nous aurons

X — Xo

et, en effectuant la division,

i{b'l—ac)xxQ-\- (bc—- ad)(x -\- x0) -f- i{&— bd)9

ou, en remplaçant x0 par x et introduisant y pour l'homogénéité,

(b2— ac)xx-\- (bc — ad)xy-h(c*—> bd)y\

Pour que les racines soient réelles, il faut que cette forme soit dé-
composable en deux carrés de même signe \ ils seront alors afïectés
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de coefficients positifs, puisqu'il ne peut y avoir quatre racines
imaginaires. On a donc

(bc^ady — 4(&2 — ac)(c2—

pour la condition de réalité des racines de l'équation du troisième
degré, ce qui est d'accord avec les résultats connus.

XIV.

On peut ajouter aux formules de l'article IX quelques relations
intéressantes, que nous allons donner avant de terminer cette partie
de notre travail.

Rappelons la formule

Si l'on substitue les valeurs de tyk(z) dans l'équation fondamen-
tale

z — z{

on aura

( )
Z — Z\ Z — ZL

d'où en égalant les coefficients de f{z) et cp(z) dans les deux
membres, ce qui est évidemment permis,

On peut dans ces formules faire z = zi, donner à z et à zA deux
valeurs différentes, racines de ƒ (z) ou de cp (z). Nous ne nous arrê-
terons pas aux conséquences qu'on obtiendrait, et nous allons
donner d'autres relations.

Les deux dernières fonctions N, D, dont l'expression est connue,
donnent, si on les divise par une constante, les deux fonctions M, N,
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de degré n — i, satisfaisant à l'équation

(76) M/-HN<P = I;

par suite, les dejix polynômes

où l'on désigne par l'indice 1 le résultat de la substitution de zt

à z, seront divisibles par z — zt. Cela posé, on peut écrire l'iden-
tité suivante :

•fm{—(pjft Mjf i - f -NiCp — 1

z—^Zi ^ l z — zv

„„M, 9 — MCPI N/î—Nif
-/ƒ' Z - Z l W' z-z/ '

(^), ^A(^I) P a r leurs expressions e n ^et en remplaçant dans F,
cf, N^, DA, on aura aussi

( 7 7 )

En égalant dans les deux expressions de F les coefficients des
produits ^nffi') yfn ^ï/i o n aura les quatre formules

(78)

( 7 9 )

(80)

(81)

La première de ces équations met en évidence que les réduites D*
constituent une suite de Sturm relative aux deux fonctions ƒ et N.
Comme d'ailleurs, pour chaque racine de ƒ, on a, d'après l'équa-
tion (76), N = -5 l'indice des deux fractions r̂> ~ sera le même :
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c'est ce qui explique pourquoi la suite des réduites peut tenir lieu
de celle des fonctions.

Nous ne nous arrêterons pas aux différentes hypothèses qu'on
peut faire sur z et sur zt dans les formules (80) et (81).

XV.

On sait que d'importantes recherches de M. Hesse reposent sur
une transformation des équations des courbes du troisième et du
quatrième ordre. Il est avantageux, dans l'étude d'un grand nombre
de questions, de mettre le premier membre de l'équation de ces
courbes sous la forme d'un déterminant dont les éléments sont des
fonctions linéaires des coordonnées. Il ne sera donc pas inutile de
montrer que le premier membre de toute équation algébrique peut
être mis, et d'une infinité de manières, sous la forme d'un déter-
minant symétrique d'un ordre égal à celui de l'équation, et dont
les éléments sont des fonctions linéaires de la variable indépen-
dante.

Soit

une équation algébrique d'ordre w, et désignons par cp(.r) un po-
lynôme quelconque de degré n — 1. Nous emploierons les poly-
nômes

f{x) et <f{x)(x-t)9

qui donneront naissance, par la méthode que nous avons suivie, a
une fonction quadratique

où les éléments clk seront de la forme

Ctk = «,* -

Cela posé, considérons le discriminant

Cu . . . C,

C,a . . . C„

de la forme quadratique. D'après l'article VIII, il sera la résultante
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de f (x) et (f (x) {x — t). Il se composera donc du produit de deuie
expressions : i° la résultante Rde f (x) et de cp (.r), qui est une con-
stante 5 i° f (t) qui est la résultante def(x) et de x — t. On aura
donc

Ct, . . . l\

équation qui réalise la transformation que nous avions en vue.

( Fin de la première Partie,)


