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MEMOIRE SUR LE THEOREME DE STURM;
Par M. G. DARBOUX.

PREMILRE PARTIE.

" Le beau théoréme que I’Algébre doit 4 Sturm n’est pas trés-
ancien, et déja son étude a donné lieu 4 un grand nombre d’inté-
ressantes recherches, dont 'ensemble constitue un des chapitres les
plus importants de la théorie des équations. On connait les beaux
Mémoires que plusieurs géomeétres : MM. Sylvester, Hermite,
Cayley, Brioschi, Kronecker, etc., ont consacrés a 1’étude appro-
fondie de cette grande découverte. Ces travaux ont été résumés
dans un Ouvrage de M. Hattendorff dont la deuxiéme édition a paru
dans ces derniers temps. M’étant proposé, il y a deux ans, d’en-
seigner les éléments de cette théorie aux éléves de 'Ecole Normale,
J'ai cru reconnaitre qu’au lieu d’exposer a part les deux démons-
trations que ’on connait du théoréme de Sturm, celle de 'inventeur
et celle de M. Hermite, et d’établir ensuite le lien de ces deux dé-
monstrations au moyen de 'expression des fonctions de Sturm, due
a M. Sylvester, il y avait le plus grand avantage a développer la
théorie tout entiére, en employant uniquement la méthode de
M. Hermite. J’ai été ainsi conduit a tous les résultats connus et a
plusieurs formules nouvelles dont le développement constitue la
premiére Partie de ce travail. La seconde Partie, communiquée en
méme temps que la premiére a la Société Philomathique au mois
de mars 1874, contiendra la définition de plusieurs suites trés-géné-
rales, renfermant un grand nombre de constantes arbitraires et
d’une loi de formation facile, qu’on peut substituer aux fonctions
de Sturm, ainsi qu'un moyen relativement simple de former des
JSonctions analogues dans le cas des équations a plusieurs inconnues.

1.

Soient f\x), ¢(x) deux fonctions entiéres de x,

() (fle'=a 2" —az—' — . . %+ an
1
Q o(x)=byx" - byx"—t . b, 2+ b,
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et désignons par oy, 0s,..., @, les n racines de la premiére. La
seconde de ces fonctions sera supposée du degré n ou n—1; il
suffira d’annuler &, dans les formules qui vont suivre pour obtenir
les résultats relatifs au cas ou elle est de degré n—1. On a, comme
on sait,

(2) ,xf(jxo)zﬁ, =@ oy | VT apo | BT g T
-+ a, +ao, +a ol
+ a2 ! . )
-+ Au—y :
et aussi

e(x) bo of
(3) f(x zf oc,) x——ocl,

la somme qui figure dans le second membre étant étendue a toutes
les racines «,.
Cela posé, considérons la fraction

F:f(z)co(z.\_f(z.\cp(z), .

qu’on peut immédiatement ramener a la forme entiére en divisant
le numérateur par z— z,. On obtient ainsi, comme on sait, le
résultat suivant :

Posons
(4) di= au by — s by,
(8) ch=dy i+ di, ik + . iy
on a

Cip = Cjy,
et la fraction F développée prend la forme
(6) F=—Sc,z zk

Si, au lieu d'exprimer F en fonction des coefficients des deux équa-
tions (1), on veut mettre en évidence les racines de f(x), on dé-
duira 9(z), 9(z,) de la formule (3), et 'on obtiendra ainsi

_ Slz)  f(z)
(7) zf , zZ — o, 2,——0‘,'
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Enfin nous allons donner un troisi¢éme développement de F qui
nous sera indispensable dans la suite.

Introduisons la fonction ) (z) de degré n — 1, définie par I’équa-
tion

®) ?ls) — 2 1(3)=4(3),

et effectuons sur f(z) et ¢(z) la recherche du plus grand commun
diviseur d’aprés la méthode de Sturm; nous serons conduits aux
équations suivantes :

fla)=(mz +q; § (z) — di(2),
$(2)=(mz+qi) $i(3) — $a(2),

(9) q;,,_3(z):(m,,__7z-+—q,‘_z) \Pn—z(z)_ an—l(z)y
ql,,_.z(Z) =(Mmp—, 2 + qn-—l) ‘-Pn—-l (Z),
Y (2) = const.;

alors {); (z) sera du degré n — i —1, et les fonctions

J(2), $(2), $i(2),.. -5 Yna(2)

formeront une suite de Sturm. On peut faire la remarque que, si
au lieu de commencer par opérer sur f(z) on eut opéré sur 9(z)
et §(z), on et obtenu les mémes fonctions ¢ a un facteur con-
stant prés. En effet, si'on ajoute a la premiére des équations (9)

e . 1eg a
I'équation (8) multipliée par 7)—"’ on aura
0

o(a)=[(ms+ ) 2 1| 45 = 24ua).

0

. b, .
On voit donc que — ;I—oqq(z) est le reste de la division de g(z)

par ¢ (z); la fonction ¢, (z) sera donc multipliée par un facteur%’

et les fonctions suivantes ¢,(z),... demeureront les mémes dans
les deux suites.

Chacune des fonctions ¢ s’exprimera en fonction linéaire de f'(x)
et ¢(x) par une équation de la forme

Yi(x) =Dig(x)— Nif (=),
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ou N; et D; sont des polyndmes de degré i. Ces polynémes et la fonc-
tion §; (x) sont ainsi déterminés, & un facteur constant prés, par la
condition que le second membre de I'équation précédente se réduise
au degré n— i —1.

Cela posé, au moyen de 'équation (8), éliminons ¢(z) et ¢ (z4)
de la fonction F, nous aurong

F:f(z)qJ(Z:)—* q)(z)f(z.)

Z — 2

{10)

De la premiére des équations (9) tirons f(z), f(2,) en fonction
de §(z), $(21), ¥s(2), $1(51), et portons ces valeurs dans 'équa-
tion précédente, nous aurons

L!J(Z)LIJ.(Z,)— qJ‘(Z)LP(Z»).

2 — 3,

(1) F=m{(z)d(z)+

En continuant de cette maniére jusqu’a la fin de la suite, nous
obtiendrons ainsi le nouveau développement de F

(1) F=m(2) () + 100 i 3)§a(21) - eermb My Y (2) Yo (30)
On a d’ailleurs

( Y(z)=Az+Bax2+...,
| bo(zx)=Ajz"=—'+ B a4 . .,

(12)

(13) A—p_ bt _dun

a, @y

et les formules (9) nous donnent, en égalant les coefficients des
deux plus hautes puissances de z dans les deux membres,

(14) ay=mA, Ai=mA; Bi_,=gq:A;+B.m,
en sorte que les expressions des quantités m; et g, se déduiront de
celles des fonctions ¢, (x).

IL.

On déduit des calculs précédents d’importantes conséquences.
La fonction F, définie par les équations (6)y (7), (11), a été trans-
> formée par M. Hermite de la maniére suivante :
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Cette fonction contient les n — 1 puissances de z '
3, 3%..., 2",

et si, dans les termes qui ne contiennent aucune de ces puissances,
on introduit z°, elle devient un polyndme homogéne et linéaire
par rapport aux indéterminées

2% z',..., 2",

De la méme maniére elle peut étre considérée comme une fonction
linéaire et homogéne des n puissances de z,

[ —
21,20, 3, .., 30T,

D’apreés cela, si, au lieu de considérer ces 27 variables respective-
ment comme des puissances de deux d’entre elles z, z,, on suppose
que les exposants soient transformés en indices supérieurs propres
a distinguer des variables indépendantes, la forme F deviendra une
fonction de deux séries de variables indépendantes

v 1 sn—1 0 1 n—i
3% 3, .., Y, 20 8l 3T,

linéaire et homogéne par rapport aux variables de chacune des
deux séries.

Mais si I'on pose, quel que soit £,
zh= z%, /\

la fonction F se transformera en une fonction quadratique des
n variables
2% 3'y. .., 20

Cette forme quadratique, que nous appellerons @, sera d’abord dé-
finie par la formule

(15) ®=—3cpz 3k,

déduite de la formule (6). Les autres expressions de F vont nous
donner aussi de nouvelles expressions de 9.
Si, dans I’équation (7), on fait z, = z, on aura

@ gl
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pourvu que, aprés la division de f(z) par z —a,, on considére les
diverses puissances de z comme des variables indépendantes. Enfin
on déduit de I’équation (11)

(17) (I):mq;’(z)—i—m,q;f(z)-*—...+m,._‘q;;_,(z).

Nous avons donc trois formes distinctes de . Les deux derniéres
constituent deux décompositions de cette forme en carrés.

1II.

On sait que, étant donnée une forme quadratique a coeflicients
réels, dans toute décomposition en carrés de cette forme, le nombre
des carrés positifs demeurera invariable. Les formules (16) et (17)
donnant deux décompositions de la forme P, nous pouvons appli-
quer la proposition que nous venons de rappeler.

Il est vrai que, dans la formule (16), certains carrés seront a
coeflicients imaginaires quand toutes les racines o, ne seront pas
réelles; mais M. Hermite a montré que 'on peut remplacer les deux
carrés correspondant a deux racines imaginaires conjuguées par
deux carrés réels affectés, 'un d’un coeflicient positif, 'autre d’'un
coeflicient négatif. Donc la différ ence entre le nombre © des carrés
positifs de la forme P et le nombre v des carrés négatifs est égale
al’excesdu nombre des racines réelles de I’ équation f(x)=o pour

( .. . .
lesquelles },‘ ("’i)) est positif sur celut des racines réelles de la méme

L o(x po
équation pour lesquelles (2) o négatif. En d’autres termes, la

f' (=)
différence m — v est I'indice intégral de la fraction f%‘—) ou de son
o(x)

T

inverse. On a

(18) jiw%m_y.

Considérons la suite
(19) a, A, A, .., A,

des premiers termes de f(x) et des fonctions ¢.On a, d’aprés les

équations (14),

a=mA, A, =myA,;
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donc le nombre des coefficients m, m,, m,,. .. qui sont négatifs est
égal a celui des variations de la suite (19). Il y a, au contraire,
autant de coefficients m; positifs qu’il y a dé permanences dans la
suite (19). Si l'on se reporte a 'expression (17) de la forme @, on
peut donc énoncer le théoréme suivant :

S (%)

o(z)

L'indice intégral de la fraction est égal & la différence

entre le nombre des permanences et le nombre des variations
que présente la suite des premiers termes des fonctions de Sturm,
ou, ce qui est identique, au degré de ¢ (x), diminué du double
du nombre des variations de cette suite.

Si g(x) est la dérivée de f(x), CP,(Z;))

sera égal a l'unité et, par

conséquent, positif pour toutes les racines réelles. Donc le nombre
des couples de racines imaginaires est égal au nombre des varia-
tions de signes que présente la suite des premiers termes des fonc-
tions de Sturm : c’est la proposition connue, démontrée, on le voit,
sans aucune considération de continuité.

IV.

v

On déduit aussi des résultats qui précédent un moyen simple et
nouveau de former les fonctions de Sturm. Soit,ren effet, la fonc-
tion quadratique P écrite sous la forme

Sensst /\

et décomposons-la en carrés par la méthode la plus simple; nous
obtiendrons

O =Ah(fs"'+ g3t +...+ [z
+h(fizr 4o+ 20y
(20) ‘ +h(fiz 4 L)

e et e e s R A I I IR

{ + foi (frmr 3°)%

Il n’y a qu’a comparer ce développement a la formule (1) pour
reconnaitre que les différentes fonctions

fart4 gz 4.0, fizv 4., .., fuu3
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sont identiques, 4 un facteur constant prés, aux fonctions de Sturm.
$(2), 1 (2),...3 ky Iq,... sont en outre de méme signe que m, m;,....
Comme les signes des fonctions de Sturm ont seuls de I'importance,
on pourra substituer aux fonctions ¢ (z) les suivantes :

E(fe+...), E(fizrr ) e E Sz,

ét I'on déterminera les signes de la maniére suivante : le premier
coefficient de la premiére fonction doit avoir le signe de A, et les

-+ f .
signe que h;.
Mais on peut aussi trouver les expressions exactes des fonctions ¢
de la maniére suivante. Posons

ait méme

autres SIgnes seront choisis par la Londltlon que

(21) fiz—imt = ki 2);

on devra avoir

(22) hi 2 = m;,

et aussi, en égalant les coefficients des plus hautes puissances de z,
(23) fi= kA,

d’ou l'on déduit, d’aprés les formules (14) et (22),
(24) ‘ A Ai= hif>.

Ces équations feront connaitre les inconnues A;, 3;. On trouvera, par
exemple,

A,,_h/za... Fifoee fa
Il‘/l:, . “_ (fﬁ---ﬁz—l)

) _Il;ha...hgi_,_, ﬁf;.-¢f;i+l
Ahsiy = (fff)

(A suivre.) _

(25)




