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MELANGES.

MÉMOIRE SUR LES INTÉGRALES DÉFINIES, PRISES ENTRE DES LIMITES IMAGINAIRES ( > ) ;

P A R M . A . - L . C A U C H Y .

(Suite et fin.)

18. Concevons qu'un liquide pesant soit renfermé dans un canal
très-étroit, et que l'on prenne pour axe des x la droite horizontale
qui marque dans ce canal le niveau naturel auquel le liquide s'é-
lève. Supposons, de plus, que t désigne le temps, et qu'à l'instant
où Ton compte f = oon fasse naître le mouvement, en altérant le
niveau, de manière que l'ordonnée verticale correspondant à l'ab-
scisse x devienne

(182) y=Y{x),

On prouvera sans peine qu'au bout d'un temps quelconque t la
même ordonnée sera déterminée par l'équation

(i83) j = - I
TtJ— 00 JQ

[voir le Recueil des Mémoires couronnés par VInstitut, concours
de i8i5, p. 3 n ) . Si, dans la formule précédente, on pose

(*) Quelqueî cas particuliers de ce problème ont ete traites par M. Vachette, dans
le tome I à^lSouvelles Annales.

2) Voir Bulletin, t. VIII, p. 43.
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et si l'on fait, pour abréger,

on trouvera

/ Q/\
 2 r°° r°° f f ni ^ r̂-/- N doc dm(104) X^11 ~~ J f occos\2 r ocjcosoc t\m) f*

Pour calculer cette dernière valeur de j ' , il faut d'abord déterminer,
au moins par approximation, l'intégrale

(i85) f oc cos(aTPToc) cos a2 doc.

On y parviendra facilement, si la quantité P devait toujours con-
server une très-petite valeur numérique. Alors il suffirait de déve-
lopper cette intégrale en une série ordonnée suivant les puissances^
ascendantes de P, et de réduire la série obtenue, savoir

fi86î +
( l b b ) T ~ f X 6 + 6.7.8.9.10 ""* * *
[voir le Mémoire Sur la Théorie des ondes, p. i32, inséré dans le
Recueil déjà cité), à un petit nombre de termes, en négligeant les
autres. Mais comme, pour des valeurs croissantes de Z, P croît au
delà de toute limite, ainsi que les différents termes de la série, le
moyen dont nous venons de parler est le plus souvent impraticable,
et l'on ne peut s'en servir généralement, ni pour déterminer la va-
leur approchée de l'intégrale (i85), ni même pour trouver des
limites entre lesquelles cette intégrale demeure comprise. Heureu-
sement l'équation (94) permet de transformer l'intégrale dont il
s'agit en une autre dont le calcul ne présente pas les mêmes diffi-
cultés. En effet, si l'on pose dans cette équation

f{x) =zxex^~xeax^-[,

A s'évanouira*, puis, en écrivant dans les deux membres la lettre a
au lieu de x et de y, on trouvera

XGO _ _ /»Q

oc e« W-ie
aa N/"1 doc =2 — I

J o

v^1 e~aa doc
J
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et, par suite,

a cos cc2 cos a a da

/ = / as\na7smaada— / a cos a7.e~aa da9
J o J o

ina2 cosaada

il88) \ />oo /»oo
I z=— ! cc cos a2sin a oc doe -h / a s i n a 2 . e~a%d<x.
\ t/O t/O

D'ailleurs on tire de Féquation (161), en y posant ƒ(«r) = e~x\

s/2 Jos/2 Jo sfi

On aura, en conséquence,

(189) r e^~dx = l ^_^Zl „T
l 2

puis, en faisant x = <x -{—? on en conclura
r 2

= 2 / eaV-' cos a a. da.
*J 0

Si maintenant on differentie par rapport à la quantité a, on aura

ou, ce qui revient au même,

t i/ZT7 - — — ^—~i

y-=—7r2ae 4

(!92) et

( T00 . 7 n'a a* . a>\
[ I acosa2sinaada — _= ( cos-7 — sm-7-)
\ Jo 4 s/* V 4 4 /

et
f f00 . . , TT2« / a2 . « 2 \

1 a sina2sinaada= •—= cos -7 -+- sm -7 •
* Jo 4v/2 \ 4 4 / *
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-Cela posé, les formules (187) et (188) deviendront

/»«
/ a cos a2 cos a a doc

(193) "° 1
I 7i2a f a2 a*\ f00

f = — = cos -7- -+- sm -7- —- / acosa2.e~aadocf

[ islo. V 4 4/ Jo

i
(194)

et la première donnera

i 5 i

/»0

/ a sina2cos«a Ja

= — - cos -7- — sin

4
-7-

4

X0

_
^ " ï - l 0 0 8 -

sin.»)-J.
II est aisé de s'assurer que l'intégrale comprise dans le second
membre de l'équation précédente est sensiblement nulle, pour de
grandes valeurs de P, et que, dans tous les cas, sa valeur numé-
rique est inférieure à celle de l'intégrale

(196)

Ajoutons qu'il suffit de remplacer a par fz2 pour faire coïncider
la formule (195) avec l'équation (7) de la page 180 du Mémoire
Sur la Théorie des ondes.

ADDITION.

Nous avons remarqué, page 298 (1), que les formules (io3), (io4)
fournissent les valeurs de presque toutes les intégrales définies
connues, et d'un grand nombre d'autres. Nous allons indiquer ici
quelques applications de ces mêmes formules.

Voir Bulletin, t.
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Si Ton désigne par a et r des quantités positives, par m un nombre
entier, et par {(x) une fonction telle que l'expression f (x -+>y \J—i}
ne devienne point infinie pour des valeurs positives de y, on tirera
de la formule (io3)

J—oo r — x sj—i

( 2 )
_cc r -h xsj—

-oo ( r •

f

( 4 ) ƒ

J
a °° f ( x )

77 p = d # = — 2 7 T f [ ( i — r ) v / — i ] , p o u r r < i ,
- o o / ( r —ar i /—i)

(5)

/ ; dx _ o, pour r > i ,
J—oo/ir — ^ v — i J/(r — xsj—i)

et de la formule (io4),

(6)

X
„ , . .•'(•>

0

°° ((x)-i-{( — x) rdx

1 ~
(8)

'-4- r2 27 =
y/—I
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Si, dans l'équation (7), on pose r = 1, f (x) = ( — xy/—1)"~\ on
trouvera

puis, en multipliant les deux membres par ( — \ J — i j , et ayant
égard à l'équation

/ / \2«-i / 7T / . 7T\2a~' . /(— y —iJ — (cos y — ' s in-1 = sinaTT -h y — i cosan,
\ 2 2/

on aura
/-— \ / dx i / dx

- y — icosaTi) / xa~{ • • — V - 1 / *a~x - = 7:
J o i-h # J o i—a?

et, par suite,

( 1 2 ) I

La formule (12) a été donnée par Euler. La formule (i3) a pour
premier membre une intégrale définie dont la valeur générale est
indéterminée-, mais, dans le cas présent, cette intégrale doit être
réduite à sa valeur principale, que Ton peut transformer de ma-
nière à faire coïncider l'équation (i3) avec une autre équation
établie par l'illustre géomètre qu'on vient de citer. Si, dans les for-
mules^) et(9), on pose f(x) = pW-^ on obtiendra les suivantes :

(»5) I — -dx^= smar, I —z - ^ ^ ^ -



Ï54 BULLETIN DES SCIENCES

La formule (14) a été donnée par M, Laplace. On en tire, en ré-
duisant r à zéro, l'équation

!"
smax , ira x =. - 5

x i

qui est elle-même un cas particulier de la formule (6). Les for-
mules (i5), données pour la première fois par M. Bidone, géomètre
italien, sont de la même nature que la formule (i3) et fournissent
les valeurs principales des intégrales qu'elles renferment. Mais il
est facile de transformer ces valeurs principales en intégrales défi-
nies, dans lesquelles la fonction sous le signe / cesse de devenir in-
finiment grande pour des valeurs particulières de la variable.
Ainsi, par exemple, en posant /* = i, on tire de la première des
équations (i5)

X°° cos ga;

Cl . a l i\ . af i\
= 2 / sin - [x + - sin - [x ] •

Jo 2V */ 2 \ ar/,

( 1 7 )
7T

' o:2 — 1 2

Si dans les formules (5) et (11) on pose £{x) = - (1 —
x

a désignant toujours une constante positive, on trouvera
t — eaxsl-x dx 2TC s/— 1

(18)

et

£

L

I

1

— x

— e°

- *

— e"

v/-

0

r)

X

dx
x

dx

-[,-

r , = = = o , pour r > i ,
— oo / ( r — xsj — i) x

/ -(,-cos

1 (1
- (i— cosax)— sinax.l(x) ,

('9) / T^T, — = 7 r ( i - e - ) .

On tirera encore des formules (i) , (2), (6), (8) et (9), en dési-
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gnant par a, &, r, s des quantités positives,

r— xy —

/•°° , .—* tej-iif s — ^ —

2 0 )

(21)

(22) J o

(23) I a^-'sinl — 6a; ) - —z^-r"-1

Jo \ 2 / r "̂  2

(24) / 60C0Sèxsin(asin6^) — = ^{ea— 1),
Jo #2

(25) r.—
Jo

) Jo ^ e° r S i n \ k 2 ~ S m ^J^- f -^—2
Si, dans les formules (20) et (21), on pose a = i ,
conclura

I U il , \

•^cos or >

^ ^ 2 = -

-br
e

o, on en

rit
J—00 \

et, par suite,

5 y

1 r— x sj—1

V dx
r-27T/(

(28)

X' arc tang -
D x x2 -h r2

= — l 1 H — I?
2 v r;
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puis, en différentiant n — i fois par rapport à r,

~~^~i IX?) ~~ (TT*) J'

^ y L ^A_ 1 ^— a r c tang - dx

2(^ — O L W \^ + 5/ J

De plus, si dans les équations (9) on remplace f{x) par

on en tirera

(3o)

s2 \ rcfo? 5
— —:—— = — 7rarc tang-»
x2 / x2 — r2 ° rf

Jo

5 O7«^ 7 T , / S2\
are tang = T / 1+ -b x x2— r7 4 \ r Ietc.

Ajoutons que, si Ton pose r = 1 et ^ = 1 dans la seconde des
formules (29), on en déduira sans peine celles qui suivent :

X
00 r00 x dx

(arc cot#)2tfkr = 2 I arc cot.r -— = 71/(2),
Jo 0? H- 1

r̂ arc tang arc tang ^
(32) ^ ^

Xƒ
t/oII peut arriver, en vertu de ce qui a été dit (page 298) (4) , que

les formules (1), ( 2 ) , . . . subsistent dans certains cas où la fonction

f yx -\-y \j— 1 ) deviendrait infinie pour des valeurs positives de y .

C'est ce qui aura lieu en particulier pour les formules (8) et ( 9 ) ,

No\v Bulletin, U VII.
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si, a étant <^ é, î(x) se réduit au quotient de sinax ou cosa.r par
ûnbx ou cosèx. Alors on trouvera

cosax rdx

(33)

f
«̂  0

ƒ•

cos 6^; #24- r2

smax xdx
sxnbx x2-h r2

cosax xdx

f'
J 0

s'mbx x2-h r2

sinax xdx
cosbx x2~+- r2

7T

2

TU

TT

^ar

ebr

ear-\-
ebr —

e~ar

e~br

s—ar

e-t'

- - e-«•

Ces dernières formules, que j'avais données dans le Mémoire de
I 8 I 4 } en y remplaçant x par l'unité, ont été citées par M. Legendre
dans le Rapport fait sur ce Mémoire, et dans la cinquième partie
des exercices de Calcul intégral.

On pourrait aux exemples qui précèdent en ajouter une infinité
d'autres. Je me contenterai d'en indiquer quelques-uns. Si l'on re-
présente, comme ci-dessus, par <z, è, r, 5, des quantités positives 5
si, de plus, on désigne par 0 un arc renfermé entre les limites zéro,
7T, et par y(x) une fonction rationnelle de la variable x, on déduira
sans peine de la formule (io3) les valeurs des intégrales

{—xsj—
- 00

f

I / ( i - i — y — i\(p(x)dx, j l{i —rx sj—-i)y[x)dxy

/ /[rsinô + (rcosô — x) y/— x] <p(x)dx,
J 00

/»co
I { — X y 1 J €, » Cp ^^7 J (IX)

*J— oo

f (__ x sj—i)a~xl i + - y/—i ) ®{x)dx,

— oo \ X J

-oo/(r-^v/-i
•Ç(^)rfj7,



1
 x— )6-h(x)6 (x)i nJ

(
XD : : \XQ UIS,_8^ I

r
 (X — )Ó-h (x)Ö \ * 2LVJ ' ooj

'xp(x)6— SUBI OJB /
y* et FITS JL f

'xp(x)è) (ZJ -h xqsoduz -+• i)/ I
00 c/

oo — /» oo —/•

00 J 00«/

J
7 oo — /» oo — /»

' Wil ( W \ rh *Y*1 rti OIP I ^ 'Y
1
 Tl (

 /
Y* \ /^i — 9 II PI O TP f

00 t/ * 00 */

00 — /» 00 /» 00 /»

00*/ 00«/ 00 •/

T S9p

o? ) à ——^— SUBI OJB

•D19

, O727UIS °° /* N,^ÖUIS°° /* .^TöSOO
00

 f*
Xp[X)Q — I Xp[Xjà — '— I 'xp [X)Q— I

—/» oo—/»

oJ oo«y

oo — /» oo — /»

oo t/ — oo t/

\—j\xq& 7 T T I

»—o\—r ) r^J

saa Nixanaa
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Nous observerons, en finissant, que les constantes renfermées
dans quelques-unes des intégrales ci-dessus déterminées doivent être
resserrées entre des limites telles que les valeurs de ces intégrales
restent finies. Ainsi, en particulier, on reconnaîtra sans peine que
la constante a doit rester comprise entre les limites zéro et i dans
les formules (12) et (i3), et entre les limites zéro et 2 dans les
formules (22), (23), (26). Ajoutons que, dans plusieurs formules,
on pourra remplacer des constantes supposées réelles par des con-
stantes imaginaires. Par exemple, la constante a peut devenir ima-
ginaire dans les formules (12), (i3), (a3), (26). Seulement la
partie réelle de a doit alors être renfermée entre les limites que
nous venons d'indiquer (1).


