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MELANGES.

DES TRANSFORMATIONS RATIONNELLES DANS L'ESPACE.

Travaux de M. CREMONA.

GENLERALITES. B

1. Supposons quatre variables homogénes et indépendantes x4,
X4, X3, X4, liées & quatre variables analogues &y, &, £3, £, par les
relations (

(1) Xy L Xy Xy L Xy= QL Pal Q3 Py

ou les ¢ sont des fonctions algébriques, rationnelles, entiéres et ho-
mogeénes d'un méme degré v des .

Si l'on considére les x et les £ comme les coordonnées de deux
points correspondants dans deux espaces a trois dimensions, les re-
lations (1) expriment qu’a un point quelconque de'l'espace (&),
pourvu qu’il ne soit pas commun aux quatre surfaces ¢ = o, ne
correspond qu’un seul point déterminé de 'espace (x), et qu’aux
plans

(2) UX - Xy~ Ay X3+ Ay X3—= 0

(*) Voir Bulletin, t. 1V, p. 65.
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de l'espace () correspondent les surfaces d’ordre v
(3) A Qi+ Az P2+ Ay Qs+ A P4 =—= 0,

qui forment un systéme linéaire triplement infini. )

Supposons maintenant que des relations (1) on puisse tirer les
valeurs des ¢ exprimées rationnellement en fonction des x, ¢’est-a-
dire que les formules inverses des relations (1) soient

(4) 51:52353:&:4:f:ﬁ:ﬁ:ﬁ,

ou les f sont des fonctions entiéres homogénes des x, d’'un méme
degré n.

Cela revient & supposer que le systéme (3) est tel que trois de
ses surfaces prises arbitrairement n’ont qu’un seul point commun,
n’appartenant pas a toutes les surfaces du systéme; d’ou il résulte
aussi qu’a un point quelconque de espace (x), pourvu qu’il ne soit
pas commun i toutes les surfaces f= o, correspond un seul point
bien déterminé de I'espace (£). Des relations (4) on déduit, en
outre, qu'aux plans

(5) aﬁé.—*—d:&—i—as’éa-i—m 24:0;
de T'espace (&) correspondent les surfaces d’ordre n

(6) o fi+ o fot+ o fo+ o fi=o,

qui forment un systéme linéaire triplement infini. En vertu des
relations (1), trois quelconques de ces surfaces se coupent en un
seul point non commun a toutes les surfaces du systéme. Les for-
mules (1) et (4) signifient aussi que chacune des surfaces des sys-
témes (3) et (6) est représentable point par point sur un plan.

2. Pour abréger, nous appellerons homaloide une surface qui
jouit de la propriété de pouvoir étre représentée, point par point,
sur un plan, et homaloidal un systéme de surfaces algébriques qui
satisfait, comme les systémes (3) et (6), aux deux conditions :
1° d’¢tre linéaire et triplement infini; 2° que trois surfaces, prises
arbitrairement dans le systéme, se coupent en un seul point non
commun a tout le systéme. Les surfaces d'un systéme homaloidal
sont nécessairement homaloides.

Ces dénominations peuvent s’appliquer aux figures planes ou-
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tracées sur une surface homaloide; ainsi une courbe homaloide sera
_une courbe rationnelle, et un réseau homaloidal de courbes sera un
systéme linéaire doublement infini de courbes rationnelles dont
deux quelconques ne se coupent qu’en un seul point non commun 2
toutes les courbes du réseau. ’

3. Si I'on donne un systéme homaloidal (3) dans un espace (&),
nous pouvons poser les formules (1), c’est-a-dire établir une cor-
respondance simple entre les surfaces (3) et les plans d’un autre
espace (x), et puis en déduire les formules (4). Nous déterminons
ainsi, dans I'espace (), un nouveau systéme homaloidal (6), que
Pon peut dire inverse du systéme donné. Les deux systémes homaloi-
daux servent de base a deux transformations inverses, toutes les
deux rationnelles, qui existent sans présupposer aucune relation
entre les variables des deux espaces.

11 suffit donc que 'on donne un systéme homaloidal pour que le
systéme inverse et les deux transformations rationnelles inverses,
par lesquelles on passe de I'un a l’autre espace et réciproquement,
soient déterminés.

En d’autres termes, la recherche des transformations rationnelles
dans 'espace (comme dans le plan) est réduite a celle des systémes
homaloidaux.

4. Nous donnerons le nom de fondamental ou principal i tout
point et a toute ligne qui appartient, en commun, a toutes les sur~
faces d'un systéme homaloidal. Deux surfaces quelconques '

Y q q

s

(1) % ay @1+ @ 9+ a; @3-+ a; gs=—o,
7 a9+ d, 9.+ d, 9+, 9, =0

du systéme (3) auront, outre les courbes fondamentales, une courbe
E qui doit correspondre, point par point, a la droite d’intersection
des plans

(8) { A X+ U X3~ Q3 T3+ Ay X4

dix,~ d,z,+ d, x;+ d, zs,

et qui, par suite, est nécessairement une courbe rationnelle. Et
comme la droite (8) rencontre en 7 points une surface quelconque f
du systéme (6), la courbe E, définie par. les équations (7), aura
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et

n points communs avec un plan quelconque (5) de 'espace (£);
donc :

Aux droites de Uespace (x) correspondent des courbes gauches
rationnelles, d’ordre n, dont chacune est déterminée par quatre
conditions. ’

De méme :

Aux droites de U’ espace (£) correspond un systéme quadruple-
ment infini de courbes gauches rationnelles d’ordre v.

Nous désignerons par X une quelconque de ces courbes communes
a deux surfaces fdu systéme (6).

5. Dans l'espace (x), une droite et un plan ont un seul point
commun, si la droite n’est pas entiérement dans le plan; donc :

Une courbe E rencontre une surface ¢ du systéme (3), sur la-
quelle elle n’est pas tout entiére, en un seul point non commiun &
toutes les surfaces ¢ ; ou bien :

. Des vn intersections d’une courbe E et d’une surface ¢, il y en
a vn—1 qui sont situées sur les courbes fondamentales ou qui se
confondent avec les points fondamentaux du systéme (3).

Ces vn — 1 inlersections tiennent lieu de 4(n—1) conditions li-
néaires parmi les 47 conditions qui déterminent, en général, une
courbe rationnelle d’ordre 7, puisque, comme nous I’avons vu, les
courbes E forment un systéme quadruplement infini.

Les courbes X jouissent de propriétés analogues : cela est dit une
fois pour toutes.

6. Je considére un plan @, dans I’espace () auquel correspond,
dans l'espace (&), une surface ¢, du systéme (3). Aux droites de a,
correspondront les courbes E de g¢,, et les sections planes de 9o au-
ront pour images sur a, les courbes d’ordre n d’un systéme linéaire
triplement infini, et tel que deux courbes quelconques du systéme
ont v intersections variables (qui correspondent aux points ou ¢,
est coupée par une droite quelconque). Par suite, si ces courbes ont
m; points i—ples fixes ({=1, 2, 3,..., £ —1), nous aurons les.
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‘\
n*— E vm;=v,
i

L n(n+ 3)—-215(i—:)m.-= 3, , ¢
b} 2

i

3n+v:2im,~—+ 6. .
L i

Soit I un quelconque des m; points i-ples dont nous venons de
parler; a chacun de ces points correspondra sur ¢, une courbe ra-
tionnelle T'; d’ordre i, et 4 une droite G tracée arbitrairement par I
dans a, correspondra une autre courbe rationnelle I',_; d’ordre
n—1i qui, prise avec I';, forme une courbe E, et qui a un point
commun avec I'; (point double pour la courbe E) correspondant au
point infiniment voisin de I sur G. Si G tourne autour de I, T',—;
varie, et le point double parcourt la courbe fixe I';; mais la courbe
E, composée de T'; et d'une des courbes I',_;, peut étre considérée
comme l'intersection (non compléte) de deux surfaces ¢ ; par suite, le
point commun aux courbes I';, I',_;, étant double pour la courbe E,
sera un point de contact entre les deux surfaces ¢; donc tout point
de T'; est un point de contact entre deux surfaces ¢ (ou bien un
point double d'une surface ¢); mais le lieu des points de contact
entre les surfaces ¢, ou des points doubles des surfaces ¢ est la ja-
cobienne du systéme (3), c’est-a-dire une surface de 'ordre 4(v—1);
donc la courbe T'; située sur 9o, qui correspond au point I de a,, se
trouve aussi sur la jacobienne des surfaces g.

Comme les surfaces f'de (x) correspondent aux plans de (&), les
courbes d’ordre n du systéme linéaire, dont nous venons de nous
occuper, ne sont autre chose que les traces des surfaces f sur le
plan a,, et les m; points i~ples (parmi lesquels se trouve I) seront
les intersections de ce plan avec une courbe C"‘. d’ordre m;, i—ple
pour toutes les surfaces f. Réciproquement, si une courbe E se dé-

compose, son image, qui est une droite, doit passer par un point I.
Donc :

deux relations

qui donnent

A tout point d’une courbe fondamentale i-ple pour toutes
les surfaces f de Uespace (x) correspond une courbe rationnelle
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d’ordre i, dont le lieu géométrique est une surface qui fait parue
de la jacobienne des surfaces ¢. '

L'ordre de celieu sera égal au nombre des intersections (non fixes)
d’une courbe quelconque X avecla courbe fondamentale i—ple de
Pespace (). Son genre sera aussi égal au genre de la courbe fon-
damentale correspondante.

7. S'il existe une courbe fondamentale parmi celles de 1’espace ()
qui ne soit rencontrée par les courbes X en aucun point non fixe,
la surface qui lui correspondra sera d’ordre zéro, c’est-a-dire qu’a
un point quelconque de cette courbe correspondra une courbe fixe,
qui doit se trouver sur chacune des surfaces g, et qui est, par consé-
quent, une courbe fondamentale de I'espace (£). Si la premiére
courbe est i—ple pour les surfaces f et d’ordre 7, la seconde courbe
sera de I’ordre Z et multiple suivant i’ pour les surfaces ¢. La relation
entre les deux courbes est réciproque; en d’autres termes, a chaque
point de la seconde courbe correspond toute la premiére courbe, et
la seconde courbe n’est coupée en aucun point par une courbe E
quelconque. .

8. Une droite rencontre la jacobienne des f en 4(n—1) points;
donc une courbe E quelconque coupe en 4(n —1) points I'en-
semble des courbes fondamentales et des points fondamentaux de
Pespace (£); mais 4 (n — 1) est précisément le nombre des condi-
tions linéaires communes aux courbes E, puisqu’elles forment un
systéme quadruplement infini; donc la condition de rencontrer les
courbes fondamentales et les points fondamentaux de I’espace ()
en 4 (n —1) points détermine complétement les courbes Z.

Quand une courbe Z se décompose en deux courbes I';, T',_;, la
premiére appartient a une série simplement infinie qui fait partie
de la jacobienne des ¢; la seconde, au contraire, correspondant a
une droite qui passe par un point I [d’une courbe fondamentale
i—ple dans (x)], appartient & un systéme doublement infini : elle
est assujettie a 4(n — 1) — 2 conditions. L'une de ces conditions est
de rencontrer I'; en un point; donc T',_; rencontrera les courbes
fondamentales et les points fondamentaux de l'espace (&) en
4(n— 1) — 3 points. Ces points correspondront a ceux ou la droite
correspondant a I',_; coupe la jacobienne des f" en dehors de I; donc,.
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si nous nommons A; le degré de multiplicité de la courbe fondamen-
. tale i-ple de I’espace (x) pour la jacobienne des f, nous aurons

f(n—i)—3=4(n—1)— ki
d’ou .
ki=4i—1,
ou bien :

Une courbe fondamentale de Uespace (x), i—ple pour les f
et coupée par les courbes X, est multiple suivant 4i —1 pour la
jacobienne des f.

La courbe T';, appartenant A une série simplement infinie, est
assujettie & 47—r1 conditions linéaires, c’est-a-dire coupe en 4i—1
points les courbes fondamentales de l'espace (£); I est un point
(4t —1)-ple pour la jacobienne des f, ce qui concorde avec la
conclusion ci-dessus.

9. Si la courbe fondamentale i-ple pour les f est telle que les
courbes X ne la coupent pas, auquel cas une courbe fixe I'; fonda-
mentale dans I’espace (£) correspond a chacun de ses points (n° 7),
les courbes I',,_; qui, avec T';, composent une courbe E, appartien~
nent & un systéme triplement infini; car elles correspondent aux
droites qui coupent la courbe i-ple pour les f en un point non
donné ; elles sont donc assujetties a 4 (2 — i) — 3 conditions. Une
de ces conditions consiste en ce qu’elles doivent couper I';; les autres
4(n — 7)— 4 conditions consistent en autant de rencontres avec les
courbes fondamentales et les points fondamentaux de I'espace (£).
Nous aurons donc, dans ce cas,

b(n—i)—f=4(n—1)—k,
ou k;= 4i, ce qui revient a dire que \
Une courbe fondamentale de l’espace (x), i-ple pour les f,

qui r’est pas coupée par les courbes X en des points non Sixes, est
multiple suivant 4i pour la jacobienne des f.

Si la courbe en question est de ordre i/, une courbe d’ordre i lui
correspond dans I'espace (), et elle est i'—ple pour les ¢ et 4 i'~ple
pour la jacobienne des ¢.
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10. Si deux courbes fondamentales de 1’espace (x), multiples
pour la surface f, I'une suivant ¢, 'autre suivant j (j2i), ont un
point commun, a ce point correspondra une courbe qui se décom-
pose en deux courbes I';, T';_;, dont la premiére sera commune aux
deux surfaces qui font partic de la jacobienne des surfaces ¢ et
correspondent a ces deux courbes fondamentales de I'espace ().
Comme cas particulier, si une courbe fondamentale de I'espace (x),
i-ple pour les f, a un point double, a ce point correspondra une
courbe T'; double pour la surface correspondant a cette courbe
fondamentale.

11. Nous avons déja vu qu’a un point 1 d’'une courbe fondamen-
tale de I'espace (x), i~ple pour toutes les surfaces f, correspond
une courbe rationnelle I';, d’ordre i. Si T; est tout entiére dans un
plan, & ce plan correspondra une surface f pour laquelle I est un
point (i-+1)-ple. En effet, 4 une droite tirée arbitrairement
par I correspondra une courbe T',_; d’ordre n — 7, qui a un point
commun avec ['; et, par suite, coupe le plan de cette courbe en
n—i—1 autres points. Donc la droite arbitraire menée par I
coupe la surface f correspondant au plan de I'; en n— i— 1 autres
points ; cela veut dire que pour cette surface fle pointI est multiple
suivant 2 — (n—i7 — 1) = i -+ I.

Si i =1, aux plans passant par une droite I'; correspondent des
surfaces f pour lesquelles I est un point double. Si deux droites
analogues 4T"; sont dans un méme plan, 4 ce plan correspondra une
surface f'donnée de deux points doubles, etec.

12. On démontre dela méme maniére que, siles font une courbe
fondamentale i—ple et d’ordre 7 & chacun des points de laquelle
corresponde une courbe fixe plane (i’—ple pour les ¢ et d’ordre ¢),
au plan de cette courbe correspondra une surface f, pour laquelle
la premiére courbe sera multiple suivant i + 1,

13. Si les surfaces ¢ ont un point fondamental commun Q par
lequel passent p branches de chacune des courbes E, toute droite
de l'espace () renfermera p points correspondant a Q, c’est-a-dire
qu'une surface d'ordre p correspondra & Q: ou encore, la sur-
face f qui correspond & un plan quelconque passant par Q se dé-
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compose en deux surfaces, I'une fixe et d’ordre p, I'autre variable et
. formant un réseau d’ordre n — p, projectif au réseau des plans pas-

sant par Q. Si le point Q absorbe p’ conditions pour la courbe E,
cette surface d’ordre p tiendra lieu d’une surface d’ordre p’ dans la
jacobienne des f3 c’est-a-dire que p’ sera un multiple de p, et la
surface d’ordre p correspondant a Q devra étre compiée p' :p
fois dans la jacobienne des f.

14. Par exemple, si Q est un point (simple ou) multiple suivant
un nombre } pour les g, et si ces surfaces n’ont pas en ce point (un
plan tangent ou) un coneosculateur fixe, les p tangentesd'une courbe
quelconque E ne sont assujetties a aucune condition; dans ce cas,
on a p' = 2p; par suite, la surface d’ordre p correspondant a {
doit étre comptée deux fois dans la jacobienne des f. A une section
plane de la surface d’ordre p correspond la série des points infini-
ment voisins de Q d’une surface ¢; cette série est projetée du point
Q par un coéne d’ordre A. Donc la surface d’ordre g correspondant

4 Q est homaloide, et les images de ses sections planes sont des
courbes d’ordre A.

15. Second exemple: Si Q est un point simple pour les surfaces
@, et si ces surfaces ont entre elles, en ce point, un contact d’ordre
p— 1, on aura ' = (p-+1)p; cela revient a dire que la surface

d’ordre p correspondant a £} sera comprise p —+ 1 fois dans la ja-
cobienne des f.

16. Soit Q un point A-ple pour les ¢ et p—ple pour les E.
Comme toute surface f correspondant a un plan passant par £ se
décompose en un lieu fixe d’ordre p et en une surface d’ordre n— >
a toute droite issue de Q correspondra une courbe X' commune a
une infinité de surfaces d’ordre n — p et formant un faisceau. Les
courbes X' sont de 'ordre p — 2, car c’est la le nombre des inter-
sections autre que Q d’une droite issue de ce point avec une sur-
face g; elles forment un systéme doublement infini, parce qu’elles
correspondent aux droites qui passent par un point fixe. Une courbe
X' est donc assujettie a 4(p — A) — 2 conditions, car elle doit ren-
contrer en 4 (p — A) — 2 points '’ensemble des courbes fondamen-
tales et des points fondamentaux de I'espace (x). A ces points
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correspondront ceux ou une droité quelconque menée par { coupe
la jacobienne des ¢ en dehors de £2. Si donc nous indiquons par m
I’ordre de multiplicité du point Q pour la jacobienne, nous aurons

flp—2)—2=4(p—1)—m,
d’ou
T=4A—2;
donc :

Un point fondamental de l’espace (&), A-ple pour toutes les
surfaces g, est (42 — 2)—ple pour la jacobienne des surfaces .

17. 11 résulte de ce qui précéde que, s’il y a dans 'espace (x)
une courbe fondamentale C, d’ordre r et i—ple pour les surfaces
/> il lui correspond une surface qui fait partie de la jacobienne des
surfaces ¢, et qui coupe toute surface ¢ suivant une des courbes
fondamentales de I’espace (£) et suivant r courbes d’ordre Z, qui
correspondent aux points ou C, coupe un plan quelconque du
premier espace. Réciproquement, la partie de la jacobienne des ¢
qui correspond (n°13) 4 un point fondamental O de I’espace (x)
n’aura aucune ligne commune avec une surface ¢ quelconque, &
Pexception des courbes fondamentales de I'espace (£); car un plan
quelconque de I’espace (x) ne passe pas par O.

18. Une transformation rationnelle n’est complétement déter-
minée que si 'on connait pour chacun des deux espaces I’ensemble
des courbes et des points fondamentaux, le systéme des surfaces
homaloides ¢ ou f; et les différentes parties de la jacobicnne corres-
pondante. La transformation est définiequand on connait le systéme
homaloidal et I'ensemble des lignes et des points fondamentaux; les
autres éléments peuvent se déterminer au moyen des théorémes que
nous venons d’exposer.

Je vais faire voir maintenant comment on peut obtenir tous les
systémes homaloidaux dont une surface donnée fait partie.

19. Soit o, une surface homaloide de degré r dont on connait une
? 8

représentation (point par point) sur un plan II. Toutes les autres.

surfaces homaloides de degré r, ayant les mémes points multiples et

les mémes lignes multiples que 9,, couperont, en outre, cette sur-

face suivant des lignes dont les images sur II formeront un certain
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systéme 3. Prenons sur II un réseau homaloidal de courbes K, de
maniére que chacune de ces lignes, prise avec un lieu fixe A (un
ensemble de lignes, que I'on peut méme compter plusieurs fois),
forme une courbe du systéme Z. Une courbe K, formant avec A
I'image de P'intersection de ¢, avec une autre surface analogue g,
détermine un faisceau ¢, + ;9,3 de méme, si K,, K; sont deux
autres courbes du réseau qui n’appartiennent pas au méme faisceau
que Ky, les deux faisceaux @, —+ o2 Qay Qs —+ %3 P seront déterminés ;
et, comme les trois faisceaux ainsi obtenus ont une surface com-
mune g,, ils déterminent un systéme linéaire triplement infini

oL@+ a2 + A3 Ps + Py — O,

qui est évidemment homaloidal et peut, par suite, servir de base a
une transformation rationnelle d’ordre v (n°® 3). Le degré des sur-
faces f, oule degré de la transformation inverse, n’est autre chose
quel’ordre des courbes de 9, dont les courbes K sont les images. Outre
les points et les courbes multiples des surfaces g, les lignes de g,
qui ont pour images sur II le lieu A sont aussi forndamentales,
c’est-a-dire communes & toutes les surfaces ¢.

En faisant varier le lieu A et le réseau des courbes K de toutes
les maniéres possibles, on obtiendra toutes les transformations dans
lesquelles on peut ‘employer la surface donnée 9,.

20. Les courbes K sont les images sur TI des courbes E {n° 4)
qui se trouvent sur ¢,. Si une courbe E se décompose, une des
courbes partielles est commune a la jacobienne des ¢ (n° 6); mais,
dans ce cas, ou bien la courbe K correspondante se déeompose
aussi, ou bien cette courbe a une branche de plus qui passe par un
des points fondamentaux del'image II. Dans la premiére hypothése,
une des lignes composantes fait partie de la jacobienne du réseau
des K; dans I'autre hypothése, le point fondamental en question
sera précisément I'image de cette partie de E qui est commune a 9
et a la jacobienne des 9. Donc les points fondamentaux de la re-
présentation 11 et les courbes qui forment la jacobienne des K
constituent ensemble les images des courbes non fondamentales
qui sont communes & ¢, et & la jacobienne des v, ¢ est-a-dire des
courbes qui correspondent aux intersections des lignes fondamen-
tales de l'espace (x) avec le plan correspondant & o,.
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Par suite, si aux points fondamentaux de II et aux parties de la
jacobienne des K correspondent, sur g,, 2, droites, 2, coniques,...
A, courbes rationnelles d’ordre p,..., les surfaces f auront, en com-
mun, une courbe simple d’ordre 1,, une courbe double d’ordre 2,,...
une courbe p-ple d’ordre 4,.... Le genre de ces courbes, leurs in-
tersections, la décomposition de quelques-unes d’entre elles se
manifesteront par des choix analogues dans les divers lieux géo-
métriques qui composent la jacobienne des ¢; et ces lieux se déter-
mineront en examinant les conditions auxquelles sont assujetties les
droites, les coniques,..., les courbes rationnelles d’ordre p,..., qui
correspondent aux points fondamentaux de IT et aux lignes de la
jacobienne des K.

Mais un exemple sera plus utile pour I’exposition de la méthode
que toute autre considération. J'emploierai le symbole (v, n) pour
exprimer deux transformations inverses pour lesquelles les ¢ et les f
sont respectivement de l'ordre v, 2 (*).

' (A suivre.)

(*) Les résultats des travaux de M. Cremona sur les transformations rationnelles
dans l'espace ont été exposés devant I'Institut Royal Lombard dans les séances du
4 mars et du 1°F juin 1871; une partie de ces résultats a éte communiquée aussi a la
Société des Sciences de Gottingue (Nachrichten, 1871, n® 5, et Mathematische An-
nalen, 1. 1V, p. 213). Le Mémoire de M. Noether : Ueber die eindeutigen Raumtrans-
formationen, a eté publié a la méme epoque ( Mathem. Annalen, t. 111, p. 547).

4 mai 1874.
Ed. Dewurr,
Chef de bataillon du Génie,



