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MELANGES.

MEMOIRE SUR LES INTEGRALES DEFINIES, PRISES ENTRE DES LIMITES IMAGINAIRES (* )

Par M. A.-L. CAUCHY.

1. Dans un Mémoire présenté a I’ Académie des Sciences le 28 oc-
tobre 1822, ainsi que dans le 19° Cahier du Journal de U'Ecole
r:qyale Polytechnique, et dans le résumé des Lecons données a cette
Ecole, j’ai fait voir comment on pouvait parvenir i fixer, dans tous

les cas possibles, le sens que I'on doit attacher a la notation

X
. S(z)dz,

destinée a représenter une intégrale définie, prise entre des limites
réelles xo, X, quelle que fit d’ailleurs la fonction, réelle ou imagi-
naire, désignée par f(x). J’ai prouvé qu'une intégrale de cette
espéce, lorsque la fonction f(x) devient infinie entre les limites de
I'intégration, est en général indéterminée, en sorte qu’elle admet
une infinité de valeurs, parmi lesquelles il en existe une qui mérite
une attention particuliére, et que j’ai nommée valeur principale.
Enfin j’ai montré que la considération des valeurs principales des
intégrales indéterminées, jointe a la théorie des intégrales singu-
liéres que J’avais exposée pour la premiére fois dans un Mémoire de
1814, suffisait pour établir une multitude de formules générales, a
I’aide desquelles on pouvait évaluer ou du moins transformer les
intégrales définies. Je me propose aujourd’hui d’appliquer les prin-
cipes qui m’ont guidé dans ces recherches aux intégrales prises
entre des limites imaginaires. On sait que I’emploi de ces derniéres
intégrales a conduit M. Laplace & des résultats dignes de remarque.
Dans ces derniers temps, M. Brisson nous a dit s’étre servi avec

(*) Nous croyons étre agréable a nos lecteurs en réimprimant ici ce Mémoire devenu
si rare, et qui compte parmi les plus beaux de Cauchy. Si cette publication est bien
accueillie, nous donnerons aussi le Mémoire Sur les rapports qui existent entre le
Calcul des résidus gt le Calcul des limites, qui a été tiré en francais a un trés-petit
nombre d’exemplaires.
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succés de ces mémes intégrales et de leur transformation en intégrales
définies ordinaires, pour développer des fonctions données en séries
composées de termes proportionnels & des exponentielles dont les
exposants suivent des lois connues. Enfin un jeune Russe, doué
de beaucoup de sagacité et trés-versé dans I’ Analyse infinitésimale,
M. Ostrogradsky, ayant aussi recours a ’emploi de ces intégrales
et a leur transformation en intégrales ordinaires, a donné une dé-
monstration nouvelle des formules que j’ai précédemment rappelées,
et généralisé d’autres formules que javais présentées dans le
19° Cahier du Journal de I Ecole royale Polytechnigue. M. Ostro-
gradsky a bien voulunous faire part des résultats principaux de son
travail. Mais ni ce travail, ni aucun des Mémoires publiés jusqu’a
ce jour, sur les diverses branches du Calcul intégral, n’ont fixé le
degré de généralité que comporte une intégrale définie, prise entre
des limites imaginaires, et le nombre des valeurs qu’elte peut
admettre. Telle estla question qui va faire I’objet de nos recherches.
On verra que sa solution dépend du calcul des variations et de la,
théorie des intégrales singuliéres, et qu’elle fournit immédiatement
un grand nombre de formules propres soit a I'évaluation, soit a la
transformation des intégrales définies. Ces formules comprennent,
comme cas particuliers, celles que j’ai déja mentionnées, et celles
que quelques géométres ont obtenues depuis peu par d’autres voies.

2. Pour fixer généralement le sens de la notation
+ X //,_\
() Sf(z)dz,

Zo

Zo, X désignant des limites réelles, et f(x) une fonction réelle ou
imaginaire de la variable x, il suffit de considérer I'intégrale définie
représentée par cette notation comme équivalente & la limite ou a
I'une des limites vers lesquelles converge la somme

(2) (21— @0)f (#0) + (@ — @) f(@) F . .-+ (X — @) f(20r),
lorsque les éléments de la différence X — x, savoir,
(3) Xy— Xy Xy— Liyeovy X — Zuiy

étant des quantités aflectées du méme signe que cette différence,
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regoivent des valeurs numériques de plus en plus petites. Donc, pour
embrasser dans la méme définition les intégrales prises entre des
limites réelles et les intégrales prises entre des limites imaginaires,
il convient de représenter par la notation

X+Yy=i
d
(4) -£+hﬁ7ﬂ”z

la limite ou I'une des limites vers lesquelles converge 1a somme des
produits de la forme

S [(#—20)+ (=) y =1 ] f @0+ 32 V=1),
5) 1 L@—a)+0i—r)V=1lfle+py—1),

[(X — z0-)+ (Y — o) V=1 f (@0 + pociV=1),

lorsque, chacune des deux suites

(6)

g Toge Ly Layeo vy Xp—iy X-,
'7'09 )”1, }‘2;-'-, yn—lv Y
étant composée de termes qui aillent toujours en croissant ou en
décroissant depuis le premier jusqu’au dernier, ces mémes termes
se rapprochent indéfiniment les uns des autres, et que leur nombre

croit de plus en plus. Pour obtenir deux suites de cette espéce, il
suffit de supposer

(7) x=09(t), y=1yx(t),

¢(t), x(t) étant deux fonctions continues d’une nouvelle variable ¢,
toujours croissantes ou décroissantes depuis ¢ = t,, jusqu'a t =T,
et assujetties a vérifier les conditions

CP( to):xh X( to) :yoy
8
( ) CP(T):X, X(T):Y;

puis de représenter par

F .
Xoy Xy Layeovy Xn—iy X’

Yos Yis Yasevvs Yntr Y .

les valeurs de x et de y correspondant & des valeurs de ¢, qui’

Y
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composent une série croissante ou décroissante et de la forme
(9) o, tiy tyyoooy tay, T.

Admettons cette hypothése, et désignons par A + B \/— 1 la valeur
correspondante de I'intégrale (4): on aura, a trés-peu prés,

[ _xo-——( v— 6) 9" (), yi—re=(t— t)7 (&),
(10) Z2 =(L—1t)e (1), == (L—t)y'(t),
.................... , e ey

X - (T - In—l) (tn—-l) Y - _7‘!1—! = (T - tu—l )X’( tn—l)’

et par conséquent I’expression imaginaire A + B \/-— | sera sensi-

blement égale, en vertu des principes ci-dessus établis, a la somme
des produits

(t— &) [ (t) + V=17 (t)] o to>+¢——rx t)],
(tz—t.)[cp’(t‘)+s/—_1x )]f[cp v—rx( t)],

(11)
(T — ta_)[ ¢ (£ass) +\/~'x - )]f[@(tn_.) +v~rx<tn-l)],

ou, ce qui revient au méme, 4 I'intégrale définie

T R _
[ [ () + V=17 (1)) £Lo(8) + V=ry(0)]dt.

On aura donc
_ T S R
(12) A—+—B\/—1:‘/tI [cp'(t)+\/—1x’(l)]f[(p(t)+\/—lx(t)]dt;

et si l'on fait, pour abréger,
(13) (=2 x()=y
on trouvera simplement

- I T . —
(14) A+B\/—1:[ (& + 5 V=i) f (@ + yy=1)dt.

o

3. Concevons maintenant que la fonction f (x “+y \/— I ) reste
finie et continue, toutes les fois que x reste compris entre les
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limites x,, X, et y entre les limites y,, Y. Dans ce cas particulier,
on prouvera facilement que la valeur de l'intégrale (4), c’est-a-

dire I'expression imaginaire A + B \/— 1, est indépendante de la
nature des fonctions

z=9¢(t), y=ryx(t).

En effet, si ’on attribue a ces fonctions des accroissements infi-
niment petits et de la forme

(15) cu, ¢€v,

¢ désignant un nombre que I’on supposera infiniment petit du pre-
mier ordre, et u, v deux fonctions nouvelles de la variable ¢, qui
devronts’évanouir pourles deux limitest =+¢,, £ =T, 'iniégrale (12)
ou (14) recevra un accroissement correspondant que l'on pourra
développer suivant les puissances ascendantes de ¢, de maniére a
obtenir une série dans laquelle le terme infiniment petit du pre-
mier ordre sera le produit de ¢ par I'intégrale

vy | o) V=0 )
+ (W V=1) f (2 —yy=1)]dt

Or, comme on trouvera , en intégrant par parties,

j:T(u’—{—v’\/:T)f(x—;—y\/:T)dt ‘

= [ e VT (e ) f )

il est clair que l'intégrale (16) se réduira d’elle-méme & zéro, et
accroissement de A -~ B \/—1 4 un infiniment petit du second
ordre, ou d’un ordre plus élevé. 1l est aisé d’en conclure que, si
chacune des fonctions x, y, recoit successivement des accroisse-
ments infiniment petits du premier ordre dont la somme présente
un accroissement fini, 'accroissement correspondantde A B y—1
sera infiniment petit du premier ordre, c’est-a-dire nul. On peut
remarquer d’ailleurs que I'intégrale (16) n’est autre chose que la
variation totale de I'intégrale (14) par rapport aux variables x, y,
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considérées comme des fonctions inconnues de ¢. Si, en adoptant
les notations de Lagrange, on posait

(17) u=290x, v=20y,

P'intégrale (16) se présenterait sous la forme

[ (e (s =)
(18) +f @y V=13 (& + y y=1)] dt
| = [Ty s

Ainsi la démonstralion du principe ci-dessus énoncé repose sur
cette seule observation quela variation de I'intégrale (14) est nulle,
ce qu’on pouvait prévoir, d’aprés les principes du calcul des varia-
tions, attendu que la fonction sous le signe [ se réduit, dans cette
intégrale, 4 une différentielle exacte.

4. Supposons maintenant que la fonction f (x—+y —1)

devienne infinie pour le systéme des valeurs
r=a, y=2=0,

correspondant a la valeur

t=r1 A

/

de la variable t; z = a + b \/— 1 sera une racine de 'équation

1

(19) 7
Désignons d’ailleurs par fla limite vers laquelle converge le produit

[ —a—+(y—b)Y—1]f(z+ry—r1),

tandis que que x converge vers la limite @, et y vers la limite b; et
soit toujours ¢ un nombre infiniment petit: on aura, sans erreur
sensible,

(20) f=cf(a+by=1i-+c¢).
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Si, de plus, on nomme A’ B’ \/—1 ce que devient A + B \/[—1

quand les variables x, y recoivent les accroissements infiniment
petits cu, ey, on aura encore

AN+ BYV=i— (A+By=1)

:fT[x’—l—eu’—i—(y’—t—eu’)\/:]f[x—i—eu—i—(y—r—ev)\/——_x] dt

(21) o
T
( —-f (z' -+ 9" —1) flz +yy—1)dt.
\ [
Or la différence entre les intégrales comprises dans le second
membre de l’équation (21) sera toujours sensiblement nulle,
excepté lorsque x différera trés-peu de a, et y de b, c’est-a-dire
lorsque t différera trés-peu de z. On pourra donc, sans altérer cette
différence, substituer aux limites des deux intégrales d’autres limites
trés -rapprochées de 7, et remplacer, en conséquence, les intégrales
dont il s’agit par des intégrales définies singuliéres. Cela posé, fai-
sons

(22) t=1+ ew.

Désignons par
a, 8, Vs a8,
les valeurs de
' y's u, 0
correspondant & ¢ = 7. Enfin soient 1, p deux quantités réelles
déterminées par 1’équation

(23) A+ py—1= y—%——_—_{a
a+8y—1
de laquelle on tire
o0 — 8y
(24) [‘("_ 0(2+62

On aura sensiblement, pour des valeurs trés-petites de e w,

i S = N
(@ y V=) f(z+ry I>fo+a+(y—b)\/:_l ¢
(2 ew'+ (y'+ e )y—1] flo+cu+(y+ev)y—1]

. f 1

1
-
w

P g
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et comme, pour renfermer la variable ¢ entre des limites peu diffé-
rentes de 7, il suffit de renfermer w entre les limites

1 I
W—=——y W—-+ —

. Ve Ve
on tirera de 'équation (21)

‘A’+B’\/:T~(A+ B/—1)

1

(25) ff ff‘/‘ dw
o xw-}—?\-L—[J.\/—[ .

T
C

On doit observer que I'intégrale

dans laquelle la fonction sous le signe f devient infinie pour w = o,
est indéterminée; mais, si 'on réduit cette intégrale i sa valeur
principale, c’est-a-dire a zéro, et si 'on pose en outre ¢ = o, on
trouvera

A’+—B’~/:—(A+B\/:)__f\/_[f pdw

(w7 + p’
ou, ce qui revient au méme,
(26) AN+B V—1—(A+By—1)=5nly—r.

Dans cette derniére formule, le signe supérieur ou inférieur devra
étre préféré, suivant que la quantité p et la différence

ad — 8y

seront des quantités positives ou négatives, c’est-a-dire, en d’autres
termes, suivant que l'expression

(27) x'v—y'u=2x'3y —yox

obtiendra une valeur positive ou négative, en vertu de la supposition
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particuliére t = 7. Donc, si les accroissements des fonctions x, y,
savoir, eu, ¢y, viennent a changer de signe, le second membre de
P’équation (26) en changera lui-méme; et si 'on nomme

A” + B” \/—I
, . . .. . ,
Pexpression imaginaire qui remplacera dans cette hypothése

. A+ B VT,

on aura
(28) A"+ B V=1— (A+By—1)=nfy—r.

Ajoutons que, dans les formules (26) et (28), A -+ B/— 1 désigne
non pas la valeur générale de l'intégrale (14), qui, en vertu de
Ihypothése admise, est indéterminée, mais sa valeur principale.
(Poir le Résumé des Legons données & I’ Ecole royale Polytech-
nigue.)

Si I’on combine’équation (28) avec ’équation ( 26), on obtiendra
la suivante :

(29) A’ +B"J—1 — (A + B J:) =toanfy—1,

dans laquelle A’+ B y—1, A”+ B’ \/— 1 représentent deux inté-
grales complétement déterminées.

5. La formule (26), que nous avons déduite de la considération
des intégrales singuliéres, peut encore étre établie par une autre
méthode que nous allons indiquer. Supposons

(30) fa)=—" 1 w(a),

Z—a—by—1

et concevons de plus que la fonction

(31) w(z):(z—a—b\/:)f(‘%)—f,

z—a—by—1

e,

représentée par une fraction dont les deux termes s’évanouissent en

vertu de 'hypothése z=a + b \/— 1, ne devienne point alors in-
Bull. des Sciences mathém. et astron., t. VI. (Decembre 1874.) 18
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finie : on tirera des équations (21) et (30) Lo
AN+B =1 —(A+By=1)
T ! ’
:f[ 2 et (V) y—1
A x—a+cu—(y—>b-ev)y—1
_ x’—%-'y"\/——l_ dt
x—a+(y—>b)y—1
T -
J—f ;[x’—%—au’—i-(y’—)—ev’)\/—l]
Z,

o

(32)

w2+ eu+(y+ev)y—1)

— (&' +y y=1)w(a +yy=1)|dr
Or, la fonction & (z) conservant une valeur finie, lors méme qu’on
suppose z = a + b \/— 1, les deux intégrales

f 2 et +(y + eV )W—1]w [ 2 +eu--(y-ev)y—1 |dt,
(33)
x—J—va—x) (2 4y y—1)dt

seront equlvalentes entre elles, puisqu’elles représenteront la va-
leur unique de 'intégrale

X4 Yy=1
f _ w©(z)da. TN

o+.70\/’_l

D’autre part, il est facile de s’assurer que 'intégrale

/ 24w 4 (Y e )W —1 . x4 = -dt
xr—a+eu+(y—b+ev)y—1  z—a+(y—b)y—r1

B = llw—a+eup+(y—b-+reof]— L@ —ap+(y—by]
—l—(arctang'g——:ft% arclangy )\/—H-const

étant prise entre les limites t =t,, t="T, et réduite a sa valeur
principale, sera équivalente au produit

Fry—rI.
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En effet, puisque les fonctions u et v s’évanouissent a ces deux
limites, la partie réelle de I'intégrale (54), savoir

1 [(z—a+eu)+(y—>b+co)
e ==t

. o s 0
se réduira, pour 'une et 'autre limite, a 5 ¢(1)=o. Quant au

coefficient de \— 1 dans I'intégrale (34) il peut étre présenté sous
la forme

(x—a)v—(yr—h)u
arctang [s (x—a)(x—a-+eu)+ (y—b,(yr—b—+ eu)]‘

Or il est aisé de voir que ce coefficient produira un terme de la

N . . ..
forme = ;;- \/— 1 dans Vintégrale (34) prise entre les limites ¢ = ¢,

 —
t =1, et un second terme de la forme == '; y—1, dans la méme

intégrale prise entre les limites ¢ = 7, 1 = T. La somme de ces deux

termes sera 5= \/-— 1, el par suite 1’équation (32) se trouvera
réduite a la formule (26).

6. Les formules que nous venons d’établir supposent que la
constante désignée par f conserve une valeur finie, ce qui n’aurait
plus lieu, si I’équation (19) acquérait plusieurs racines égales a
Iexpression imaginaire @ -+ b y—1. Admettons cette derniére
hypothése, et désignons par m le nombre des racines dont il s’agit.
Soient, en outre, A’ B y—1, A”4- B’ /—1 les deux expressions
dans lesquelles se transforme I'intégrale (14), quand les variables x,
y recoivent : 1° les accroissements infiniment petits e, ev; 2° les
accroissements — ¢u, — ¢y. Enfin posons, pour abréger,

(35) (z—a—by—1,f(z)=1(3).
L’équation (29) devra étre remplacée par la suivante :
{ A” - B \/:—-(A’—!—B’ \/:)

T J—
f[x——eu H+(y —ev)V—r1

= [ [x’-eu’+(y’—sv’)\/:][

i,

flz+ecut(r-+eo)/—1]

x—a—cu+(y—b—eo)y—i|

T
— [ [x’—i—au’—l—(]’—i— sv’)\/:]
v,

18.

[x—a+eu+(y—b-+eo)y—1|"

dt

dt.
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Or la différence entre les intégrales comprises dans le second
membre de I'équation (36) sera trés-petite, excepté dans le cas ou
la variable x différera trés-peu de a, et la variable y de &; dans ce
dernier cas, les expressions

(37) 2—a—cu+(y—b—co)y—1, z—a+cu+(y—b+co)y—1
seront elles-mémes fort rapprochées de zéro, et, si 'on développe

les fonctions

flo—ecut(r—co)V=1l, flz+cu-+(r+ev)y—1]

suivant les puissances ascendantes des expressions dont il s’agit, on
pourra, sans craindre qu'il en résulte des erreurs sensibles, sup-
primer, dans les développements obtenus, les termes qui renfer-
meront des puissances d'un degré supérieur a m. Cette seule consi-
dération suffit pour évaluer le second membre de I’équation (36).
Si, pour plus d’exactitude, on pose

t(a) =t(atby=D)+ V=0 (=)

(38) +f(m_l)(a-,_b\/—”(z—a—b\/:)m—'

1.2.3...(m—1)
+(z —a—by—1)"w(2),

la fonction & (z) conservera en général une valeur finie, et I’équa-

tion (36) donnera
_ - VR
AI/_*_‘B//\/__I_<AI+ B'\/——-I) /

:sof(a+b\/—_x)+il'f’(a+b\/——:)+...

Sz m—2) —

+ 1.2.3...(m—2)f( (a—l—b\/ ')

S (m—; V=1

(39) + 1.2.3...(m~—1)f V(a+b 1)

+ IT%[x'—l—eu’—i- (9’ —ev')V—1]

[)

X wle—eut (y—ev)y—i]
—[&'+ cu' + (y + e’ )y —1]
' X w [z +eu—+ (y+ev)y—r1]|de,
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s, représentant une intégrale déterminée par la formule

T
o f
to

' — e +(y —ed ) V—1
[z—a—eu+(yp—b—co)y—1"™

(40)

. '+ eu - (Y +ev' )y —1 dt
[t—atcu+(y—b4eo)y—1i ™)

Or le dernier terme de la formule (39) s’évanouit, aussi bien que
le dernier terme de la formule (32). De plus I'intégration indiquée
dans I’équation (40) peut s’effectuer, et I'intégrale définie qui en
résulte est toujours nulle, excepté dans le cas ou l'on suppose
m—n =1,n=m— I, auquel cas on trouve

(41) Sm——t:i27f\/:—;.

On arrive encore 4 la méme conclusion, en observant que la fonc-
tion sous le signe f, dans l'intégrale s,, n’a de valeur sensible
qu’entre des limites de ¢ fort rapprochées de 7, d’ou il suit que cette
intégrale peut étre considérée comme une intégrale singuliére.
D’ailleurs, si l'on fait, comme au n° 4, ¢ =1 -+ ¢w, la fonction
dont il s’agit sera sensiblement équivalente, pour de trés-petites
valeurs de ew, au produit

( 1 g o+ 8 \/———1
&5 | [ v oy - VI
. a-+6y—1 .
e+ 6Y—1)w+(y+9 \/:T)]”“"g

1 T ,
(42) e+ 8y —1) [(w —h—py— )

I
- KW +)\ -+ P» ¢‘::__l)m-—n:|
_ 1 { I
(a + 8 \/:‘;)m—n~1 2 [ b— 1 —¢ ()\ -+ P v-_—l)]m—-n

- [t—-r—l—e()\-;—m/“_“,)J:n_,‘g;

et comme, pour des valeurs sensibles de ew =t — 7, ce produit se
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réduit a trés-peu prés a

I 1 1
(43) e ==~ =)

c’est-a-dire & zéro, nous conclurons que, dans I’équation (40), on

peut substituer ce produit a la fonction sous le signe f. On aura
donc a trés-peu prés

1 T !
(44) " (o =+ 6\/:——1)'""‘-‘»/; %[t— r—eld+ py—u)"™"

— r d
[t~—r+e(l+m/—n)J"“"‘ t

De plus, comme on trouvera généralement, en supposant m—n_>1,
/ f
1
- dt

(45) [t—_f"‘"a()\—i—p\/:)]m—n

1 I
mn= i T e (=

I

I

[(—r—e(ht py—n)]

\ [t—r+eldvpy—r)["™"

-+const.,

et que la fonction de #, comprise dans le second membre de 'équa-
tion (45), s’évanouira sensiblement aux deux limites t = ¢, t =,
il est clair que le second membre de I'équation (44) sera nul, pour
toutes les valeurs de n inférieures 4 m — 1. Sil'on y suppose main-
tenant n == m — 1, on aura simplement

1 T I
Sm_'—ftc [t—f—€(1+HV:)
1

ot (A _“]dt
(46) ] T+e l—/ﬂ L)
_/ [t—ﬂ:——s)\—l—eluv——x
T J, LUt — 1 — A+ (en)?
__t—‘f"‘E)\—“E#\/:]dt.
\ (E—7+ed)+ (ep)?
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Or il est facile de s’assurer : 1° que la partie réelle de I'intégrale (46)
est sensiblement nulle; 2° que la partie imaginaire, savoir

T ¢ :
— [ 7
v IA/; [(t—“f—s)\f‘*“(ﬁu)‘+(t—‘r—t—e7\)7+(e(u)‘]dt

0

(47) Iz
V I I
- —'ff—t“[:(w'——}\)z'k{lcl+(W+})7+H1]P‘d“”

se réduit a
*omy—1.
On aura donc
Smo=Tkamy—1,

le signe étant déterminé, comme dans la formule (29); et 'équa-
tion (39) donnera

' o= (a+by—1)
1.2.3...(m—1)

(48) A" +B"\—1— (A +B'y—1)=toxn V—r.

Il en résulte que la formule (29) subsistera encore dans le cas des
q 9

racines égales, sil’ony suppose la constante f déterminée, non plus

par I’équation (20),mais par la suivante :

e Yy
(49) r= 1.2.3...(m—1)

ou, ce qui revient au méme, par I’équation

1 d"‘—‘[a'"f(a—l—b\/——_l——’.—e)]

(50) f:x.z.S...(m—-I) de™

b

¢ désignant un nombre infiniment petit, qu’on devra réduire a zéro,
aprés avoir effectué les différentiations.

7. Concevons maintenant que, I’équation (19) ayant des racines
égales, on veuille calculer, non plus la différence entre les deux
intégrales A’ + B’ \/— 1, A” - B" \/— 1, mais la différence qui existe
entre la premiére de ces intégrales et I'intégrale (14). Il faudra évi-
demment substituer a 'équation (39) une autre équation de la
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forme
A+BV=1—(A+By—1)
::sof(a+b\/—__,).;_?f/(a+b r_:l)-}-_..
Sm—2 o o
+ l.2.3...(m._2)f( )(a+b\/-—|)
(51) Sms -
+ 1.2.3...(m—1) ¢ )(a’i‘b\/—l)

T
—1—]; {2 +ew +(y'+ev)y=1]
Ko+ eu+ (y+cv)y—1]
— (@' + y'V=1)w(z +yy=1)lds,

et dans laquelle s, représentera une intégrale déterminée parla for-

mule
T
Sa = f
Z,

(52) '

x2' +eu + (y +ev)y—1
|z —a+eu+(y—b+co)y—1]""
x4+ ’V" \/jl

lz —a+(r—b)y—r |
De plus on démontrera, par des raisonnements semblables a ceux
dont nous avons fait usage dans le n°6: 1° que le dernier terme de la
formule (51) s’évanouit; 2° que I’équation (52) peut étre remplacée
par la suivante: TN

I

(“ -+ e V__—‘)m—ll-l

fT dt —fT dt g.
t, lt—r—i—-e()\_f_yv____—l)]m—u ‘, (t'—T)"""

Or, sil’on suppose d’abord n < m — 1, on aura

Sy =

(53)

>

T 1
: ,/,‘ [t—cre(A+py=1)]"
, Tm—n—1 g[T—r—*—E(?\—'—H\/:T)JM—"—‘

[to“*T+s()\+ ‘U-Q/:-—I-)J"'_""‘

’ .
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d’ou il résulte que, pour de trés-petites valeurs de ¢, la premiére
des intégrales comprises dans le second membre de I’équation (53)
se réduira sensiblement a

1 1 I
(54) - m—n—1 [(T_T)m«n——: - (to___r)m—n—d].
Quant a la seconde intégrale
T dt

55 —
( ) -/t; (t P T)'"_“ .
elle sera équivalente 4 la somme

T dt T dt

. [

( ) ¢ (t . .L.)m—u - (t — T)m—u

dont les deux parties représenteront des quantités infinies et de
méme signe, si m — n est un nombre pair, et des quantités infinies,
mais de signes contraires, si m — n est un nombre impair. Par con-
séquent I'intégrale (55) et la valeur de s, deviendront infinies dans
le premier cas, indéterminées dans le second. De plus, comme la
valeur principale de I'intégrale (55) sera sensiblement égale a

f’—s_d’_ . fT __dt
: (t — T)m—-u . ‘( t —_— .L.)m—n

[

. —1I 1 I 1 4 I
- m-—n—I (T _— T)m—n—l (10 — T}m—u-—l gm—n—i (_ e)m-—-n—l ?

on voit que, dans le premier cas, cette valeur principale différera
trés-peu de la fraction

l

(57)

2

(m —_n — l) E:m—n—l.’

tandis que, dans le second cas, la méme valeur sera égale au pro-
duit (54) et la valeur correspondante de s, a zéro. Enfin, si I'on

’ z M s e ’ b
suppose n = m —1, et que I'on réduise toujours I'intégrale (55) a
sa valeur principale, on trouvera

(58) Sno =TF WY1,

3
IN
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le signe — ou —+ devant étre préféré suivant que la quantité p sera
positive ou négative. Il résulte de tous ces calculs : 1° que la valeur
deladifférence A’ +B' \/—1 — (A +B/—1)serainfinie, & moins

que la nature de la fonction f(x —+y \/—1) ne fasse disparaitre,
dans le second membre de la formule (51), tous les termes dans les-
quels I'indice 7 de la lettre s sera équivalent 4 I'un des nombres

m—2, m—4, m—6,...,
c’est-a-dire & moins que 1’on n’ait
fo= (@ + by—1)=o,
(59) ‘ Cfo=0(g +by—1)=o, v
fo-o (@ +by—1)=o0,...;
2° que, si les conditions (59) sont remplies, on aura

= (@ + b y—1)
1.2.3...(m—1)

(60) A+By—1—(A+By—1)==—=n V=i,
pourvu que 'on représente par A -+ B\/—1, non pas la valeur
générale de l'intégrale (14), qui, en vertu de 'hypothése admise,
sera indéterminée, mais sa valeur principale. Ajoutons que, pour
déduire I'équation (60) de I'équation (26), il suffit de supposer,
dans cette derniére, la constante f déterminée, non plus par la for-
mule (20), mais par la formule (49) ou (50).

8. Si la fraction f(x + y\—1) devenait infinie pour plu-
sieurs systémes de valeurs des variablesx = ¢ (t) et y = x(¢), com-
pris entre les limites x = x,, x =X, y == y,, ¥ = Y, les valeurs
correspondantes de z = x -y \/— 1 seraient autant de racines de
Péquation (19). Appelons z,, z,,... ces racines, et fy, fy,... les
valeurs correspondantes de la constante f, déterminée par I'équa-
tion (20) ou par I'équation (49). En raisonnant comme dans les
n° 4 et 6, on élablira évidemment, non la formule (29), mais la
suivante :

61) A7+ B V=1 — (A B y—1)=anfiy—1£afhy—1=%....

De plus, la valeur de U'intégrale (14) sera indéterminée, si I'équa-
tion (19) n’a que des racines simples, ou des racines égales, imais
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pour chacune desquelles des conditions semblables aux condi-
tions (59) soient vérifiées; et si, dans I'une ou I'autre hypothése,
on réduit I'intégrale dont il s’agit 4 sa valeur principale, on trouvera,

en désignant cette valeur par A + B/—1,

(62) AM+B y=—1—(A+By—1)=gprnly—1ox=nhV—15....

Enfin si, I'équation|(19) ayant des racines égales, les conditions (59)
n’étaient point vérifiées pour ces mémes racines, la valeur générale
et la valeur principale de I'intégrale (14) deviendraient infinies, et
Pon devrait en dire autant de la différence

A +By—1—(A+By—1).

C’est ce qui arrivera en particulier toutes les fois que ’équation (19)
aura des racines égales en nombre pair. Concevons, en effet, que, m
désignant un nombre pair, I’équation (19) admette m racines égales

a 'expression imaginaire a -+ b \/— 1. Alors, si ’on détermine la
fonction f(z) par le moyen de la formule (35), la constante

f (a +by—1 ) aura nécessairement une valeur différente de zéro,
et par conséquent la derniére des conditions (59), savoir

f((l—'v—b\/jlq):::o,

ne pourra &tre vérifiée. Pour confirmer le principe ci-dessus énoncé
par un exemple, considérons 'intégrale imaginaire

IT+y—i dZ
(63) fl__‘/: —ZT(—:{-Z_‘)’ s

dans laquelle f(z) = » et désignons par A + B \/: la

1
71+ 3?)
valeur qu’on obtient pour cette intégrale, en posant

z=t4t\/—1.
Dans ce cas, 'équation (19) étant réduite a
z(1+3%)=o,

deux racines de cette équation deviendront égales i zéro, et corres-
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pondront i une valeur nulle de ¢. On aura d’ailleurs évidemment
— I
A+B \/ —I= ! — f dt —
1+y—1J_, e2(i+282/=1)

=x+\/—x<f f 11\1—;1/‘1‘.,)

Or, des deux intégrales comprises dans le dernier membre de la for-
mule (64), la premiére, savoir

f ' dt
-
S
est équivalente & la somme des deux suivantes :

¢ dt © f‘dt w
—_— , —-;:
¢ o ¢ ’

et par conséquent elle a une valeur infinie positive. Done I'inté-
grale (64) aura elle-méme une valeur infinie.

(64)

9. Si, entre les équations (7), on élimine ¢, on en obtiendra
une autre de la forme

(65) F(z,y)=o,

\

et, si I'on suppose que x et y représentent des coordonnées rectan-
gulaires, I'équation (65) représentera une courbe tracée dans le
plan des x, y, entre les deux points (xq, y.), (X, Y)(!). Conce-
vons en outre que les fonctions x = ¢ (t), y = y (1) vérifient les
conditions énoncées dans le n® 2, c’est-a-dire qu’elles croissent ou
décroissent I'une et I'autre depuis ¢ = t, jusqu’a ¢ = T. Dans cette
hypothése, la valeur de y, tirée de ’équation (65) et déterminée
en fonction de x, croitra ou décroitra généralement depuis x = x,
jusqu'a x = X, et la courbe (65) sera comprise dans un rectangle
formé par quatre droites paralléles aux axes, savoir celles qui ont
pour équations

(==, =X,

(66) —a

(*) Pour abréger, nous indiquons les points a I’aide de leurs coordonnées renfer-
mees entre parenthéses, et les lignes droites ou courbes a I'aide de leurs équations.
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Cela posé, chaque forme particuliére de la fonction F (x, y) four-
nira une courbe particuliére et une valeur correspondante de I'in-
tégrale (4). On doit méme observer que cette fonction peut changer
de nature, tandis que x varie, et qu’en conséquence la courbe
F(x, y) = o peut se transformer en un systéme de lignes droites
ou courbes, qui parte du point (x,, y,) pour aboutir au point (X,Y).
Alors a chacune des lignes dont il s’agit correspond une intégrale
semblable a I'intégrale (14), mais dans laquelle les valeurs extrémes
de x et de y représentent les coordonnées des deux extrémités de
cette ligne. Sil'on veut qu’une des lignes en question se réduise a
une droite menée du point (&,, 7,) au point (£, »), il suffira, pour
obtenir I'intégrale correspondante, d’assujettir x et y, considérées
comme fonctions de ¢, & vérifier I’équation

(67) x-—Eo_V—m’

puis d’intégrer, par rapport a t, entre des limites telles, que les
valeurs extrémes de x et y se réduisent a £, et »,, £ et n. On
pourra prendre, par exemple,

(x=E+(E—E&)t,
(68) y=mne+(n—mu,)t;

et alors I'intégrale relative a ¢ deviendra ¢

(69) .ﬁ [E—E+(n—mn)V—1]
< FL(E 10 y=1) (1— )+ (£ +n y—=1) £] dt.

]
Si, dans cette intégrale, on substitue successivement les variables x
et y a la variable ¢, elle prendra les formes suivantes :

7o)fn (I—i— )f[<l+ m\/ >x+n"§ g‘"¢~1]dx,

), (,,:i:w:)f[(.i:i:w:) ]

Enfin, si la droite que I'on considére est parallé¢le a 'axe des x, on




.
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aura n = 7, ce qui réduira 'intégrale (70) a
H J—
(72) f [z +ny—1)dx.
&

Si, au contraire, cette droite est paralléle & 1'axe de y, on aura
£ = o, et I'intégrale (71) se trouvera réduite a

(73) V:?fnfﬁ+yv:ﬂd%

En général, concevons qu'une des lignes tracées entre le point
(X0, o) et le point (X,Y) s’étende du point (&, n,) au point (&, n).
Si cette ligne a pour équation

(74) . ry=yv(z),

I'intégrale correspondante pourra étre présentée sous la forme
4 — J—

(75) f; [1+(2)V=1] fle + () y—1] da.

Si, au contraire, cette ligne a pour équation

I'intégrale (75) devra étre remplacée par la suivante :

7 . N
(1) [ W=l o) - V=il dy

Mo

N
/

10. Le systéme des lignes tracées entre les points (xo, yo),
(X, Y) peut étre réduit a la droite qui joint ces deux points, ou, ce
qui revient au méme, a la diagonale du rectangle formé par les
droites (66). La valeur de I'expression (14), correspondant a cette
diagonale, sera ce que nous appellerons la valeur moyenne de I'in-
tégrale (4). Cette valeur moyenne sera évidemment semblable a
Pexpression (69), et représentée par I'intégrale

o8 g [ = (VT =T - )
\ + (X +Yy=1)¢t]dt.
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Si a la diagonale du rectangle ci-dessus mentionné on substitue :
1° le systéme des droites

(79) Y=y, z=1X,

qui coincident avec deux cotés de ce rectangle; 2° le systéme des
droites

(8o) x=um, y=Y,

qui coincident avec les deux autres cotés, on obtiendra, dans 'un
et 'autre cas, a la place de 'intégrale (78), une somme de deux in-
tegrales semblables aux intégrales (72) et (73) Les deux sommes
ainsi formées, savoir

@) [ fler=) do =1 [ (X Vi)

et

(82) fo(x-i—Yx/:)dy—k V—1 /‘Yf(.r.,—*-y\/:)dy,

v Yo

sont ce que nous nommerons les valeurs extrémes de l'inté-

grale (4).

11. Concevons maintenant que ’on veuille comparer entre elles
deux valeurs de U'intégrale (4) correspondant a deux lignes droites
ou courbes trés-rapprochées I'une de I’autre, ou, ce qui revient au
méme, a deux fonctions peu difiérentes successivement substituées
a la fonction F(x,y). En vertu du principe établi dans le n° 3,

ces deux valeurs seront égales si la fonction f(x +y /—1) ne de-
vient jamais infinie pour des valeurs des coordonnées x, y, relatives
a des points situés sur les courbes que I'on considére, ou entre ces
mémes courbes. Si le contraire a lieu, §’il arrive, par exemple, que
des points renfermés entre les deux courbes aient pour coordonnées
les quantités réelles comprises dans quelques racines de I'équa-
tion (19), la différence entre les deux valeurs de 'intégrale (4) sera
déterminée par la formule (61). Enfin, si quelques racines de
Péquation (19) sont relatives & des points situés sur les deux
courbes, la différence entre les deux valeurs de I'intégrale (4) sera
ou infinie ou indéterminée. Ajoutons que, dans le dernier cas, la

3
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formule (61) continuera de subsister si, aux intégrales représentées
par A’ +B’/—1, A”+ B”\/—1, on substitue leurs valeurs prin-
cipales, et si I'on réduit a moitié celles des constantes f,, f,,..., qui
correspondront aux points dont il s’agit. Il est encore essentiel de

rappeler que, dans la formule (61), le signe placé devant chaque
produit de la forme

(83) anfy-——1 ou wfy—1

sera — ou -, suivant que la différence (27) aura une valeur po-
sitive ou négative. Si, pour fixer les idées, on suppose ¢, < T, la
différence (27) pourra étre remplacée par la suivante :

(84) ' dz 8y — dy d=.

Or il est facile de s’assurer que cette différence conservera le méme
signe pour tous les points compris entre les deux courbes, lors-
qu’elles ne se traverseront pas mutuellement. Par conséquent, dans
cette hypothése, tous les produits de la forme (83) devront étre
affectés du méme signe. Si 'on suppose, par exemple, x, <<X,
70 <Y, et ordonnée de la seconde courbe inférieure a I’ordonnée
de la premiére, alors, en nommant A’'+B'\/—1, A’ B" /I,
les valeurs de I'intégrale (4) relatives A la premieére courbe et i la
seconde, on aura
A B =1+ A =B Y—1=2n(fi+f+..) V=1,
/ N\

ou, ce qui revient au méme,

(85) A”‘*‘B"VI:Z A 4+ B \/:: am(fi+fh+...) V-—__—,—.

On devra d’ailleurs, dans la formule (853), réduire les intégrales

désignées par A'+ B'\/—1, A”+ B’ \/—1 & leurs valeurs princi-
I T

pales, et remplacer les constantes f,, f,,. .. par ;fi, PRCTIRRE toutes

les fois que ces constantes correspondront a des points situés sur
I'une des courbes, et que les intégrales A’ + B’ y— 1, A+ B"\/—1
ne deviendront pas infinies.
Si P'on voulait passer d’une courbe donnée 4 une autre qui n’en
P q
fit pas trés-voisine, il suffirait d’imaginer une troisiéme. courbe
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mobile et variable de forme, que 'on ferait coincider successive-
ment et & deux époques différentes avec les deux courbes fixes. A
1’aide de cette considération, on déterminerait la différence entre
les valeurs de I'intégrale (4) relatives aux deux courbes fixes, et
Pon prouverait que cette différence (quand elle conserve une valeur
finie) est la somme des termes de la forme == anf\[—1, qui cor-
respondent & des points renfermés entre les deux courbes, et des
termes de la forme == =nf\—1, qui correspondent & des points
situés sur l'une d’elles. La proposition précédente s’étend au cas
ot chacune des courbes serait remplacée par un systéme de lignes
droites ou courbes, formant un contour qui partirait du point (ay, )
pour aboutir au point (X, Y), et subsiste lors méme que de pareils
contours ne seraient pas renfermés dans le rectangle figuré par les
droites (66). Dans ce dernier cas, chaque systéme de lignes droites
ou courbes fournirait toujours une somme d’intégrales semblables
a Vintégrale (14). Mais cette somme, d’aprés les conventions ad-
mises, cesserait de représenter une valeur particuliére de linté-

grale (4).

12. Si, a Vaide. des principes que nous venons d’exposer, on
détermine la différence entre les deux sommes (81) et (82), c’est-a-
dire entre les valeurs extrémes de l'intégrale (4), dans le cas oi
cette différence conserve une valeur finie, on trouvera

[

X o o Y o
S f(x+y0\/—-x)(lx+s/—1f F(X+pV=1)dy
'Tﬂ ‘70
(86)

X I Y R
= f(x+Y\/—l)+\/—lf Sflao+yy—1)dy
x, 2o

+oan(fi L4+ ) y—1,

les termes fi, f;,... étant relatifs a celles des racines de 'équa-
tion (19) dans lesquelles les parties réelles restent comprises entre
les limites o, X, et les coefficients de /— 1 entre les limites y,, Y.
Ajoutons que I'un de ces termes, pris au hasard, devra étre réduit
a moitié, si, dans la racine correspondante, la partie réelle se con-
fond avec 'une des quantités x,, X, ou le coefficient de \/— 1 avec
I'une des quantités y,, Y. Dans la méme hypothese, celles des inté-
Bull. des Sciences mathém. et astron., t. VII. (Décembre 1874.) 19

a8 DE 4N
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grales comprises dans la formule ({86), qui deviendront indéter-
minées, devront étre réduites a leurs valeurs principales.
Sil’on fait, pour abréger,

(87) A=on(fi+f+...)JV—1,

I’équation (86) deviendra

X o o Y
f(x+yu\/——1)dx+\/~xf (X4 yyV=1)dy
88) (% 7o
::f flea+Yy=1)dz+y=1 | flz+yy—i)dyr-+A.
x, 7o

L’équation (88) coincide avec I'une des formules générales que j’a1
données dans le Journal de I’ Ecole royale Polytechnique et dans
le Bulletin de la Société Philomathique de novembre 1822. Elle
subsiste non-seulement pour des valeurs réelles, mais encore pour
des valeurs imaginaires de la fonction f(x), et peut toujours étre
remplacée par deux équations réelles, que 'on obtient en égalant
dans les deux membres : 1° les parties réelles; 2° les coefficients de

V—1. Ajoutons que, pour éviter toute incertitude sur la valeur
des notations employées dans le calcul, il faut, dans I'équa-
tion (88), choisir la fonction f(x) de telle maniére que I’expression
f(x -~y y=1) conserve une valeur unique et reste complétement
déterminée pour toutes les valecurs de x et de y comprises entre
les limites des intégrations. Cette condition peut étre remplic dans
le cas méme ou f(x -+ y \/— 1) renfermerait des logarithmes ou
des puissances irrationnelles de quantités variables, c’est-a-dire des
expressions de la forme

(89) (e +vy—1)¥, Hu+vy=1),

v désignant une quantité réelle, et u, v deux fonctions réelles et
déterminées des variables x, y. Effectivement les expressions (89)
satisferont a la condition requise, si la quantité u reste positive
pour toutes les valeurs de x et ) comprises entre les limites des
intégrations, et si I'on adopte les conventions que nous avons ad-
mises dans le Cours d’ Analyse algébrique et dans les précédents

. . . v
Mémoires. En vertu de ces conventions, la notation arc tang - est
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toujours employée pour désigner le plus petit arc (abstraction faite
. . N .
du signe) dont la tangente soit égale a et les notations (89) pour

représenter les expressions imaginaires

(ur+ v’)g [cos (y arc tang 3) -+ y—1sin (y arc tang %)]a
ZI(w?+ v*)+ J—rarc tang - -
2 u
On peut encore considérer la notation
(4o y—=rpev=,

dans laquelle A et p désignent des quantités quelconques, comme
représentant une fonction unique et complétement déterminée,
toutes les fois que la quantité variable u recoit une valeur po-
sitive. En effet, comme, dans cette hypothése, on aura générale-
ment

u—+ o\ — 1= ellery=1),
on sera naturellement conduit a la formule
(u 4 \/__—l))d-yn\/: — e(x+p. /——l)l(u+v V:),

qui suffira pour fixer complétement le sens de 'expression com-
prise dans son premier membre. Sil'on suppose en particulier
u = o, on trouvera, pour des valeurs positives de v,

(0 y =1 )prav= :ewmwz"L 3cos[§ A— ‘u.l(o)]

+\/‘—“Tsin[gx+pl(o)]$,

et, pour des valeurs négatives de v,

cos[§7\~— pl(— v)]

—yZisin Ex —ul(— 0)]%.

(o =

Lorsque la fonction f(x +yy—1) s'évanouit pour x =1 ,
N 19.
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quel que soit y, alors, en prenant NERER
z,—=o0, X=w», y,—=o, Y=0b,

on tire de I'équation (88)

fowf(m-'rb\/:)dx:fowf(x)dx

(90) b -
—v:fo F(rv=1) dy — A,

SiT'on pose dans celle-ci
f(x) = e_:mr

m désignant un nombre quelconque, on en déduira deux équations
réelles, qui comprendront, comme cas particulier, une formule de
M. Laplace, savoir :

© © VL
(91) f e*cos2bxrdx =¥ [ e dr = S e,
o

v o

Lorsque la fonction f(x -+ yy/—1) s’évanouit pour y =,
quel que soit x, alors, en prenant

x,—o0, X=a, y,—o0, Y=uw®,

on tire de la formule (88) /,//\

@) [ ) de=a— V= [Ty @k p =)= flry =) dr.

Si l'on pose dans celle-ci
f(x) - Cp(x)ebz\/:{y
b désignant une quantité positive, et si I’on remplace ensuite, dans

x . .
le second membre, y par % elle fournira le moyen de convertir les

intégrales

f ¢(z)cosbx dzx, r o(z)sinbzx dx
o]

LY
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en d’autres intégrales de la forme

j;w ¢ (%) e—*dzx.

Pour obtenir des valeurs trés-approchées de ces derniéres, lorsque
le nombre & sera considérable, il suffira de développer les fonc-
tions ¢ {7 )»- - en séries ordonnées suivant les puissances ascen-

o . . x ’
dantes, entiéres ou fractionnaires, du rapport 5 On n’aura plus

alors & calculer que desintégrales semblables a celles que M. Legendre
désigne par la lettre T', c’est-a-dire de la forme

[+l
T'(n) :f e *dx,
o

et qui sont déterminées, pour des valeurs entiéres de n, par
I’équation
T'(rn)=1.2.3 ..(n—1).

La remarque que 'on vient de faire est trés-utile dans la théorie
des ondes, ainsi que je I'ai montré dans les nouvelles Notes ajoutées
au Mémoire qui a remporté le prix.

Lorsque la fonction f(x -+~ y \/—1) s’évanouit pour x =00,
quel que soit y, alors en prenant

Xy=—x, X:oo, Yo=—0, Y:b,

on tire de I'équation (88)

(93) f f(x—f—b\/:—x)dx—_—f Sf(z)dz — A.
Si l'on suppose, par exemple,

fz)y=(b—zy=1)"" e, . '

a désignant un nombre rationnel ou irrationnel, A deviendra nul,
et 'on obtiendra une formule que j’ai donnée dans le Bulletin de la
Société Philomathique, et qui renferme, comme cas particulier,
Véquation (91).
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Lorsque la fonction f(a ~+y /—1) s’évanouit pour x =,
quel que soit y, et pour y = , quel que soit x, alors, en posant

z,=0, X=w, y,—=o0, Y=w0,

on tire de la formule (88)

(00 [ ferae=v=i[ slry=i)dr+a

Parmi les résultats que fournit cette derniére équation, nous indi-

querons ceux que l'on obtient en prenant pour f (x) une fonction
de la forme

flo)=1g(z)e=1,

ou bien en supposant

R e

1+x/ X

L’équation a laquelle on parvient, dans la derniére hypothése,
savoir :

el i de  [*® 1 dy
o [ ) T ) T

offre, sous une forme nouvelle, une intégrale qui, suivant la re-
marque d’Euler, peut servir 4 en calculer un grand nombre d’autres.

Lorsque la fonction f(x + 5 \/—1) s’évanouit pour & =— o,
quel que soit y, et pour y == , quel que soit x, alors, en posant

Xy =—=— W, X:O, Y=o, Y=w.

on tire de I’équation (88)

) [ f@ds=—y=i [T sy drra.

On peut, de cette derniére formule combinée avec I'équation (94),
déduire des résultats dignes de remarque. Supposons, par exemple,

z)— e(x) ,
e )-(r—l—x\/:—_x)“

r et a désignant deux quantités positives, dont la seconde soit infé-
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rieure 4 'unité. Comme la fonction ¢ (x) pourra étre présentée -
sous la forme

X )= ! <p(.z') 5
T = =F eeri=r

on tirera de l’équation ( 94)

f — ez
r+x\/——1)
(97)

e

°° o(yv=1)

—I) (yr—r)V—1]
A’ étant une valeur partlcuhere de la constante A. Au contraire, en
présentant la fonction f(x) sous la forme

dy + A,

1 olz)
R e e T

on tirera de la formule (96)

f‘ ©__el®) 4.
— (r—xy—1)°
] I olrV=r) 4w .
V= Tr=nv=rF
A" étant une constante différente de A'. Si maintenant on ajoute
les équations (97) et (98), en observant que les deux produits

(V=) [y —rV=rl% (=V=1)[(r—y)v=1]"
se réduisent, pour y > r, aux expressions
(V=0 (r—=rp (=V=1)"(r—p),
et, pour y <(r, a la seule quantité
(r—r),

puis, remplacant Y par x —r, on trouvera

(98)

( =)

o= 4 : '
w(r+axy—1

(99) —[(v )7 (=Y =1 ""]f PIVZUI A A"

\ —asinan. x—"cp[r—i—x)v——x]dx—i—A’ A”.
0
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En raisonnant de la méme maniére, et supposant o

flz)= ¢(2)

(r+x\/:)“l(r+x\/_——x)’

on établirait la formule

L.

( f o{z)dx i
—w (r+xy=1)"l(r+2zy—i) '
(100) ¢

- * mcosam —+ sinan.l(x) o _ ’ ”
! “’Zfo ey © el aV—i]dr - A A

On pourrait construire encore un grand nombre de formules du
méme genre, parmi lesquelles nous indiquerons celle a laquelle on
parvient quand on suppose

X )— m(P(-Z') — ’
=) (r+zy=1)"[l(r+2zy=1)°

a, b désignant deux quantités réelles dont la premiére est infé-
rieure 4 'unité.
Si, dans I’équation (99 ), on pose successivement

o(z)= eV, o(x)= —————IT;—E’,
(s - ——1)/77

b, s désignant des quantités positives, les constantes A, A" s’éva-
nouiront, et I’on obtiendra les formules

. » ebry=1 . 0
f ————dx = 2smmr.e’b’f x—%e~b:dx
—w(r+xzy—1) o

=2b'e T (1 — a).sinam,

* dxz . *® dx
—_— —— = 2Ssinan —_
.-w(r—+—x\/——l) (s—xy—1) o A (r+s+x)

xdx
(142

@K
=2(r—+ s)—%tsin afrf
(]

Ces derniéres, en vertu des propriétés connues de la fonction I',
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peuvent s’écrire comme il suit :

© eb=V=1dx o
= ba—l -—br,
(re) f_w rrzy—1) Xa °

et

» ® dx . +s._a~ar(”+b"_l_),
('°)f_w(r_+x\/__—,)"(s_xv1—.)b‘“" A VNN L)

En les différentiant plusieurs fois de suite par rapport a la quan-
tité 7, on reconnait qu’elles s’étendent au cas méme ou I’exposant a
devient supérieur a I'unité.

11 est essentiel de remarquer que les équations ( 9g), (100), (101),
(102), etc., subsisteront encore pour des valeurs imaginaires des
constantes a et b, toutes les fois que les intégrales comprises dans
ces formules conserveront des valeurs finies.

Lorsque la fonction f(x — ¥ \J— 1) s’évanouit pour x = = 0,

quel que soit y, et pour y =, quel que soit x, alors, en pre-
nant
Zyp=— P, X:-OO, Yo=0, Y_:x,

on tire généralement de ’équation (88)
w .
(103) f [(z)dz=A,
—®
ou, ce qui revient au méme,

(104) fx‘ﬂ—{li;fﬂdx:é&

Dans les seconds membres des formules qui précédent, la somme
représentée par A se compose uniquement de termes relatifs, les
uns aux racines réelles de I'équation (19), les autres aux racines
imaginaires dans lesquelles le coefficient de \/—1 est positif. De
plus, comme, pour obtenir ces formules, il a fallu prendre les in-
tégrales relatives & y, & partir de y = o, il en résulte que, aprés
avoir déterminé, a I'aide de la formule (87), les termes correspon-
dant aux diverses racines, on devra réduire a moitié ceux qui se
rapporteront & des racines réelles, c’est-a-dire a des racines dans
lesquelles le coeflicient de \/—1 sera nul.
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Les formules (103) et (104) réduisent, comme on le voit, la dé-
termination des intégrales qu’elles renferment a la recherche des
racines de I'équation (19), dans lesquelles le coefficient de \/— 1 est
positif. Elles fournissent les valeurs de presque toutes les intégrales
définies connues et d’'un grand nombre d’autres, parmi lesquelles
on peut remarquer celles que j’ai citées dans le XIX® cahier du
Journal de U Ecole royale Polytechnique, dans le Résumé des
lecons données a cetie Ecole, et dans le Bulletin des Sciences

d’avril 1825.

Il est important d’observer que, dans le cas ou I'équation (19) a
des racines réelles, les intégrales (103) et (104) sont du nombre de
celles dont les valeurs générales restent indéterminédes. Mais, en
vertu des principes établis dans les paf‘agraphes précédents, les
intégrales dont il s’agit doivent étre alors réduites a leurs valeurs
principales. Il est d’ailleurs facile de transformer ces valeurs prin-
cipales en intégrales définies, dans lesquelles les fonctions, sous

le signe f , cessent de devenir infiniment grandes pour des valeurs
particuliéres de la variable x.

On peutremarquer encore que, dans plusieurs cas, I’équation (19)
aura une infinité de racines; alors la somme désignée par A se
composera, du moins en général, d'un nombre infini de termes,
et, par conséquent, chacune des intégrales (103), (104) se trouvera
représentée par la somme d’une série infinie. Mais il arrivera
souvent ou que la plupart des termes de la série devront étre re-
jetés, parce qu’ils appartiendront & des racines dans lesquelles le
coefficient de \/— 1 sera négatif, ou que la plupart des termes se-
ront deux a deux égaux et de signes contraires, ou que la somme
de la série pourra éire facilement déterminée par la méthode
que nous indiquerons dans le n° 13. Lorsque l'une de ces con-
ditions sera remplie, les équations (103) et (104) continueront a

fournir, en termes finis, les valeurs des intégrales qu’elles ren-
ferment.

Enfin il peut arriver que I’équation (19) n’ait pas de racines
dans lesquelles le coefficient de \/—1 soit positif ou nul, et,

dans ce cas, les intégrales (103), (104) se réduiront & zéro. On
trouvera, par exemple, en désignant par a, b, r, s des quantités
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positives,
b e V= dx
5 ———— = 0,
('0 ) ‘/;oo (r—x\/—l) °
f /“"’ dx
(106) —w (r—zy—1) (s —2y—1

:fw dzx —o.
cw(r+zy=1) (s +2zy=1)

Si on combine I'équation (105) avec I’équation (ro1), on en
tirera

[m (r— 2=+ (r 2V 1) (o b dr = T pamt e
DA 2 2r(a) ,
? fw (r—ay—ti)"—(r+ay—1) sinba dx = —— be1 b,

o ,o2Y—1 2

Jai donné ces derniéres formules, au commencement de 1815,
dans un Mémoire ou elles étaient appliquées a la conversion des
différences finies des puissances positives en intégrales définies, et
pour lequel MM. Laplace, Legendre et Lacroix furent nommés
commissaires. On peut au reste opérer cette conversion en s’ap-
puyant ou sur la formule (101), ou sur une autre qui s’accorde avec
elle, et qui a été donnée par M. Laplace.

On tire encore des formules (102) et (106), combinées entre
elles,

f°° (r—ay—1)“+(r+ay=i " (s—ay=1)"+(s+2xy=1)7

2 2

dx

b

2y —1 2 \/—1
T(a+b—r1)
T(a)T(b)

:f"" (r—xy—=1) " —(r-ay=1" (s —zy=1)""— (s—zy—1)"

— 1—a—b
=3 (r—+s)
Si, dans les formules (103), (104), et dans celles qui.s’en dé-
duisent, on pose
(ro9) x = tangp,

on obtiendra de nouvelles intégrales définies relatives i la variable p,

dx

.
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. . T T kg
et prises entre les limites p —= — = — —y Ou =0 etp=—-—-
P 14 s p 2’ Y4 P 3

En opérant ainsi, désignant par ¢ (x) une fonction réelle et ra-

tionnelle de la variable x, et prenant

1 T+ xy—1 11—z =1 1i— a2z y=1)
f<”"—a[‘*’(f;7—:“—,>"‘?<‘+x¢:r>] @

=cos?p. o (ewv=) —i(e_”"/:') (
2y—I1

p—y—1lcosp),

on réduira l'intégrale (104) a la suivante :

(110) f 9 e’”"g;_cpl( e V)

Cette derniére coincide avec I'une de celles que j’avais présentées
dans le Mémoire de 1814 (deuxiéme Supplément). De méme, sil’on

fait, pour abréger,

(1rr) u= qa(e’P‘/:') -+ <P(e-2m/——7), = o(ewv) — <‘0<e—w\/:)’

2 2y/—1
on déterminera sans peine les valeurs des intégrales

/ /\

™ T

2 ' 2
(112) f u.lcospdp, f u.lsinp dp, f u.ltangp dp,
o o o

T 3 b

wlidA

2 . 2 u cosap 2 u-lCOSp
(n3)£ u(tangpledp, £ _h__(cosp)“ dp, ) p_——“-f—(lcosp)*

T T
2

b4

k23
B . > vsinap vp
ouh) [ otangpiedp, [ ZEEap, [l dp,

etc.

On trouvera, en particulier, pour des valeurs de r comprises entre
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les limites — 1, +1,

(115)£
(116)£

301

z
2 rsinap
t—2rcos2p—+r?

pdp::}—:l(r—f—r),

T
2 1—rcosa2p . i3 1—r\®
l_zrc052p+r,(tangp) dp_4cosﬂ[l+(l+r> ]’
2

™

? rsin2p o
(117) fo T arcosap o (\angp)dp =

il

2 I—rcos2p

8 , _

(r1 )fo‘ \—arcosap + 1 cos p dp

T

2 I—rcosz2p . .
(”9)/; [ arcosap 4 Isinp dp =

T

2 1 —rcosap
( —
\120) A/; I — 2rCOS2p T ltangp dp —

etc.

4 sin —

()

ol

1—r\ea
1+r ]’

On trouvera, au contraire, en prenant pour r une quantité réelle

dont la valeur numérique surpasse 1’'unité
q P 3

T
2 .
rsin2p

(121) 1—2rcoszp+r‘PdP:

5

T

2 1—rcos2p o

(r22) ./; 1——2rcoszp—i—r2(tangp) dp=
etc.

gl(l-i— %);
P

40057

r—r\*
?
-1

De plus, si, dans les équations (107) et (108), on pose 7 == o ou
r=i1, s=1 et x =tangp, on en déduira sans peine plusieurs

N
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formules dignes de remarque, parmi lesquelles je citerai la suivante :

3
a+b—2 . T r(a+b—1).
(123) ‘/; (cosp) cos(b—a)pdp = 2= T (a)T(5)
Cette derniére peut étre remplacée par I’équation
T(a-+1)

’

2
0
12 2 cosbp dp = —
(124) /; (cosp] cosbp dp 20+1 a-+b a—b
'{——— +1)T +1
2

qui subsiste, pour des valeurs réelles et méme pour des valeurs
imaginaires des constantes a et b, toutes les fois que 'intégrale com-
prise dans le premier membre ne devient pas infinie. Si, pour

fixer les idées, on suppose b =k \/—1, on trouvera

3
"2

el - e—hp T(a-+1
(125) ]0 (cosp)“%dp:l-z(—;@—),

la valeur de S étant donnée par la formule

(126) S:[fwxze—‘coska)dx]’—é— [fwx;e"'sinkl(x)dx]z.
0 2 ° 2

Aprés avoir déduit des équations (103) et (104) un grand nombre
de formules particuliéres, on pourra en établir de nouvelles a I’aide
de différentiations ou d’intégrations relatives aux congtantes con-
tenues dans les premiéres formules. On déterminera facilement par
ce moyen la valeur de I'intégrale définie

©

(127) [ et )" e,
o

a désignant une quantité réelle ou imaginaire, ¢ (x) une fraction

rationnelle quelconque, et 7 un nombre entier. On trouvera encore

R gpa—t__ 45—t b
(128) f f—l—(—i)i——bf—iT:w(ltang‘—lg~ltangTﬂ),
o

w0 xa—l__xb—l dx . . ar . th
(129) f;w———lW T:;;_n(lsm?—lmn—z—),ew,

.
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Lorsque la fonction f(x <+ —1) s’évanouit pour x ==+
q Y P )

quel que soit y, et pour y = — o, quel que soit «, alors, en po-
sant
r,=——®, X=w, y,—=—x, Y—=o,

on tire généralement de 1’équation (88)
(130) f fa)da =— A, -

ou, ce qui revient au méme,

(131) Iiﬁﬂéglﬁw:_lm

2

Dans ces derniéres formules, la somme représentée par A se com-
pose uniquement de termes relatifs, les uns aux racines réelles de
I’équation (19), les autres aux racines imaginaires dans lesquelles
le coefficient de \/— 1 est négatif. De plus, aprés avoir déterminé
ces différents termes a 'aide de I'équation (87), on devra réduire
a moitié ceux qui correspondent a des racines réelles.

Lorsque la fonction f(2 =+ y /—1) s’évanouit pour y == ==
quel que soit x, alors, en posant

Yo=——®0, Y=, 4

on tire de la formule (88)

e o]

032) [ LKy V=)l p = dr =
Dans cette derniére, A se compose de termes relatifs aux racines
de Véquation (1g) pour lesquelles les parties réelles demeurent
comprises entre les limites x,, X. Si Pon suppose en outre que
la fonction f(x 4y \—1 sévanouisse pour l'une des valeurs
X = -- o ,x =0, alors, en désignant par a une quantité posi-
tive et prenant

xy,=—», X=a,
ou bien

xy,—=——a, X=w,
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on obtiendra 'une des formules < s
A
9
—1

(134) LZf(—a+yv’:?)dy:— 7%

(133) jfwf(a+y\/:—x)df:

Les formules (132), (133), (134) sont particuliérement utiles dans
la résolution des équations par les intégrales définies, et dans I'in-
tégration des équations différentielles linéaires (voir le XIX* cahier
du Journal de U Ecole royale Polytechnique).

(A suivre.)



