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SUR LA POSSIBILITE DE REPRESENTER UNE FONCTION PAR UNE SERIE TRIGONOMETRIQUE;

Par B. RIEMANN.
(Suite.)
§9.
A Vaide de ces trois théorémes, on peut énoncer les propositions
suivantes sur la possibilité de représenter une fonction par une

série trigonométrique dont les termes finissent par devenir infini-
ment petits pour toute valeur de I'argument.

I. Pour qu’'une fonction périodique, ayant 2m pour période,
puisse étre représentée par une série trigonométrique dont les
termes finissent par devenir infiniment petits pour toute valeur de
x, il faut qu'il existe une fonction continue F (x), dont f(x) dé-
pende de telle maniére que expression

Flxt+a+B)—Fle+a—p)—Flr—a+p)+Flor—a—B)
fap ’

ot o et 3 sont des infiniment petits dont le rapport est fini, con-
verge vers f(x).

(Y) Voir Corrispondenza scientifica in Roma per I’avanzamento delle Scienze. T.1V,
1856. (In-4°, 2 p.)
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- 11 faut, de plus, que Uintégrale

e /bch(x)c()Sy.(x — a)l(x)ldx,

lorsque A (x) et ¥ (x) sont nuls aux limites b, ¢, et demeurent finis
entre ces limites, et que A” () n’a pasun nombre infini de maxima
et de minima, devienne infiniment petite quand s augmente indé-
finimenc.

II. Réciproquement, sices conditions sont satisfaites, il y a une
série trigonométrique, dans laquelle les coeflicients finissent par de-
venir infiniment petits, et qui représente la fonction toutes les fois
qu’elle est convergente.

Déterminons, en effet, les quantités C/; A,, de telle maniére que

F(x) —Clx—A, - soit une fonction périodique, de période 2,

et développons cette fonction d’aprés la méthode de Fourier dans la
série trigonométrique

en faisant

It -+ 7 2
- [F(t)-—C’t——Ao—] dt — C,
am,)_ . 2

-+ 2
l’f [F(t)—C’L‘~A.,£]Cosn(ac——t)dt:_&'-7

TJ—n

and

alors, d’aprés ce qui précéde
,dap P

T

n: +7 N I
A= —— [F(t)—L't—Ao;]cosn(x~t)dt

deviendra toujours infiniment petit quand n croitra, et, par suite,
il résulte, du théoréme I de I'article précédent, que la série
A+ A+ A+,
toutes les fois qu’elle sera convergente, aura pour somme f(x).
I Soit &< x<c, et p(t) une fonction telle que p(z) et
p'(t) aient, pour t =25 et pour t =c, la valeur zéro, et qu’elles

soient continues entre ces limites ; que p” (¢) n’ait pas un nombre in-
fini de maxima et de minima, et que d’ailleurs, pour ¢t = x, on ait
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p(t) =1, g(t)=o, p"(t) =0, p”(t) et p**(t) demeurant finies et
continues; alors la différence entre la série Aj+ A;+. ..+ A, et
I'intégrale
. (2n+1)(e—1)
sin —————

dz

1 4
;E s F(t) de?

devient toujours infiniment petite, quand n croit indéfiniment. La
série sera donc convergente ou divergente, suivant que I’intégrale
précédente tendra ou ne tendra pas vers une limite fixe, quand n
croitra indéfiniment.

Pour établir cette proposition, remarquons que 'on a

] 2 —n*cosn(x — t)dt,

A+A .. +A
-+7 [ 2
:lf ‘_F(t)—C’t— At
T —n 2

1
ou, a cause de

n n
. . o
22—— n*cosn(x —t) = 22 CL@-S—'L—(M
1 H

de

sin(2n+1)(x—t)

d 2
. x—t
Sin .
= de ’
sin (v.__zn_*-,[_.__)(x:_t.) :
d: >
' sin 2 —¢
+7 2 R N
ArotA, =1 At 2
o+ Mf—n [F(t) Ce—=2 — dt.

Or, d’aprés le théoréme III de V'article précédent, I'intégrale

. (2n+1)(x—1)
sin —/————
& 2

. 4
. I sin

L [F(t);-C’t—A z 2 A(2) di
2w J_ °a de ‘ () f

T

Bull. des Sciences mathém. et astron., 1. V. (Aout 1873.) 6
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devient infiniment petite quand 7 croit indéfiniment, si A(¢) de-
meure continue, ainsi que sa premiére dérivée, si 2”(¢) n’a pasun
nombre infini de maxima et de minima, et si, pour t=x, on a.
A(t) = o, ¥(t) = oy 2"(t) = 0, A"(t) et 1*"(t) demeurant finies et
continues.

Cela posé, si I'on prend A (z) égal a 1, en dehors des limites b, c,
et &4 1—p(t), entre ces limites, ce qui est évidemment permis, il
résulte de 14 que la différence entre la série A, +...+ A, et l'in-
tégrale
sin (2n + 1)2(.70 — )

. o x—1
sin

I ¢ , e 2
;j; [F(l)——Ct—Ao;] ar p(t)dt

devient toujours infiniment petite, quand n croit indéfiniment. On
vérifie facilement, au moyen d’une intégration par parties, que le
terme

(2

_n(zn—i—l)(x—t)
2

d —

1 . B Smxz :
=/ <C’t+A0;> —— o(0)dt

tend vers A,, quand z devient infini, d’ott résulte la démonstration
du théoréme proposé.

§ 10.
Il résulte des recherches précédentes que, si les coeflicients de la

série Q finissent par devenir infiniment petits avec —» la conver-
n

-

gence de la série, pour une valeur déterminée de x, dépend seule-
ment de la maniére dont se comporte la fonction dans le voisinage
immédiat de cette valeur.

Pour reconnaitre si les coefficients de la série deviennent toujours
infiniment petits, on ne pourra pas toujours partir de leur expres-
sion par des intégrales définies, et 'on devra avoir recours a d’au-
tres méthodes. Il importe cependant de considérer & part un cas ot
cette propriété résulte immédiatement de la nature de la fonction,
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a savoir : celui ou la fonction f(x) demeure toujours finie et est
susceptible d’intégration. ~

Dans ce cas, si I'on sépare V'intervalle complet de — 7 & + 7 en
petits intervalles de grandeurs 01y 93, 935+ -+, €t si Uon désigne par
Dy, D,, Dy, . .. les plus grandes oscillations de la fonction dans ces
intervalles, la somme

0D, +3d.D,+0,D;+...

devra devenir infiniment petite, quand tous les d tendront vers

zéro.
-+ . .
Cela posé, si 'on partage I'intégrale f(x)sinn(x — a)dx,
—7

. , | S s .
qui représente, au facteur — pres, les différents coeflicients de la

série, ou, ce qui est laméme chose, I'intégrale

fa—i_mf(x) sinn (z — a)dz,

prise a partir de x = a, en intégrales partielles correspondant a des

. . L 2T s
intervalles égaux a - alors chacune d’elles fournit & la somme

une portion plus petite que % multiplié par la plus grande oscil-

lation dans son intervalle, et leur somme est plus petite qu'une
grandeur qui, d’aprés les hypothéses, devient infiniment petite

27
avec —»
n

En effet, ces intégrales sont de la forme

a+(s—f—1)§
j " flx)sinn(x — a)dz.

™
+ 5=
n

Le sinus est positif dans la premiére moitié de l'intervalle, et né-
gatif dans la seconde. Si donc on désigne par M la plus grande va-
leur de f(x) dans cet intervalle, par m la plus petite, il est clair
qu'on augmente I'intégrale si, dans la premiére moitié de I'inter-
valle, on remplace f'(a) par M, et dans la seconde moitié par m, el
que 'on diminue V'intégrale si, dans la premiére moitié, on rem-

\ 6.
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placé f(x) par m, et dans la seconde par M. Dans le premier cas
on obtient

(M —m),

SN

et, dans le second,

(m —M).

SR

L’intégrale, abstraction faite du signe, est donc plus petite que

2 . ) , a—+2T .

- (M — m), et, par suite, 'intégrale f f(x)sinn(x—a)dx
a

est plus petite que ,

(M, — m,) + %(Mg-—mz)+...,

SRR

sil'on désigne par M, et m, la plus grande et la plus petite valeur
de f(x) dans le s**™¢ intervalle. Cette somme, puisque f(x) est sus-
ceptible d’intégration, doit devenir infiniment petite toutes les fois

. am :
que l'intervalle — tend vers zéro.
n
Donc, dans le cas que nous avons supposé, les termes deviendront

. . . I .
infiniment peuts avec '—27 quel que soit x.

§11.

Il reste encore & examiner le cas ou les termes de la série Q de-
. . . . 1
viennent infiniment petlts avec ; pour une valeur de l’argument x,

sans que cela ait lieu pour toute valeur de cet argument. Ce cas
peut se ramener au précédent.

Si, dans les séries relatives aux valeurs de 'argument x -+t et
x —t, on ajoute les termes de méme rang, on obtient la série

2A,+24A,c08f +-2A,c082¢~+...,

. . . . I
dans laquelle les termes deviennent infiniment petits avec - - pour

toute valeur de ¢, et a laquelle on peut, par conséquent, apphquer
les méthodes des articles précédents.
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Désignons, pour cela, par G(t) la valeur de la série infinie

x? P cost cos2t cos3t
C—;—C’x—+—A.,—2——;—A‘,;——A.—l———A2 — A, —_—

4 9

F(x +t)+ Flox—1)
2

de telle maniére que soit égal a G(t) pour

toutes les valeurs de ¢ pour lesquelles les séries qui représentent
F(x + t) et F(x—t) sont convergentes. On aura alors les propo-
sitions suivantes:

1. Siles termes de la série (& deviennent infiniment petits avec

I .
— pour toute valeur de x, alors la fonction

b
p? f G(t)cosp(t— a)A(t)dt,

A(t) étant une fonction définie comme précédemment (§9), de-
vient infiniment petite quand g croit au dela de toute limite. La va-
leur de V'intégrale se compose de deux parties

2 [ M b
%-‘fc F(z —+t)cosp(t—a)h(t)dt, %—‘/c‘ F(xz— t)cosu(t—a)A(t)dt,

toutes les fois que ces deux intégrales ont une valeur déterminée.
La valeur de l'intégrale est donc rendue infiniment petite par la
maniére dont se comporte la fonction F en deux points situés symé-
triquement au-dessus et au-dessous de x. Il faut d’ailleurs remar-
quer qu’il doit exister, dans le cas actuel, des points pour lesquels
chacune de ces parties, considérée en elle-méme, ne devient pas in-
finiment petite; car autrement tous les termes de la série Q fini-

. o« e . . I
raient par devenir infiniment pents avec '—l pour toute valeur de

Pargument x. Par conséquent, les valeurs correspondant a ces
deux points, situés symétriquement par rapport a x, doivent alors
se détruire en partie, de maniére que leur somme tende vers zéro
quand p croit indéfiniment. Il s’ensuit que la série Q ne peut étre

convergente que pour des valeurs de la quantité x pour lesquelles
les points out

p fch(x) cosu(z — a)Mx)dx
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n’est pas infiniment petit pour x infini sont situés symétrique-

ment. Si le nombre de ces intervalles symétriques est infiniment

grand, il résulte évidemment de ce qui précéde que la série trigo-

nométrique pourra converger pour une infinité de valeurs de x,
. . ca. . 1

sans que ses coefficients deviennent infiniment petits avec 5, pour

toute valeur de x.
Réciproquement, on a

2 T 27
Ay=—22 f [G(t) — A, t—J cosntdt,
T L] - . 2

. . s . 1 .
et, par suite, A, deviendra infiniment petit avec -» toutes les fois

(4
que p? f G () cosp(t — a) A (t) dt deviendra infiniment petit
&
quand p dépassera toute limite.
II. Si les termes de la série Q deviennent infiniment petits avec
1 , i
-, pour la valeur x de Pargument, la convergence ou la divergence

de la série dépendra de la marche de la fonction G (¢) pour une va-
leur infiniment petite de ¢, etla différence entre A, +A,+...+A,
et intégrale .

. (2n 1)t
sin ————

9

d?

. b Sln;

. P . 1. .
deviendra infiniment petite avec - s b est une constante aussi

petite qu'on le voudra, comprise entre zéro et m, et p(t) une fonc-
tion telle que p(t), p'(2) soient tonjours continues, et soient égales
a zéro pour ¢ = b, el qu’en outre p”(t) n’ait pas un nombre infini
de maxima et de minima, et que, pour t=o0, on ait p(t) =o,
P (t) = o, p"(t) = o, p"(t) et £ (t) demeurant finies et continues.

g 12.

Les conditions nécessaires 4 la représentation d’'une fonction par
une série trigonométrique peuvent bien étre encore un peu res-
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‘treintes, et, par suite, nos recherches peuvent étre encore poussées
plus avant, sans qu’il soit fait aucune hypothése particuliére sur la
nature de la fonction. Par exemple, dans le dernier théoréme ob-
tenu, la condition que p”(0) = o peut étre supprimée, sil’on rem-
place, dans I'intégrale-

. 2n—+1
sin ——¢

dz
t
sin —
2

5
I
;j; G(?) ‘*T—P(‘)d’: .

G (t) par G(t) — G(0); mais on ne gagne ainsi rien d’essentiel.

Passons donc 4 la considération des cas particuliers, et proposons-
nous d’indiquer, pour le cas o la fonction n’a pas un nombre in-
fini de maxima ou de minima, les propositions complémentaires
qu’on peut encore ajouter au travail de Dirichlet.

Il a été remarqué plus haut qu’'une telle fonction peut toujours
étre intégrée partout ou elle ne devient pas infinie, et il est évident
qu’elle ne peut devenir infinie que pour un nombre limité de va-
leurs de 'argument. Dirichlet démontre aussi que, dans les expres-
sions intégrales du ni*™° terme de la série et de la somme des » pre-
miers termes, la portion de I'intégrale relative 4 tous les intervalles,
a P'exception de ceux ou la fonction devient infinie et de 'inter-*
valle infiniment petit comprenant la valeur de I’argument x, devient
infiniment petite, quand » croit indéfiniment, et que

2n -+ 1

x+6b Sin—T—‘(x—t)
f f(2) S dt,

oo < b<m, et ou f(t) ne devient pas infini dans les limites de
Iintégration, converge, pour 7 infini, vers nf(x + o), et cette dé-
monstration ne laisse rien 4 désirer, quand on supprime 'hypothése
inutile que f(x) soit continu. Il reste seulement a rechercher dans
quels cas les intégrales relatives aux intervalles infiniment petits,
dans lesquels la fonction devient infinie, deviennent infiniment pe-
tites, quand » augmente indéfiniment. Cette recherche n’a pas été
faite; mais Dirichlet a seulement fait voir, en passant, que cela a
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lieu, dés que I'on suppose que la fonction a représenter est sus-

ceptible d’intégration ; mais cette hypothése n’est pas nécessaire.
Nous avons vu plus haut que, si les termes de la série Q devien-

s . 1
nent infiniment petits avec ;; pour toute valeur de x, la fonc-

tion F(x), dont f(x) estla seconde dérivée, doit étre finie et con-
tinue, et que
F(x + a) — 2F(x)+ F(x — )
24

est toujours infiniment petit avec t. Si maintenant la fonction
Flz+t)—F(x—1)

n’a pas un nombre infini de maxima et de minima, alors, quand ¢
deviendra nul, elle devra tendre vers une limite finie L ou devenir
infinie, et il est évident que

L[ e B e = PlrE e 2Bl Bl )
(]

24 24

- devra de méme converger vers L ou vers l'infini, et, par suite,
que cette expression ne deviendra infiniment petite que si

Fle+¢t)—F{x—1)

a zéro pour limite. D’aprés cela, si f(a) devient infini pour x = a,
il faut que l'on puisse toujours intégrer f(a + t) + f(a —1t) jus-
qu'a t = o. Cela suffit pour que

(.[b‘aﬁe—l—j;:g) dzf(x)cosnlz — a)

converge lorsque ¢ tend vers zéro, et devienne infiniment petit
quand 7 croit. Comme d’ailleurs la fonction F(x) est finie et con-
tinue, F/(x) doit &tre susceptible d’intégration jusqu'a x =a, et
(x — a)F’(x) devenir infiniment petit avec x — a, si cette fonc-
tion n’a pas un nombre infini de maxima et de minima, d’'ou il
suit que

M’:f}ﬂ'@ = (z —a)f(x)+F'(2),
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et, partant, que (x — a)f(x) pourra aussi étre intégré jusqu'a
x = a. D’aprés cela, ff x)sinn (x— a)dx peut aussi étre in-

tégré jusqu'a x = a, et, pour que les coeflicients de la série finis-
sent par devenir infiniment petits, il suffira évidlemment que l'in-

c
tégrale f flx)sinn(x—a)dx, ou b< a<c, devienne infiniment
b

petite, quand 2 croit. Posons f(x) (x—a) = g(x); alors, si cette
fonction, comme on le suppose, n’a pas un nombre infini de maxima
et de minima, on aura, pour 7 infini,

fcf(x)sinn(x—a)dx:fc j(—)asmn(r——a)dx
Jb b X —

__ola +—0)+cp(a——o):\:
2

comme Dirichlet-1'a prouvé. En conséquence,

ola+t)+ola—t)=fla+1t).t— fla—1t).t

doit devenir infiniment petft avec t, et comme
Sfla+1t)+fla—_t)
peut étre intégré jusqu’a ¢ = o et que, par suite,
fla+t).t+fla—t¢).t

est infiniment petit avec ¢, on voit que f(a—t) .t et aussi f(a—t).t
doivent étre infiniment petits avec t. En faisant abstraction des
fonctions qui ont un nombre infini de maxima et de minima, nous
voyons qu’il est nécessaire et suffisant, pour la représentation d’une
fonction par une série trigonométrique dont les termes sont in-

. . 1 . N
finiment petits avec 57 que, si elle devient infinie pour x =a,

Sla+1t).t et f(a—t).t soient infiniment petits avec ¢, et que
Sla~+1t) <4 f(a —t) puisse étre intégré jusqu’a £ = o.

Une série trigonométrique dont les coefficients ne finissent pas
par devenir infiniment petits ne peut representer que pour un
nombre fini de valeurs de x une fonction qui n’a pas un nombre
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infini de maxima et de minima, parce que

7 y‘\/ch(x)cos;L(x~a)l(x)dx

ne peut cesser d’étre infiniment petit, pour p infini, que pour un
nombre limité de valeurs de x. Il est donc inutile d’insister sur
cette hypothése. ' '

§13.

Pour ce qui concerne les fonctions qui ont un nombre infini de
maxima et de minima, il ne sera pas inutile de remarquer qu'une
telle fonction f(x) peut étre susceptible d’une intégration, sans
pouvoir étre représentée par une série de Fourier. Cela aura lieu, -
par exemple, sil'on a

v 1 .
f(x):igx—‘;if—)a <0<v<%>

am

entre zéro et 2. Car, dans I'intégrale f flx)cosn(x —a)dx,
o

quand 7 croit, I'influence de I'intervalle ou x est trés-voisin de

T, s o
\/ - finit par devenir infiniment grande, en sorte que le rapport
de cette intégrale a

1—2v

T, ~ m\ -~
.=sin{2yn—na+)ynn ¢
2 4
converge vers I'unité, comme on le trouvera en suivant une marche

analogue a celle que nous allons indiquer. Pour généraliser

Vexemple précédent, ce qui fera mieux ressortir la nature de la
P s
question, faisons

ff(x)dx: o() cosd (),

en supposant ¢(x) infiniment petit et ¢(x) infiniment grand,
quand x tend vers zéro, ces fonctions étant d’ailleurs continues avec
leurs dérivées, et n’ayant pas un nombre infini de maxima et de
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minima. On aura alors
flx)=¢ (x)cosy(z)— o (x) Y (x)sing(z),

et [f(x) cosn(x — a) dx sera égal i la somme des quatre inté-
grales

_'_fcp’(x) cos[Y(x)*=n/z—a)ldz,

; 2
1 , .
— ;fcp(x)q; () sin [4(&) == n(2 — a)] d.
¢ () étant supposé positif, considérons le terme

T

-— —fcp(x)al;'(x)sin[@(x)—i—n(x-—-a)]dx,

2

et recherchons dans cet intervalle la place ou les changements de
signe du sinus se succédent le plus lentement possible. Si 'on pose

$(@) +n(z—a) =y,

. - . dy
cela aura lieu dans le voisinage des valeurs de x ou Tz = O»etpar
. x

suite =/ :
V' (a) +n=o,
" en remplacant x par «. Etudions donc la marche de I'intégrale

1 %+ &
_;f o(x) ¢’ (x)sinyde,
o= &
pour le cas ot ¢ est infiniment petit pour n infini, et introduisons y
comme variable. Posons
Ya)+ nla—a) = B

alors on a, pour ¢ suffisamment petit,

I PRI

et {/(a) est positif, puisque ¢ () est infini positif pour x infinimerit
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petit. On a d’ailleurs

Y — y(a)z—a) = =3V (@) r =B,

suivant que x —a 2o, et

— ;£;€°¢(x)¢’(x)sinydx

zl(f’a _fﬁw"(w?,?)sinydy 9(a) ¥/(a)
2\ gt Ja Vr—B v2{'()

N

W’(a)— '
:___f smy'-f—@ dy‘ w(a)¢(a\
0 \/}” Va2 (a)

Si l'on fait décroitre la quantité ¢ pour n croissant, de telle maniére
que $”(a)e* devienne infini, alors, en supposant que

fwsm(y+6 7}-7

qui est égal, comme on sait, a sin (B -+ 4> V7, ne soit pas nul, et

en faisant abstraction de quantités négligeables, on aura
—-—;-f Tecp Y(x)sin{d(x) +n(x —a)]dz
= — sin ((3—;—3)‘/7—[—'(?_(_%)-
4 vaya)

Si donc cette derniére grandeur ne devient pas infiniment petite,
comme l'intégrale relative aux autres intervalles tend vers zéro, le

’ 2
rapport de f S(x)cosn(x — a)dx a cette méme quantité con-
o

vergera vers l'unité.

Si I'on suppose que ¢(x) et ¢/(x) soient, pour x infiniment
petit, du méme ordre que certames puissances de x, savoir, ¢(x)
de l'ordre de x*,{/(x) de celui de x=*~', o0 v >0, p2 o, alors,
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pour 7 infini,
p(a) Y (a)
2V («)

[ad
vV—= . - . .
sera de 'ordre de @ *, et, par suite, ne sera pas infiniment petit,
si @2 2v. Mais, en général, si x{/(x) ou, ce qui est la méme chose,

si ;ia_(x_) devient infiniment grand pour x infiniment petit, on
ogx
pourra toujours choisir ¢(x) de telle maniére que x¢{x) soit in-

finiment petit avec x, et que

V(=) ) d :\/— im—
\/ 2dxkp’(x) 2lim =0 ()

devienne infiniment grand, et, par suite, l'intégrale f flx)dx
x

(o) 1) eiz) o(x)

27T
peut étre prise a partir de zéro, sans que f f(x)cosn(x—a)dx
o
devienne infiniment petite quand n croit indéfiniment. Comme on

voit, dans l'intégrale x) dx, les accroissements de l'intégrale
) g 3 3 )
x

quand x tend vers zéro, se compensent, quoique leur rapport a la
variation de x croisse trés-rapidement pendant les rapides chan-
gements de signe de la fonction; par Vintroduction du facteur
cosn (x — a), on obtient ce résultat, que les accroissements de I'in-
tégrale s’ajoutent en valeur les uns aux autres.

De méme que nous venons de voir que, pour une fonction tou-
jours susceptible d’intégration, la série de Fourier peut n’étre pas
convergente, et que les termes de cette série peuvent devenir infi-
niment grands avec 7, de méme aussi on peut indiquer des fonc-
tions qui ne sont jamais susceptibles d’intégration, et pour 1esquelles
la série Q converge pour une infinité de valeurs de x prxses entre
deux valeurs aussi rapprochées qu’on le veut.

On a un exemple de ce nouveau cas dans la fonétion représentée

par la série
2“ (nz)
——
n

T
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‘ot (nx) a laméme signification qu’au paragraphe 6. Cette fonction
existe pour toute valeur rationnelle de x, et est représentée par la
série trigonométrique

o

2 —(—=1] .
—————“sin2nzm,
n nw
I

ot 'on doit mettre a la place de 6 tous les diviseurs de n, mais qui
ne reste comprise entre des limites finies dans aucun intervalle, si
petit qu’il soit, et, par conséquent, n’est susceptible d’aucune in-
tégration.

On obtient un exemple du méme genre lorsque, dans les séries

kd £l
Ec,. cosnizx, Ec,. sinn*x,

o I
N met, Pour Co, Cy, Csy- -+, des quantités positives toujours décrois-
n
santes et devenant infiniment petites, mais pour lesquelles E ¢ de-
5

I
vient infiniment grand. Car, si le rapport'de x & 27 est rationnel,

et s'il a pour dénominateur m, quand il est réduit a sa plus simple
expression, ces séries seront évidemment convergentes ou diver-

m—rx m-—x

gentes, suivant que 2 cosn®x, Esin n?®x seront égaux a zéro ou .
o o
différents de zéro. Les deux cas se présentent, d’aprés un théoréme
connu de la division du cercle (), pour une infinité de valeurs de
x, comprises entre des limites aussi rapprochées qu’on le veut.
La série { peut aussi converger dans un intervalle aussi grand
qu’on le veut, sans que la valeur de la série

da,
¢+ on —‘2 df )
n

«que I’on obtient par I'intégration de chaque terme de Q, puisse étre
intégrée dans un intervalle aussi petit que I’on voudra.

(') Disquisit. arithm., p. 636, art. 356.
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Considérons, par exemple, 'expression

. Coets—
En%(t—q")log[—————og;; q)]’

T

oti 'on prend les logarithmes de telle maniére qu'ils s’évanouissent
pour ¢ =o, et développons-la suivant les puissances ascendantes
de ¢, en y remplacant g par e¥*; la partie imaginaire du développe-
ment forme une série trigonométrique qui, -différentiée deux fois
par rapport a x, converge un nombre infini de fois dans chaque in-
tervalle, tandis que son premier quotient différentiel devient nul un
nombre infini de fois.

Une série trigonométrique peut aussi converger un nombre in-
fini de fois dans un intervalle aussi petit qu’on le veut, sans que ses

. s o . 1
termes deviennent infiniment petits avec - pour toute valeur de x.

Un exemple simple est fourni par la série

o

Esin(n!)xn,

I

ou n! désigne, comme d’habitude, le produit 1.2.3...n. Cette
série converge non-seulement pour toute valeur rationnelle de x,
_puisqu’elle est alors limitée, mais aussi pour un nombre infini de

— . . . 2
valeurs irrationnelles, dont les plus simples sont sinr, cost, =,

et leurs multiples, et, en outre, les multiples impairs de e,

e— e
de ~, etc.

4
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