
BULLETIN DES SCIENCES

MATHÉMATIQUES ET ASTRONOMIQUES

R. LIPSCHITZ
Extrait de six mémoires publiés dans le journal
de mathématiques de Borchardt
Bulletin des sciences mathématiques et astronomiques, tome 4
(1873), p. 97-110
<http://www.numdam.org/item?id=BSMA_1873__4__97_0>

© Gauthier-Villars, 1873, tous droits réservés.

L’accès aux archives de la revue « Bulletin des sciences mathéma-
tiques et astronomiques » implique l’accord avec les conditions gé-
nérales d’utilisation (http://www.numdam.org/conditions). Toute uti-
lisation commerciale ou impression systématique est constitutive
d’une infraction pénale. Toute copie ou impression de ce fichier
doit contenir la présente mention de copyright.

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques

http://www.numdam.org/

http://www.numdam.org/item?id=BSMA_1873__4__97_0
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/


M A T H É M A T I Q U E S . E T A S T R O N O M I Q U E S . 97

EXTRAIT
SIX MÉMOIRES PUBLIÉS DANS LE JOURNAL DE MATHÉMATIQUES DE BORCHARDT;

PAR M. R. LIPSCHITZ.

(Analyse rédigée par l'Auteur.)

I.

Recherches sur les fonctions entières et homogènes
de n différentielles (*).

Si Ton détermine le lieu d'un point dans l'espace par les coor-
données rectangulaires #1, x^ «r3, le carré de la distance du point
(xi, x^ x3) au point (xi-±- dx^ x2-+- dx^ xz -+- dx$), ou le carré
de l'élément linéaire dans l'espace, partant du point (.rj, «r2, .r3),
sera mesuré, en vertu des principes de la Géométrie euclidienne,
par la somme des trois carrés

(1) dx\-\-dx\ + dx\.

Considérons maintenant les trois variables x^ «r2, x% comme des
fonctions indépendantes quelconques de trois nouvelles variables
Jn J*-) JTs- Alors l'expression (1) se transformera dans la fonction
entière et homogène du second degré des différentielles dj^ dy^

~\-e2,i dy\ H- e%A dy\ -4- 2 eiti dy
-4- 2e3;, dy3 dy, -+- net>i dy dy2y

dont les coefficients dépendent des variables r , , y^ y3. Les équa-
tions

y{ z= const., y2 = const., j 3 = const.

représentent trois familles de surfaces; le carré de l'élément li-

( l ) Journal de Borchardt, t. 70, p. 71-102. Analyse dans les Comptes rendus de
VAcadémie de Berlin pour 1869, janvier, p. 44-53.
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néaire, pour une surface individuelle d'une de ces familles, de la
première, par exemple, se déduit de l'expression (2) en y posant
yy = const., et dy% = o, et prend la forme

( 2*) e2>2 dyl-hi e2,3 dy2 dyz 4- e,#s dy\.

À une telle expression du carré de l'élément linéaire pour une sur-
face se rattachent les recherches de Gauss, dans lesquelles la sur-
face est considérée, non comme la limite d'un corps, mais comme
un corps dont une dimension devient nulle, et qui est en même
temps flexible, mais inextensible. Ces recherches, présentées par
Fauteur sous le titre de Disc/uisitiones generales circa superficies
curvas, en 1827, à la Société royale des Sciences de Gœttingue, et
annoncées dans le 177e numéro des Gbttingische gelehrte An-
zeigen pour la même année, contiennent les premiers germes des
travaux dont nous allons exposer ici les résultats.

Les travaux actuels sont relatifs à des fonctions formées au
moyen d'un nombre donné de quantités indépendantes les unes des
autres et de leurs différentielles premières, lesquelles sont ration-
nelles, entières et homogènes par rapport aux différentielles, et de
forme quelconque par rapport aux variables elles-mêmes, pourvu
qu'elles soient différentiables. En représentant par a, Z>, c,.. . la
suite des nombres depuis 1 jusqu'à ra, désignons par xa le système
des n variables, et par f(dx) une fonction de l'espèce indiquée,
dont le degré, par rapport aux différentielles, soit exprimerai* le
nombre p. Nous considérerons la fonction f(dx) comme une
forme algébrique du pieme degré des n différentielles dxa, dont
les coefficients dépendront des variables xa. Si les variables xa

sont des fonctions indépendantes quelconques de n nouvelles va-
riables y^ et que l'on pose

(3) 1= = **
on aura, entre les différentielles dxa et dy^ les équations linéaires

(4) dxa= c^idyi-h Ca^dy*-*- ..-hCa,ndjrn9

et le déterminant fonctionnel
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ne devra pas s'annuler. De la substitution des variables y^ dans la
forme f (dx) résulte une équation

(5) f(dx) = g(dy),

où g(dy) désigne une forme du pième degré des différentielles dyk.
Nous supposerons constamment que, pour /?>2, le déterminant
appartenant à la formule f (dx))

(6)
d\f{dx) d\f(dx)

d dxx à dxi à dxn à dx»
d'f(dx)

à dxa

ne s'évanouit pas identiquement \ alors le déterminant eorrespçn-
dant à la forme g(dy),

(7) E = > , ±
d>g(dr) d*g(dy)

rlddxl ô dyn ô dyn

en vertu de l'égalité E = AC2, remplira pareillement la condition.

Étant données deux formes du piemê degré et de n différentielles,
f(dx) et g(dy), on les considérera comme appartenant à la même
classe ou à des classes différentes, suivant que l'une des formes
pourra ounon se transformer dans Vautre de la manière indiquée,
et l'on étendra en conséquence les autres principes fondamentaux,
développés dans la théorie de la transformation des fonctions en-
tières et homogènes au moyen des substitutions linéaires.

D'après cette définition, les expressions ci-dessus (i) et (2) sont
des formes quadratiques de trois différentielles, et appartiennent à
la même classe. De plus, l'expression (2*) est une forme quadra-
tique des deux différentielles dy%, dyz. Si l'on imagine que la sur-
face yx = const., pour laquelle cette expression représente le carré
de l'élément linéaire, puisse être développée sur une seconde sur-
face, rapportée aux variables indépendantes w2, w3, les variablesy^
yz seront des fonctions, indépendantes entre elles, des variables w$,
w3, et le carré de l'élément linéaire pour la seconde surface appar-
tiendra à la même classe que l'expression (2*). Gauss s'est occupé
en passant de cette relation, à l'occasion de la solution générale
du problème de représenter les parties d'une surface donnée,

1'
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sur une autre surface, de manière que la représentation soü sem-
blable à la surface représentée dans ses moindres parties, art. 4 (1 ),
puis l'a développée complètement dans les Disquisitiones generales
circa superficies curvas, déjà citées, art. 12 et i3. Dans ce dernier
endroit, Gauss fait remarquer que la théorie des lignes les plus
courtes sur une surface donnée appartient à la théorie des pro-
priétés de la surface qui sont indépendantes d'une déformation
de cette surface. Si, pour la surfaceyt = const., l'expression (2*)
du carré de l'élément linéaire est donnée, la ligne la plus courte
sur la surface est alors déterminée par la condition que la première
variation de l'intégrale

j y *,, dy\ -+- ielt% dy7dy3 + eZti dy\

s'annule, tandis que le système initial {y^\ y^) et le système final
[jzi J$) ^e l'intégrale demeurent invariables. La détermination de
cette variété du premier ordre pour les variables j ^ s , y% ne contient
aucun élément qui ne soit tiré de la forme quadratique (2*), et
c'est là-dessus que repose la proposition énoncée par Gauss.

Une autre définition de la même variété du premier ordre est
donnée par cette proposition de Mécanique analytique, qu'un point
matériel, qui na aucune force motrice, et qui est contraint de se
mouvoir sur une surface donnée, décrit sur cette surface une ligne
de moindre longueur. Si la surface est désignée comme ef-deàsus,
le lieu (y^Jz) du point matériel mobile au bout du temps t est
déterminé, en vertu du principe établi par Hamilton, dans son Mé-
moire On a gênerai Method in Dynamics (2), par la condition
que la première variation de l'intégrale

s'évanouisse, la position du point matériel à l'époque initiale et à
l'époque finale de l'intégration restant invariable.

(*) Astronomische Abhandlungen von SCHUMACHER, Heft 3.
(a) Philosoph. Transact. of the R. Soc. of London, i834, Part II, p. 247; i835,

Part l, p. 95.
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Ces deux problèmes de calcul des variations peuvent être étendus
au cas où l'on suppose que, à la place de la forme quadratique de
deux différentielles, on a pris une forme quelconque f(dx), du
pième degré (pétant >a), des n différentielles dxn. Alors l'un des
problèmes consiste à rendre n — i des variables xa dépendantes de
l'une quelconque d'entre elles x, de telle manière que la première
variation de l'intégrale

(8)

s'évanouisse, tandis que les systèmes des valeurs x^ et xa, corres-
pondant respectivement au commencement et à la fin de l'inté-
gration, restent invariables. Le second problème consiste, au con-
traire, à rendre les n variables xa dépendantes d'une variable
indépendante t, de telle manière que la première variation de l'in-
tégrale

soit égale à zéro, tandis que les systèmes des valeurs x^ et xa , cor-
respondant respectivement à la valeur initiale t0 et à la valeur
finale t de la variable t, restent invariables. L'expression trouvée
par Lagrange pour la variation complète de la forme ƒ (x'), où l'on

Ht =Xa'>

donne le sj stème d'équations différentielles qui convient au second
problème,

d df(x' )

v ; dt $xa

En conséquence de l'hypothèse établie ci-dessus, que le déterminant
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ne doit pas s'évanouir identiquement, ce sys-

tème d'équations différentielles permet d'exprimer les n dérivées les

plus élevées " en fonction des quantités Xi et -7- • D'après les

principes exposés dans le Mémoire intitulé : Erbrterung der Mög-
lichkeit, ein gegebenes System gewöhnlicher Differentialglei-
chungen vollstândig zu integriren (Bonn, 1868), et publié en
italien dans les Annali di Matematica (serie IIa, t. II, fasc. IV,
p. 288-302), le système (11) peut donc, sous les conditions de con-
tinuité déterminées dans le Mémoire cité, s'intégrer complètement,
et cela d'une seule manière, de telle façon que les variables xa et
leurs dérivées xa prennent, pour t = £0, les valeurs assignées d'a-
vance

(12) , xa=xi£\ x'a~x'£°K

On a généralement, pour une des intégrales,

f0 [xf^] étant le résultat de la substitution des valeurs (12) dans

Du système (11) on peut déduire n — 1 équations différentielles
ne contenant plus la différentielle dt, et qui coïncident avec les n — 1
équations différentielles correspondant au problème de la ^varia-
tion de Vintégrale (8). Supposons ces n — 1 équations différen-
tielles intégrées de manière que, pour xCi = x^, on ait les
équations

dr r'(0)

i\fx\ T — ir (0) —^a t
( l 4 ) *a-W, d x c - x , ^

Alors de l'intégrale (i3) résulte l'équation

qui exprime les dépendances entre la variable xCi et la variable t \
et cette équation fait voir que, dans chacune des valeurs d'intégra-
tion xa^ la variable t n'entre que par les n combinaisons ( t — t0 ) x'£°K
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Les valeurs d'intégration xa ne sont donc f onctions que des n
quantités xffet des n quantités [t — to)x

T£°\

Tandis que la variable indépendante t passe de la valeur £0 à la
valeur t, le système des valeurs d'intégration xa, en passant pro-
gressivement du système de valeurs x$ au système de valeurs xa,
parcourt une variété du Ier ordre, qui ne dépend que de la nature
de la f orme f(dx). Par la transformation de la forme f(dx) dans
la forme g(dy), dont le résultat est représenté par l'équation (5),
les intégrales (8) et (9) et le système d'équations différentielles (n )
se changent dans les algorithmes correspondants relatifs à la forme
g[dy). Admettons maintenant que, pour t = t0, les systèmes x^
e t Jr(£\ x'ao) e t Jf^ s e correspondent respectivement. Alors, de
Véquation (4) résulte, entre les quantités x1^ et y'k°\ le système
d'équations linéaires

la substitution des valeurs x^ à la place des xa dans une fonction
des xa, et la substitution des valeurs yff à la place desjy* dans une
fonction des yk étant indiquées par l'adjonction du signe (0). On
a aussi l'équation

Ici les valeurs d'intégration xa et les valeurs d'intégration yk dé-
finissent la même variété du ier ordre.

En considérant maintenant, dans la représentation des valeurs
d'intégration xa au moyen des n quantités (t — to)x'£°\ les pre-
mières de ces quantités comme invariables, les secondes comme va-
riables, les quantités xa se présenteront comme fonctions du sys-
tème de nouvelles variables

que l'on peut appeler variables normales. Si l'on procède^ de
même pour la forme g[dy), qui appartient à la même classe que
f(dx), les valeurs d'intégrationyk dépendront des n quantités y^
et des n quantités {t — t0)y£o)\ la constance des ^en t ra înan t
comme conséquence la constance des y^\ les quantités j ^ devien-
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dront des fonctions des nouvelles variables

(*9> (t-t,)y't
M=zi9

et les variables ub seront, en vertu de (16), liées aux variables z%
par les équations

Les variables normales ua sont donc des fonctions linéaires des
variables normales zk. On peut ici placer cette remarque, qui
trouvera son application dans le Mémoire III, que les variables nor-
males M#, par la combinaison des équations (i5) et (18), admettent
aussi pour définition la formule

(.8*) «, = * ; x i « ) .

Transformons la forme f(dx) par l'introduction du système des
variables normales uh, de sorte qu'il en résulte l'équation

(20) f(dx) = <f(du);

alors <f (du) sera un type normal de la forme f[dx). Si, pour une
forme g[dy) appartenant à la même classe que f(dx), on forme le
système correspondant de variables normales zt, défini par~(xo,), et
que Ton établisse le type normal JJ (dz), on aura l'équation

(21) <p(tfw) = x(<fe),

tandis que les variables ua sont, en vertu de (16*), des fonctions
linéaires homogènes des variables zk. L'espèce de la dépendance
entre y [du) et %[dz) est donc d'un autre degré que l'espèce de
la dépendance entre f [dx) et g (dy). .A cause de cela, la concep-
tion du type normal fournit un moyen pour l'étude des propriétés
d'une classe de formes.

Par la substitution (16*), l'expression finie fo(u), relative à la
forme f(dx), et la forme à coefficients constants fo[du)^ relative à
la même forme ƒ (dx), se transformeront aussi dans les algorithmes
correspondants, relatifs à la forme g(dy), de sorte qu'on aura les
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équations .

(«) f.(u)=g.(*),

En même temps, l'intégrale R, définie par (8), prendra la valeur

(8*) R =

Par la combinaison des équations (21) et (23), on obtient encore la
relation remarquable

Parmi les formes de n différentielles, celles dont les coefficients
sont constants occupent une place à part, et il est à souhaiter de
pouvoir reconnaître si une forme donnée f (dx) est transformable
ou non en une forme à coefficients constants. Quand le degré p
est ^ 2, cette question peut être décidée par la considération du
type normal de la forme f(dx). Supposons que la forme f (dx)
puisse être transformée dans la forme g(dj)^ dont les coefficients
soient constants. Alors le système d'équations différentielles relatif
à la forme g{dy), et qui se tire de (n ) , est intégré complètement
de la manière indiquée plus haut, au moyen des équations

et, en conséquence, les variables yk sont liées aux variables nor-
males zi, définies dans les formules (19), par les équations

On a, d'après cela, pour notre forme g(dy), l'équation

Or celle-ci entraîne avec elle, en vertu de (23 *), l'équation l

(26) 9(du)=f.[du),

et ainsi se trouve établi le critérium suivant : Une f orme j\dx),
d'un degré égal ou supérieur au second, peut ou ne peut pas
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être transformée en une forme à coefficients constants, suivant
que le type normal de cette f orme est ou nest pas une forme à
coefficients constants.

C'est ici le lieu de rappeler que la théorie des formes du pième

degré de n différentielles est en relation très-étroite avec les re-
cherches sur la nature de l'espace, que Gauss a, le premier, inau-
gurées (4), et que, plus tard, Riemann, dans son Mémoire post-
hume : Ueber die Hypothesen, welche der Geometrie zu Grunde
liegen (2), a reprises avec une grande généralité. Ces recherches
partent de ce que la position d'un point dans l'espace est détermi-
nable par la mesure de trois quantités x^ x^ «r8, et qu'à un
changement continu de cette position correspond une variation
continue de ces trois quantités. La mesure de la distance entre le
point (#!, .Tj, xz) et un point voisin [xx+dxu «r2-f-ckr2, x^-\-dx%)
n'est pas nécessairement alors la racine carrée de la somme des
carrés de trois différentielles exactes. La mesure de cette distance,
ou l'élément linéaire dans l'espace, peut, au contraire, être sup-
posée égale à la racine carrée d'une forme quadratique quelconque
essentiellement positive, ou, plus généralement, à la racine pième

d'une forme quelconque essentiellement positive, du piètae degré,
des différentielles dx^ dx*, dx%. L'établissement de la possibilité
d'une telle théorie de l'espace fait voir en même temps la raison
pour laquelle tous les efforts pour fonder l'axiome XI d'Euclide
sans hypothèse préalable ont du échouer. Si, au lieu des trois va-
riables xu ,r2, x^ on considère les n variables xa, et que l'on
prenne l'expression

pour l'élément linéaire de cette variété du nième ordre, alors Vin-
tégrale R, définie par (8), mesurera la longueur d'une ligne
d'étendue finie, et le problème de calcul de variations, posé pour
l'intégrale R, donne à cette longueur une valeur minimum.
Lorsque la forme f[dx) est transformable en une forme g (dy) à
coefficients constants, la nature de la ligne ou VARIÉTÉ du premier
ordre correspondante est exprimée par les équations (24). Si l'on

( l ) Voir ses Lettres à Schumacher du 17 mai et du 12 juillet I83I .
(*) Jbhandlungen der K. Gesellschaft der Wissenschaften zu Göttingeny Bd. XIII.
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a, en outre, p = 2, la forme %g(dy), dont les coefficients sont
constants, et qui est supposée essentiellement positive, est toujours
égale à la somme des carrés de n différentielles 5 l'expression du
carré de l'élément linéaire coïncide avec celle qui découle des prin-
cipes de la Géométrie euclidienne; les lignes de longueur mini-
mum, représentées par les équations (24), se changent dans les
lignes droites de la Géométrie euclidienne, et l'équation (8*) de-
vient le théorème de Pjthagore.

Le critérium que nous avons indiqué pour savoir si une forme
f(dx), dans le cas de» > 2, est transformable en une forme à coef-
ficients constants, suppose l'intégration complète du système d'é-
quations difïérentielles (11). Une forme du premier degré

f{dx) = a{dxi -h a7dx2 - h . . . -+- andxn

possède cette propriété dans le cas, et seulement dans ce cas, où elle
est égale à une différentielle exacte. Or les conditions connues
àHntégrabilité peuvent être résumées en disant que la forme, bili-
néaire par rapport aux deux systèmes dxa et &r6,

(a7) Sf(dx) - df(dx) = ^
a,b

qui est un covariant de la forme f (dx)^ doit s'évanouir identi-
quement. Pour les formes du second degré de n différentielles, on
peut pareillement établir un critérium qui conduit au but, sans
l'intégration préalable d'un système d'équations différentielles.

Dans le Mémoire cité plus haut, Gauss â. démontré que, si, par
un point d'une surface donnée, on mène des sections normales, et
que l'on détermine leurs rayons de courbure, le produit des va-
leurs réciproques du plus grand et du plus petit rayon de cour-
bure reste invariable dans une déformation de la surface. Cette
quantité, que Gauss appelle la mesure de la courbure de la sur-
face au point donné, est d'une haute importance. Si le carré de
l'élément linéaire pour la surface est représenté par la forme qua-
dratique (2*) des deux différentielles dyt, dyz, l'expression de la
mesure de courbure, donnée par Gauss, art. II, est un invariant de
la forme (2*). Cet invariant s'évanouit, toutes les fois que la
forme correspondante peut être transformée dans la forme à
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coefficients constants

dw\ -+- dw\,

ou encore toutes les fois que la surface donnée est développable
sur un plan.

Dans le cas d'une forme quadratique f(dx) de plus de deux dif-
férentielles, pour trouver des combinaisons covariantes à cette sur-
face dans une transformation quelconque de la forme ƒ (dx) en une
forme g(dy), on peut partir des considérations que Lagrange a ex-
posées dans la Mécanique analytique (seconde Partie, section IV),
touchant la transformation des expressions différentielles. Ces con-
sidérations donnent, pour la forme f(dx), l'équation

dont le premier membre, divisé par dt* et égalé à zéro, fournit le
système d'équations différentielles (i i). Représentons maintenant
la forme quadratique f (dx) comme il suit,

(29) f(dx) = - \ aQtbdxadxb,
a,b

de manière que, d'après (6), le déterminant soit /^ ^\

et faisons, de plus, '

Donnons au multiplicateur de âxa dans le premier membre de (28)
la forme

\att,bdxlf„(dx),
b

fa{dx) désignant la forme quadratique suivante des diffêren-
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tielles dxg,

(3o)

fa ( dx ) == I \ /e#y#* C?̂ ff d̂ 7A,

S, h

^ ^ a

Alors la forme quadrilinèaire, par rapport aux quatre systèmes
de variations indépendantes

dlxa, àlxi,y dxgy
des variables xa,

dx) ddfa(àx)
ààd

ü ) àdxh ààxb

^

<?5t un covariant de la forme f(dx). Cette forme, que M. Christoffel,
dans son Mémoire : Ueber die Transformation der homogenen
Dijjferenzialausdrücke zweiten Grades [Journal de Borchardt,
t. 70, p. 46-70), a désignée (p. 58) par G4, est une f orme bili-

néaire de deux systèmes de combinaisons

d* xaà
l xi, — à1 xad

x xè, et dxgdx/t— §xsdxh-

Cette forme, comme nous le montre sa représentation, doit s'éva-
nouir identiquement, toutes les f ois que la forme f [dx) peut être
transformée en une forme à coefficients constants.

Lorsque la forme de deux différentielles

(29*) if{dx) = alfldx\ -4- 2fl1,2&,(/^24- a2tidx\

désigne le carré de l'élément linéaire pour une surface rapportée
aux variables xt et x%, alors, entre la mesure de courbure de
Gauss k au point [x^ x%) de la surface et la forme correspondante
¥ (dlx, dlx, dx, dx), on a l'équation

Comme les systèmes des valeurs xt, x% composent une VARIÉTÉ du
second ordre, on peut s'exprimer en disant que, lorsque la forme
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quadrilinéaire ¥ (dix, ^x, dx, &r), correspondant à une f orme
f(dx)) s'évanouit identiquement, la forme f (dx) est transfor-
mable en une forme à coefficients constants. La démonstration de
cette proposition, qui n'a pas encore été donnée, même pour n = 2,
s'obtient par la considération du système de n équations différen-
tielles

où les valeurs de xc et de x'c sont tirées de l'intégration complète du
système (11) indiquée ci-dessus. Dès que la forme

,frx,dx, ix)

est identiquement nulle, les n systèmes d'expressions

v ^ ' (t — t9)dx£°) dui

devront satisfaire au système d'équations différentielles (33), et
par suite l'intégrer complètement. De ce fait on déduit alors l'équa-
tion ci-dessus (26), qui équivaut à la proposition énoncée. L'éva-
nouissement identique de la forme quadrilinéaire

, è'x, dx, àx)9

relative à une forme f(dx), est donc la condition nécessaire et
suffisante pour que la f orme f {dx) puisse être transformée en une
forme à coefficients constants. Avec ce théorème nous possédons un
critérium qui, comme nous l'avons annoncé plus haut, ne suppose
pas l'intégration préalable d'un système d'équations différentielles,
et qui peut être appliqué directement dans un cas donné quelconque.

(ud suivre.)


