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EXTRAIT
DE SIX MÉMOIRES PUBLIÉS DANS I E JOURNAL DE MATHÉMATIQUES DE BORCHABDT;

PAR M. R. LIPSCHITZ.

(Analyse rédigée par l'Auteur.)

IV.

Développement de quelques propriétés des formes quadratiques
de n différentielles.

Premier Article ( *).

Un des buts principaux des recherches que nous analysons ici
successivement était l'étude plus approfondie de la mesure de cour-
bure de Gauss. Outre les voies suivies jusqu'à présent et conduisant
à ce but, on peut encore choisir celle qui consiste à présenter, sous
un point de vue plus général, toutes les conceptions fondamentales
relatives à la courbure d'une surface, et à en tirer ensuite la con-
ception de la mesure de courbure. A cet effet, il s'agit de trouver
une définition du rayon de courbure qui se prête sans contrainte
à une extension naturelle. Or des principes admis de la Mécanique
usuelle résulte ce théorème que, lorsqu'un point matériel, qui
n est soumis à l action d'aucune force accélératrice, doit se mou-
voir sur une surface déterminée, la pression exercée en chaque
point de la trajectoire est inversement proportionnelle au rayon
de courbure de cette trajectoire. On peut définir, d'après cela, la
valeur réciproque du rayon de courbure comme une quantité qui

(*) Journal de Borchardt, t. 71, p. 27/J-287.
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est directement proportionnelle à la pression résultante dans ce
mouvement. Si, de plus, un système d'un nombre quelconque de
points matériels se meut en vertu des mêmes lois de la Mécanique,
sans être soumis à l'action d'aucune force accélératrice, mais qu'entre
les coordonnées des points de ce système il existe, indépendamment
du temps, un certain nombre d'équations de condition, alors, pour
tout déplacement virtuel du système de points matériels, compatible
avec les équations de condition, la somme des moments de toutes
les pressions a une valeur déterminée, qui, pour un point matériel
assujetti à rester sur une surface, se réduit au moment de la seule
pression correspondante. Soient, comme dans III, xa les coordon-
nées des divers points matériels du système mobile \ supposons que

la forme if ( -7- ) 5 représentée explicitement dans (29), I, désigne

la somme des forces vives de tous les points matériels, et que l'on
ait, en outre, / fonctions indépendantes quelconques y^ des varia-
bles xa, la lettre a, ainsi que, dans la suite, les lettres |3, y,. . . ,
parcourant la série des nombres 1, 2 , . . . , /, et / étant <^ n^ ad-
mettons enfin que l'on ait, entre les coordonnées x a , le système de
/ équations

(1) j a

Par l'introduction de l multiplicateurs indéterminés Xa, on peut
maintenant formuler le problème de Mécanique dont il s'agit, en
demandant que la première variation de l ' i n t é g r a l e " \

( * ) ƒ [ƒ(*')

s'annule, les valeurs initiales x$ et les valeurs finales xa de l'in-
tégration restant invariables. D'après cela, l'équation

devra être satisfaite, indépendamment des valeurs des variations.
Mais l'expression

(4) •
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représente la somme des moments de toutes les pressions, relative
à un déplacement virtuel du système de points matériels, corres~
pondant aux valeurs c^a, somme dont il était question tout à
l'heure. Comme la définition de cette notion repose sur les prin-
cipes admis de la Mécanique usuelle, personne ne mettra en doute
que, si l'on commence par transformer la forme quadratique ƒ ( 6?.r )
par l'introduction d'un système quelconque de nouvelles variables
à la place des variables xa, et si ensuite le système des /fonctions
ya est remplacé par un nouveau système de / fonctions, indépen^
dantes entre elles, de ces fonctions, l'expression (4) ne doive se
changer dans l'expression qui serait formée de la même manière au
moyen des nouveaux éléments correspondants. Mais les raisons
analytiques de ce fait conservent leur force pour toute forme qua-
dratique essentiellement positive f (dx)^ dans laquelle le détermi-
nant A ne s'évanouit pas. Nous allons, en conséquence, aux consi-
dérations que nous venons d'exposer, en substituer d'autres plus
générales, dont les principes sont expliqués dans III, et où la me-
sure de la force vive d'un point matériel en mouvement revient à
une expression plus générale du carré de l'élément linéaire dans
l'espace. C'est pourquoi nous n'imposerons à la forme f (dx), qui
entre dans l'intégrale (2), aucune autre condition que celles que
nous venons d'indiquer, savoir : qu'elle soit essentiellement posi-
tive, et que le déterminant correspondant A ne s'annule pas.

Des équations ( 1 ) on tire successivement les deux systèmes d'é-
quations

(5) p = o, *£ = o.
v ; dt dt2

En combinant le dernier de ces deux systèmes avec le système de
n équations différentielles contenu dans (3), on pourra exprimer

d2 xles n quantités , " et les / quantités la en fonctions homogènes du

second degré des quotients différentiels x'b, et par la substitution de
ces valeurs des la l'expression (4) s e change également en une forme
quadratique des x'b. Le système d'équations différentielles contenu
dans (3) entraîne, de plus, comme conséquence, l'intégrale

(6) ƒ(*') = const.,

où la constante, à cause de la nature essentiellement positive de la
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forme f(dx), doit être une grandeur essentiellement positive. Dans
l'expression (4), qui est linéaire par rapport aux variations âya^
considérons ces^dernières comme arbitraires, mais constantes, et les
quotients différentiels x'b comme variables, mais assujettis toutefois

dyà satisfaire aux équations -~ = o du système (5) et à l'équation (6)}

et posons le problème de maxima et minima, consistant à déter-
miner les valeurs x'b de manière que la première différentielle de
l'expression (4), prise par rapport à ces quantités, s'évanouisse.
Comme l'expression (4)5 lor s qu' on soumet à une transformation
quelconque la forme f(dx), et qu'on remplace le système des
fonctions ya par un système équivalent, a la propriété de se trans-
former en même temps, et que la condition demandée ne peut dé-
truire cette propriété, la solution du problème de maxima et mi-
nima devra participer à cette propriété. C'est sur l'étude de ce
problème que roule le présent travail.

Les considérations développées jusqu'ici se rattachent bien au
système d'équations différentielles obtenu dans (3), et font usage de
l'intégrale (7) de ce système*, mais elles n'exigent pas que l'on sup-
pose connue une intégration complète du système. C'est pourquoi,
dans le problème de maxima et minima, nous introduirons, au lieu

des quotients différentiels —7—? les différentielles dxy. En faisant

cela dans les expressions Xa, on devra remplacer les équations (3),
(5), (6) parles équations

(1)

y
dy* = o, d2ya = o,

f{dx) = const.

Aux notations (29), I, et (3o), I, ajoutons maintenant les nouvelles
notations

a,b

2
a,b a,b
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Les quantités Xtt sont ensuite déterminées par les équations

(10) \ ( a > PAa-f-Y^âb; = o,

pour lesquelles le déterminant | a, (3 | ne peut pas s'annuler, et les
expressions elles-mêmes sont données par les formules suivantes :

( n )

Ces expressions conduisent à une représentation explicite de la
forme résultant de (4), quadratique par rapport aux différen-
tielles dxa, linéaire par rapport aux variations àjra^

(12) - \ ^a$ja=: l{dx) = - \ \a,bdxadxb.

Le problème de maxima et minima proposé pour cette forme, en
désignant par 00 et par &a des facteurs indéterminés, est équivalent
à la condition que les n dérivées de l'expression

prises par rapport aux quantités dxa, deviennent égales à zéro. De
ces n équations et des / équations dja = o du système (7) résulte
un système de n -+- / équations, homogènes et linéaires par rapport
aux n quantités dxa et aux / quantités 3-a, et pouvant être rangées
de telle façon que les coefficients forment un tableau symétrique.
Le déterminant de ce tableau D (oo) peut être mis sous la forme

(i4) D(w) — Do&>»-'+ D.w*-'-1 -4-... -h Dw_/,

les coefficients Do, Dl9 D2,. • . , Dn_t étant des fonctions homogènes
des variations c^a, des degrés respectifs o, 1, 2 , . . . , n — /, et le
coefficient Do ne pouvant s'annuler. La quantité w est déterminée
par l'équation du {n— /) i eme degré

dont les racines sont toutes réelles. A chaque racine se rapporte
une détermination des quantités dxa, et à une telle détermination
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correspond chaque fois la relation

(,6) . -=) !ër
Si o>i et tó2 sont deux racines différentes de l'équation ( i5) , et qu'à
la première se rapporte le système des quantités dxa = d^xat) à la
seconde le système des quantités dxa = d^xa^ on a la relation

laquelle, d'après la définition donnée dans III, signifie que les va-
riétés du premier ordre d^xa et d^xa sont normales entre elles
ou orthogonales par rapport à la forme if(dx).

De ce qui précède il résulte que les coefficients de l'équation ( i5) ,

ou les coefficients de la fonction ,

, a, I), D2 !)„_/

ont la propriété d'être covariants de la combinaison de la f orme
f(dx) avec le système des fonctions y\ rendues constantes. La
même chose a lieu pour toute fonction rationnelle et entière de ces
n — i expressions. Nous sommes donc en état de former des combi-
naisons de quantités qui soient invariantes par rapport^ la forme
f[dx) et au système des fonctions ya rendues constantes.

Représentons par

(19) F(d/„ dy 2 , . . . , r{, r , , . . . )

une fonction entière et rationnelle des expressions (18), qui soit en
même temps homogène et de Vordre pair q par rapport aux quan-
tités Jy l 5 §^2, . . . , $yi) et dans laquelle les coefficients des puis-
sances positives et des produits de puissances positives des èy^
soient désignésàpar r l 5 r2 , . . . .

Si, au lieu des / fonctions ya, on introduit / fonctions ya des ya>

et que l'on ait les équations
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il en résultera, pour deux valeurs quelconques des nombres aiy # j ,
l'équation

Mais les fonctions définies par (8) jouissent aussi de la propriété
que, si («j, a f) se change, par l'introduction desj^a , en (a1? a , ) , il
vient l'équation formée de la même manière

C'est là-dessus qu'est fondée la méthode suivante pour la formation
des combinaisons invariantes des quantités de l'espèce indiquée.

Soit un terme quelconque de la fonction F (c^ t , c^2 , . . . , r t , /*2,...),
résultant de la multiplication de i expression

(ou, parmi les indices aM a2 , . . . , o^, il peut y en avoir un nombre
quelconque qui soient égaux entre eux) par l'un des éléments i\,
r2 , . . . . Ecrivons toutes les q\ permutations des q indices les unes
sous les autres, en partageant chaque permutation en groupes de
deux indices chacun,

formons, d'après chaque ligne, le produit des \q fonctions

( a i , a 2 ) (<23, <%i). - -{<Zq-l, OCq),

puis faisons la somme de tous ces produits. Si, dans chaque terme
de la fonction F(Jy l5 $y%^. . . , r4,7*2,. . .), ozz remplace le pro-
duit âj~at dja%. . . dy* qu'il contient, par l'expression correspon-
dante de la somme que nous venons de former, affectée du déno-
minateur q !, c'est-à-dire par
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alors F (â/i, c^2,. . ., rl9 rs, • • •) 5e changera en une combinaison
invariante des quantités de Vespèce indiquée.

Dans le cas où le nombre / est égal à l'unité, c'est-à-dire où il
n'existe qu'une seule fonction y^ la définition donnée pour la fonc-
tion l(dx) se simplifie comme il suit :

(23) a M dx) = X d/, = - " ^ 1 ôr,.
l ' > lJ

La fonction unique (i, i) coïncide alors avec le premier paramètre
différentiel de la fonction yx, défini vers la fin du Mémoire III.
L'équation (i5) devient du (n — !)ième degré, et les coefficients Do,
D t, D2,. . . de la fonction D(w) sont multipliés par les puissances
de la quantité dy± d'exposants égaux à leurs indices. La méthode
exposée pour la formation des combinaisons invariantes des quan-
tités de Vespèce indiquée se trouve ainsi abrégée en même temps.
Si, dans la fonction 2 À (dx) définie par (23), on remplace $yt par
la quantité ^/(i, i), ce qui donne

(24) 2A(&) = X s/WÏ] = - ^ ;

si l'on introduit cette substitution dans le problème proposé de
maxima et minima, et que l'on désigne, en les entourant de paren-
thèses, les fonctions ainsi transformées, alors tous les invariants
donnés par notre méthode seront des fonctions rationnelles et en-
tières de certains invariants élémentaires, savoir, des expressions
d'ordre pair

(25)

et des produits deux à deux ou bien des carrés des expressions
d ' ordre impair

(£)• m
Si, à l'hypothèse / = i, on joint encore l'hypothèse que f(dx) soit
égale à la forme spéciale

(a7) -
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alors l'expression

Kdr) . i/(i. i) :

devient égale à la valeur réciproque, prise avec le signe —, de la
quantité que M. Kronecker, dans son second Mémoire Sur les sys-
tèmes de fonctions de plusieurs variables (*), a désignée par la

lettre p. Si Ton substitue, dans l'équation (i5), la relation co .= >

le problème de maxima et minima fournit les n — i valeurs singu-
lières de la quantité p dont il est parlé dans ce Mémoire. Lorsqu'on
a n = 3, et que x^ x^, x$ sont les coordonnées rectangulaires d'un
point de la surface yt = const., d'où résulte que, comme dans (i), I,

\ dx2
a représente le carré de Vélément linéaire dans Vespace,

a

alors p est le rayon de courbure de la surface en question, pour la
section normale définie par les quantités dx^ dx2, dx%\ le pro-
blème de maxima et minima détermine le plus grand et le plus
petit rayon de courbure, c'est-à-dire les deux rayons de courbure

principaux, et les coemcients ( yr 1 > ( 77 ) de la fonction -——

représentent respectivement la somme et le produit des valeurs
réciproques des deux rayons de courbure principaux. Dans le sens
indiqué plus haut, la seconde quantité et le carré de la première
sont des invariants pour la combinaison de la forme quadratique
correspondante f (dx) avec l'équation j ^ = const.

Les fonctions yK étant indépendantes entre elles, on peut leur
adjoindre n — / fonctions arbitraires yQ (<7, et plus tard T, . . . dé-
signant les nombres depuis /-f-i jusqu'à «), de telle façon que
les ya et les y^ constituent ensemble un système de fonctions
des xa) indépendantes entre elles. Par l'introduction de ces nou-
velles variables, la fonction 1 (dx) devra être transformée. Sup-
posons que la transformation de la forme j\dx) donne les résultats

f1) Ueber Système Don Functionen mehrerer Vaiiabelen {Monatsbericht der Berluier
Akademie v. J. 1869, 5. August, p. 691).

Bull, des Sciences mathérn. et astron., t. IV. (Juin 1873.) 20
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suivants :

(28)

g{djr) =7^£fh

,n âèm „

Da (8), on tire l'équation

En posant maintenant^ en général,^

on tirera de (9) et de (1i)>

(3o)

et la fonction ^{dy ) sera complètement déterminée. Si l'on formule
maintenant, par rapport à la fonction transformée p(d) ), le pro-
blème de maxima et minima, posé pour la fonction X(rfx), alors
la condition f(dx) — const. sera remplacée par la condition
g{dj) = const., et les conditions djr

a = o pourront être intro-



duites directement dans les formes p(dy) et g(dy), de sorte qu'on
aura

D'aprèSi ceBr, Fexpression^iS3} se cba-ngera dkns

(3B)

la signification de la quantité w n'ayant subiaucune altération. Iles
n— / dérivées de (33), par rapport aux quantités dj^ étant éga-
lées à zéro, donneront la solution du problème de maxima et mi-
nima proposé. Entre le déterminant précédent D (oo) et le détermi-
nant symétrique qui appartient au système de ces n — / dérivées,
on a la relation ( * )

Ici l'on a

E

et les cüefficients» de là fonction ~yr— se présenter,expriiMS an

moyen du système des variables j ' a , j a \ on peut exprimer de la
même manière lès invariants développés plus haut. Si /Jest égal1à
l'unité, les équations (^3)"et (24) donnent respectivement

et, en conséquence, l'expression du second membre de
tion (34) se trouve aussi simplifiée.

(*) L'introduction de cette formule entraîne quelques modifications dans les foi***
mules du texte des Memoires originaux. Dans le texte de IV, D(w) a la signification
ci-dessus j dans le texte de V, on a pose D(w) = l / ^ - H we?ff?T|.

2 0 .
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V.

Développement de quelques propriétés des formes quadratiques

de n différentielles.

Deuxième Article (l).

Nous avons supposé que la forme quadratique f{dx), par la
substitution des variables j a,j)^, se change dans la forme g{dy ), et
que celle-ci, en vertu des conditions ya = eonst., dj^=. o, se
change dans la forme g(dj) des n— / différentielles dj^ repré-
sentée par (3i),IV. Le problème delà variation de l'intégrale (2),IV,
est alors remplacé par le problème de la variation de l'intégrale

lequel entraîne le système d'équations différentielles

, , dr* àg(r') __ Q

' dt dfc

Les valeurs d'intégration^, qui satisfont au système (2), ne dé-
pendent ainsi que de la forme g(dy). Au contraire, une combi-

naison de quantités, qui est un invariant pour la combinaison de

la forme f(dx) avec le système qui rend constante} les fonc-

tions y^ peut ou bien dépendre aussi des seuls coefficients ea^ de la
forme g(dy) et de leurs dérivées partielles par rapport aux varia-
b les^ , et cela de manière à être un invariant de la forme g(dy),

ou bien ne pas jouir de cette propriété. Dans les considérations qui
ont été exposées dans IV sur la courbure de la surface yA = const.,
la forme quadratique zg{dy), qui coïncide alors avec (2*), I, ex-
prime le carré de l élément linéaire sur la surface. Les expres-
sions ( J7 ) et ( ~ ) ont été désignées, dans l'endroit cité, comme

des invariants pour la combinaison de la forme correspondante
f(dx) avec l'équation y^ -~ const. Une seule de; ces expressions,

( l ) Journal dç Borchardt, t. 71, p. 288-290.



MATHÉMATIQUES ET ASTRONOMIQUES. 3d9

la seconde, ( j r ) ? qui est la mesure de courbure de Gauss, est,

comme nous l'avons déjà remarqué plus haut, un invariant de la
forme g(dy). Nous allons maintenant faire voir comment, même
dans certaines hypothèses plus générales, on peut reconnaître si
une combinaison de quantités, invariante pour la combinaison de
la forme f(dx) avec le système des fonctions^ rendues constantes,
est en même temps un invariant de la forme g(dy).

On atteint ce but en démontrant une dépendance entre l'exprès*
sion 1 (dx), définie par (12), IV, et la forme quadrilinéaire

W(dlx, 3'.r, dx, dx),

défiuie par (3i), I, et covariante de la forme f{dx). A l'aide de
quatre systèmes indépendants de différentielles dxa, dlxa, d%xa,
dzxa, on déduit d'abord de la définition de l[dx) la forme bi-
linéaire

(3) Mdx,d^) = - ^
b

puis de celle-ci la forme quadrilinéaire

(
^ \ =

les crochets du second membre indiquant que, conformément à la
méthode développée dans IV, chaque expression àyatyp est rem-
placée par l'expression (a, (3) correspondante. La nouvelle forme
K(r/.r, rf2.r, d1 x, dzx) est, d'après cela, covariante de la combi-
naison de la f orme f (dx) avec les relations qui rendent constantes
les f onctions y ^ et la même propriété appartient à la différence

(5) — -xY(dx, d'x, dlx, d*x) -t-K(dx,d'x, dxx, d%x).

Désignons maintenant par Q.[dy, d2y, dly, d*y) la forme qui
correspond à la forme g{dy), comme la forme '*¥ (dx, d*x, d{x, d*x)
correspond à la forme f(dx)\ par L(dy, d%y, dly, d*y) la
forme qui prend, pour la forme g(dy), la place de la forme

, <i2x, dix^ dzx)\ et par &(dy, d2y, dxy, d*y) la forme qui
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prend, poair la forme g(dy) des n — / différentielles dy^ la place
de la forme ¥ (dx, d*x, dix, dzx). Alors on a d'abord l'équation

y

— W^dixjd^Xt tiu*x7 d*tx\rt-K (dx,xl*jcr d[x, d**x)

Mais on a aussi,, dans les cas vu les, quatre systèmes de différezi-
tislles

sont supposés nuls, Véquation

(7) i _
( = —" 12(

.FTI vertu de ces deux équations, la forme 12 (dy, d^y^ diy, tf4j),
covariante de la forme g(dj), nous ramène à la forme
Y (dx, d2x, d*x, dzx), covariante de la forme f(dx).

La forme quadrilinéaire Y (dx, d?x, dix, d*x) s'annule, d'après
le dernier théorème de I, dans le cas, et seulement dans ce cas, où
la forme f(dx) peut être transformée en une forme à coefficients
constants. Cette condition est, entre autres, évidemment toujours
remplie, lorsque l'intégrale (2), IV, se rapporte au mouvement
d'un système de s points matériels suivant les lois réellement exis-
tantes de sla Mécanique. Sous cette condition que f(dx) soit
transformable scn xine forme à coefficients constants, la forme
ù(dy, d*y, dxy, d%y) s'annule naturellement aussi, et de (7) ré-
«sulte \ 1 ' équation

L(dV, d*jr, d*r, d'y) = - ~ &{dy, d'y, dly, d'y),

dya rr= d{y\ = d2ya = dzya = o.
(8)

Cette équation permet, pour certaines combinaisons de quantités,
invariantes pour la combinaison de la forme f(dx) avec le système
des fonctionsya rendues constantes, de faire voir que ces comhi-
naisonsisont invariantes aussi pour la forme g(dy ). Une? telle 1 com-
binaison de quantités s'obtient, pour une valeur quelconque du
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nombre /, au moyen du coefficient -~ 'de la puissance c*)*"""̂ 2 dans la

fonction —~—>> en* remplaçant, suivait t la methode exposée,* dans ce

coefficient, qui est une fonction homogène du second dçgré des
variations ày%, cliaque produit âj^ iïj^ par l'expression (a, [3j corres-
pondante. Cette combinaison de quantités, lorsque f (dx) est trans-
formable en une forme à coefficients constants, devient un inva-
riant de la forme g[dy),

Si l'on calcule, en effet, pour la forme^(ç^), l'invariant (*> ana-
logue à celui qui a été défini dans (32), II, pour la forme f{dx), et
que nous avons représenté par ty, alors de (8) résultera l'équation

L'expression ( ̂ r ) est? d'après les dénominations employées, pour

n =z 3, la mesure de courbure de Gauss, et, pour une valeur quel-

conque de 72, peut être considérée comme une généralisation de la

mesure de courbure de Gauss.
Dans le cas où / est égal à l'unité, certaines combinaisons de

quantités, de Vespèce jdoiit il s'agit, ont été désignées sous le nom
d'invariants élémentaires. Parmi elles, les expressions d'ordre
pair, indiquées dans (a5), IV,

lorsque f(dx) est transformable en une forme à coefficients con-
stants, sont toutes en même temps des invariants de la forme

JW)-
M. Kronecter [loc. cit.), dans l'hypothèse mentionnée plus haut

de / = i, f{dx) = - \ dx*a, a désigné l'expression ( — ^ ) comme
2 ^u \ l)0 ]

a

une généralisation de la mesure de courbure de Gauss \ d'après
le théorème cité, cette expression, pour toute valeur impaire du
nombre w, est un invariant pour la f orme g(dy).
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Le Mémoire dont nous allons ci-après rendre compte renferme

un examen du problème de maxima et minima proposé, dans IV,
-pour la fonction l(dx)^ et les conceptions déduites de ce problème
dans l'hyppthèse que la fonction g{dj) ne renferme que les carrés
des différentielles dyk. Il nous semble à propos de mentionner dès
à présent le contenu de ce résumé. Posons, pour abréger, e ^ = e*,
de sorte que g[dj) se trouve exprimé comme il suit :

( i i )

D'après cela, les formules (3i) , IV5 (32), IV5 (33), IV, donneront
respectivement les équations

Ï 2
et l'expression

Le problème de maxima et minima proposé pour la fonction

l{dx) ^

se résout en égalant à zéro les ri — l dérivées de (i4) par rapport
aux quantités dya, c'est-à-dire au moyen des n — / équations

Comme, en outre, le déterminant E a présentement pour valeur
eje2. . .en, la relation (34), IV, se change dans la suivante :

exe2...en

+ L
x=z l

et l'on trouve, pour déterminer lts n — / racines wT de l'équation
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= o, la relation

Dans la résolution du problème de maxima et minima, il s'agit
de savoir si une racine déterminée wT est simple ou multiple. Sup-
posons que les racines égales à coT soient désignées par &v, c*V/,... 5
on aura la solution du problème en question en égalant à zéro toutes
les différentielles dj^ à l'exception des différentielles dj^ dy^,
dj\»,. . ., correspondant à ces racines. On peut maintenant égaler
à des constantes les quantités y9 elles-mêmes, à l'exception des
quantités j ^ , yxt,. . . \ alors les équations résultantes représenteront,
pour les variables ya, la variété déterminée par la solution de
notre problème, et cette variété sera du premier, du second, du
troisième, etc. ordre, suivant que la racine correspondante wT sera
simple, double, triple, etc.

Des variétés du premier ordre, qui sont situées à l'intérieur
des variétés correspondant à deux racines différentes wXi, ooT2,
sont orthogonales entre elles par rapport à la f orme if[dx). Ce
théorème, qui découle de l'équation (17), IV, renferme le théorème
de M. Dupin, ainsi que la généralisation de ce théorème donnée
par M. Lie [Nachrichten der K. Gesellschaft d. TViss. zu Got-
tingen, 10 mai 1871), et dans laquelle notre forme f[dx) est

égale à — N dx7
a.

a

La fonction L [dy, d%y, diy, d*y), définie plus haut, lorsqu'on
pose dya = dlya = d2ya = d*ya = o, a maintenant pour expres-
sion

( i 8 )

Si nous introduisons encore la supposition
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alors l'équation (8) a lieu, et pour l'invariant co de g(dj) on «a
V équation

4 f y

De plus, il faudra faire, dans (16), A = i. Dans le cas de / = i, il
vient

et, siTon remplace dyx par y/(i, i) == — ? on trouve, pour 8ëter-

minerves immrmnts xkeg^dy), énumérés dans (25),*IVyla relation

i \ ^ r /D

Développement d'une dépendance entre les formes quadratiques
de n différentielles et les transcendantes 4ibéliennes (1 ).

Le caractère spécifique d'une brandie de la théorie des formes de
n différentielles est exprimé par la condition que les coefficients
d'une telle forme soient des fonctions algébriques des variables, et
que, dans la transformation de la forme, les variables primitives
soient égalées à des fonctions algébriques des nouvelles variables.

Cette brandie comprend la transformation de la forme \ dx\ au

moyen des coordonnées elliptiques généralisées^,^, . • ., yn. Au
sujet des coordonnées elliptiques, on peut consulter le travail de
Jacobi intitulé : Des lignesgéodésiques sur un ellipsoïde, et des di-
verses applications d'une substitution analytique remarquable^),

(1) Journal de Borchardt, t . 74, p . I 5 O - I ; I .
(2) Von der geodatischen Lime auf einem Ellipsoid und den versckiedenen Anwen-
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et ses Leçons de Dynamique (*). -Cette transformation implique,
jentre les ibrmes quadratiques de n différentielles et les transcen-
dantes afeeliennes, une dépendance qui fait l'objet du présent Mé-
moire.

Pour exprimer les n ^variables xa au moyen des n coordonaiéfls
elliptiques y^ nous supposerons que, entre ceŝ  dernière s et n quan-
tités réelles « t , a2,. . . , <zn, on ait les inégalités

( 0 m jt>

que, pour un y indéterminé, on pose

(3)

et que, enttésignant par la notation de!]iagrange la diïïerentï^tfem
relative àj^, on ait les équations

Alors aux valeurs réelles des yk correspondront aussi des valeurs
réelles des xe. On obtient de plus la transformation de la f orme

de laquelle découlent les diverses applications des coordonnées -el-
liptiques qui se présenteront ici. La forme qui constitue le second
membre de (5) étant de l'espèce de (i i), V,

les n équations yh = const. désigneront, d'après le langage établi
dans III, n variétés du (n — !) ieme ordre, jouissant de la propriété
que les variétés du premier ordre, qui sont communes à n — i quel-

dungen einer merkw'ùidigen analytischen Substitution (Monatshericht der BserUner
Akademie v. J. i83q, April, et Journal fur Mathematik, t. 19, p. 3o()).

(*) Vorlesungen uber Djnamik> Vorlesung 29 und 3o.
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conques des variétés en question, sont deux à deux normales

entre elles, ou orthogonales par rapport à la forme \ dx\. En
a

d'autres termes, les n équations jy& = const. composent un système

de n variétés du (n — ï)ièrae ordre, qui sont orthogonales par rap-

port à la forme \ dx\ Les coefficients eh ont pour \aleurs,
a

d'après (5),

La première application de la transformation (5) est relative à ce
que, dans les considérations de III, on a posé le nombre p = 2, la

forme f(dx) = - \ dx\, la fonction U = o. Alors F (dx) =\ dx\
a a

est également une forme à coefficients constants -, on a, pour l'équa-
tion hamilIonienne aux dérivées partielles correspondante,

et l'intégrale complète R de cette équation a pour expression

Par l'introduction des coordonnées elliptiques, il vient

F(rfx) =r G(dy), G(r(r) = *g(dy)

et l'équation liamiltonienne aux différentielles partielles correspon-
dante s'écrit ainsi :

Ik (£)•=••
a

Maintenant Jacobi a fait voir que, si c2, c3,. . ., cn désignent des
constantes réelles*, si, de plus, on aies inégalités

( 1 0 ) yx>ax>
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et que Ton introduise la fonction du (n — 2 ) i e m c degré

l'équation aux différentielles partielles (g) sera satisfaite par l'inté-
grale complète, renfermant les constantes arbitraires cM c2 , . . . , cn,

( P P.,

(12) 1

D'après les développements donnés dans III, la fonction P n jointe à

ses n — 1 dérivées -3—̂  = 4>r, où r = 'Î , 3 , . . . , w, fournit une trans-
es C/»

formation de la forme F (dx) = Q(dj)^ dont le type a été donné
dans (ig), III. En vertu des relations actuelles, les coefficients mryS

sont égaux à zéro toutes les fois que l'on a r ^ s, et se déterminent
simplement lorsque r — s. On a, d'après cela, pour la nouvelle
transformation,

et, en égalant successivement à des constantes les nouvelles varia-
bles P l 9 <î>a, 4>8V . . , 4>n, on a la représentation d'un nouveau sys-
tème de n variétés du [n — i j i e m e ordre, orthogonales entre elles

par rapport à la foi me \ ekdjl
k^ ou, ce qui est la même chose,

A

par rapport à la forme \ dx\
a

Comme, dans le cas actuel, la forme F [dx) — \ dx2
a est, ainsi

a

qu'on l'a déjà remarqué, une forme à coefScients constants, on aura
lieu d'appliquer le théorème énoncé dans III pour cette hypothèse,
et en vertu duquel, pour le système d'équations différentielles
(7), III, le même système d'intégrales est représenté, d'une part,
par les équations (18), III, où l'on devra poser P = Pj ,

dxaj ~~ \dxa



mïLLMrm DIS
et dont n — i entraînent comme conséquence lâi n\èaw

7 atç d?aailr£
part, par les n — i équations

Les dérivées -~ sont ici les expressions algébriques

dxt

Ees quantités 4̂ , = - ^ ont là firme transcendante^
OC?

at la théorème énoncé sa change dans le théorème d' Abel.
Une deuxième application de l'équation (5) s'obtient

dans les développements de IV- et V, on remplacera la fois la forme

f[dx) par - \ dx\, et les variables y^ ya par les coordonnées el-
a

iiptiques correspondantes. 0n rencontre alors les simplifications
qui se déduisent de l'introduction de l'équation (n)^ V. Les équa-
tions (6) ont pour conséquence la détermination,

( 6 ) ^
àfa y* —y*

et comme ona A = i, et que f(dx) est une forme à coefficients
constants, les.équations (i6), V, et (12), V, se changent respective-
ment en

r«

En outre, de (21), V, dans la supposition de /== 1, on tire la re-
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lation

lei o) et les expressions [fr]* ( TT ) » • • • sont aes invariants

deTafornmg{dy) = -

Le problème de Calcul des variations, correspondant aux
thèses en question et. expliqué dans IV, Lequel', diaprés une re-
marque faite au commencement de Fànaljjse de Y, se ramène au
problème de la variatioji de l'intégrale

f.
est une généralisation de la question de la ligne géodésique sur
l'ellipsoïde. Le système d?équations dürénen-tielles^
(as)̂  V, prend,,en vertu de (n>)^ V, la.fonmô

et Véquation hamiltonienne aux différentielles partielles corres-
pondante à la forme g{dj) est la suivante : ^

Si maintenant, d'après la méihade due à Jaeoti,, on introduit'une
fonction ̂

(22) ®n—/-ï (y) = [y— ei

les constantes réelles <^+2,. . . , cn étant soumises aux inégaliLéa

( ̂ 3 ) a/+i ̂ > c/+2 ̂ > r^+ » ̂  ^+a ^ * • • ̂  ^ ^* r«v> «̂?

et si Ton pose

j — (r — r^'Mr—r^O- • -(y—n),
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on a l'intégrale complète, avec les constantes arbitraires cz+J,

(25)

Or la fonction Pj+i, jointe aux n — / — i dérivées——^ ~-<P(*
ö c^

forme un système de nouvelles variables, par l'introduction duquel
la forme ig{dj) se transforme d'une manière semblable à la for-
mule (19), III. Actuellement aussi tous les coefficients de la
nouvelle forme s'évanouissent, à l'exception de ceux qui sont mul-
tipliés par les carrés des différentielles, et l'on obtient la transfor-
mation

En même temps, les équations 4>^ ~ 4>çWo) sont n — /— 1 inté-
grales du système (20), et les n — l variétés du (n — / — ̂ ième o r ( J r e

Pi+1 = const. composent, par rapport à la f orme ^g(dj^) un sys-
tème de variétés orthogonales.

Bonn, le 20 août 1872.


