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' , MELANGES. /\

SUR LA THEORIE ALGEBRIQUE DES FORMES QUADRATIQUES; ’
Par L. KRONECKER.

(Extrait des Comptes rendus mensuels de I’ Académie des Sciences de Berlin, juin 1872.)

Le probléme de déterminer une forme quadratique positive du
plus grand déterminant possible, qui prenne, pour 7 + 1 systémes
donnés de valeurs des n variables, certaines valeurs assignées d’a-
vance, conduit & une méthode trés-simple pour traiter le « pro-
bléme de maximum » dont M. Borchardt a communiqué a notre
Académie, en 1866, une solution compléte, publiée dans les Me-
moires de cette méme année. Pour le cas de n = 3, auquel est con-
sacrée la présente Note, on obtient ainsi, d’'une part, le tétraédre
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renfermant le plus grand volume parmi ceux dont les faces ont des
aires données, et, d’autre part, U'ellipsoide de volume minimum,
ayant un centre donné et circonscrit a un tétraédre donné.

§l~

Le probléme algébrique proposé peut, moyennant une transfor-
mation de variables, se réduire immédiatement au cas ou les valeurs

d’une forme quadratique ternaire positive f(xy, &3, x3), pour les
quatre systémes de valeurs

=1, Z=0, =0, Z, =1,

X;=0, Xy=1, X2=—=0, X,—1,

X3 =0, X3=0, Xz3—1I, X3=1,
sont données respectivement par les quantités 3, f3, f3, fi. On
peut supposer ici que la valeur f7} soit plus grande que les trois

autres, et, pour les valeurs des quantités f, prises positivement, on
a nécessairement la condition d’inégalité

S+t [i > [

car, dans une forme positive

(f) izt +fixs +[i 2 +2enfofszzs 200 fifi 220+ 2¢0f frze 2,

les coefficients ¢ sont, en valeur absolue, moindres que l’unité ct
b 9 ? ?
par suite,

fi+fi+ i+ 2enfifs+20ufofi 4 2c0fifs

c’est-a-dire 7 est moindre que le carré de f; + f,+ fs.
Maintenant une telle forme, c’est-a-dire, en général, toute torme

ternaire positive, abstraction faite d’'un facteur commun, peut se
mettre sous la forme

(F) 022 ) - 0x — (02 VaZa - 0325 )?
+ Wlxzx;; + W:x;,x( + waxlx'n

les coefficients v et o étant réels, et satisfaisant aux conditions

2. 2. 2. 2 2 . 2 2 . 2
) {v,——v,.oz—-o,.vs——va.w—-m_ i f,
Vit V340 =1, W+ w,-+ w; =0,

Bull. des Sciences mathém. et astron., t. IV. (Mai 1873.) Y]
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Il est aisé de voir qu’il existe effectivement des valeurs réelles de
Viy Vay V3, Vi, Vérifiant ces relations; car, si I'on pose

1— 2¢; = \/I+4(Ui——v4)";.—.{-a (i=1, 2, 3),

le radical étant pris positivement, il résulte de la sommation des
trois valeurs de cette expression pour i = 1, 2, 3 I'équation

1+2u._—_2 \/1+4(0§—-—v4)";;i, (i =1, 2, 3),.

qui détermine pour v, une valeur réelle. En effet, sil’on égale v, a
zéro ou a + o , le premier membre devient moindre que le second,

tandis que, pour des valeurs de v, immédiatement supérieures ou
inférieures a l'unité, suivant que f7+ f; + f7 est plus grand ou
plus petit que f, c’est le premier membre qui a la plus grande va-
leur. Comme, de plus, les deux membres restent continus dans tout
I'intervalle entre v, = o et v, = w , il existe une valeur positive de
v4, et une seule, comme on le verra par les développements ultérieurs,
qui, suivant que I'un ou l'autre cas a lieu, est inférieure ou supé-
rieure a l'unité. Ces deux cas peuvent étre caractérisés respective-
ment par € = + 1 ¢tz = — 1, ce signe étant défini par l'inégalité

s fi+fi+fi—= ) > 0.

La forme (F'), de méme que vy, v, v3, est positive ou négative en
méme temps que ¢; la somme v, 4 vs 4 v3 est toujours moindre que
I'unité, puisque v, est positif.

Nous allons maintenant faire voir que le déterminant d’une forme
eF, les coeflicients vy, v,, v5 restant constants, peut toujours dimi-
nuer de valeur, tant que les coeflicients ¢, wa, ws ne seront pas
tous nuls. Pour cela, imaginons que les deux groupes, de trois
termes chacun, contenus dans ’expression (I'), soient transformés
I'un et I’autre en une somme de carrés, et que I’on obtienne de cette
maniére les équations suivantes :

e(nxt 4+ nxy+ ;) =yi+y -+,
(W22 X5+ W X5 2+ W2, 2,) == Pyt =+ Payi + Payl,
(Vi X+ 0 2;) = Ly Ly + G
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Ly, ts, L3 sont ici les valeurs respectives de yy, ¥, ys, lorsqu’on fait
Xy == Xy = X3 = 1, et entre les quantités p et ¢ on a les relations .

Pltf"‘—pat;—i—]’at; =0, pi+p:+ps=o,
Pt = (v 4 v+ 0y),

de sorte qu’il existe une quantité p telle que 'on ait
p=pti—=18), p=pli—1), ps=p(Li—1).

La forme (F'), multipliée par ¢, se change alors dans la suivante:

(G) (1=pyi+ (bpa)yi+ (14 po)yi— e (hyi+ tys+ tays)

et son déterminant

(1+P:)(I+pz)(l+p3)<x- _ _

gt} et? et?
1+P| I+p2 1'+‘p3

prend, pour p = o, c’est-a-dire pour p, = p, = p; = 0, comme
on peut s’en assurer d’'une maniére tout a fait directe, sa valeur

maximum
1—e(t -+t +t1), ou v,

En effet, il est clair d’abord que le produit (1 p,) (1 p,) (14 ps)

ne peut surpasser la valeur 1 ; car la somme des trois facteurs est

constamment égale a 3, et deux au moins d’entre eux doivent avoir

des valeurs positives, pour que la forme (G) soit positive. Si le pro-

duit devient, d’apreés cela, égal a 1-— ¢*, et que 'on pose
G G=s, L=t =8 L+—1=s5,

le déterminant de la forme (G) sera, pour e = — 1,

vi— @2 -— p L it — 518.85),

et le multiplicateur de p* ne devient jamais négatif, puisqu’on peut
le ramener a la forme

(83— 1) + 5(ti— ) + L (i — 1)),

et que, des trois quantités s, une seule au plus est négative. Pour
: = -+ 1, au contraire, le déterminant devient

Vi — 0@+ (1—0) (1 p) paps— L (po—p2) (p1— ps ).
17.
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et les trois termes qui suivent v, sont tous négatifs, parce que
o v, < 1, et qu'en outre 1 + p, (de méme que 1+ py, 1+ ps)
est positif, et que I'on peut supposer,

soit pZ pr2 02 ps, soit pi S p.So Sp..

Par ces expressions du déterminant, il devient évident que leur va-
leur maximum est v,, et que cette valeur s’obtient seulement en po-
sant p = 0, c’est-a-dire p;= p, = py = 0. De la résulte d’abord
‘que, comme nous I'avons dit plus haut, une fonction ternaire posi-
tive quelconque peut, d'une seule maniére, se ramener a une forme
telle que F, ou que, & chaque proportion déterminée que l'on
donnera
s

correspond un systéme unique de valeurs de vy, vs, v3, v,; car, au-
trement, une forme de déterminant minimum pourrait aussi étre
représentée par deux formes I avec des coefficients ¢ différents, et
par suite, au moins une fois de telle maniére que deux des coeffi-
cients w fussent différents de zéro. Il s’ensuit alors que, parmi les
diverses formes positives ternaires ¢’ qui ne différent entre elles
que par les valeurs des coefficients w, celle-la a le plus grand déter-
minant, dans laquelle on a w; = w, = wy = 0; c’est-a-dire que la
forme

(P) NZ A 02! X — (0 X VX)),

divisée par r, est la forme cherchée de déterminant maximum, qui,
pour les systémes donnés de valeurs

x =1, & =0, x =0, Z=I,

Zy==0, Zy=1, X=0, XH=I,

Zy=—o0, xZy=—o0, Xz=1, X;=1,
prend respectivement les valeurs 7, f3, 3. f3, les quantités r, vy,
¥4, vs étant, a l'aide d’une quantité auxiliaire v,, déterminées par
les équations

ve— v =rfg, zvg-:x, (g=1, 2, 3, 4),
3

et, pour le reste, de la maniére exposée ci-dessus. Le déterminant
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de la forme P est

Vi VaValsy
et la forme adjointe (déja considérée dans les recherches de Bor-
chardt), divisée par le déterminant, est

x? x? x? 1 . '
(@) — 4+ 2+ D= (22 2)h
[ [ V3 Vs

le diviseur r est positif ou négatif en méme temps que ¢, et est dé+
terminé par une équation qui, sous forme irrationnelle, peut s’écrire
ainsi
E\/l-—/}l‘; =2, (g=1,2,3,4),
g

et qui coincide au fond avec celle qui sert de base aux recherches
de Borchardt déja citées. Pour ¢ = + 1, les quantités v et par suite
aussi ¢’ sont positives, ainsi que ®. Pour ¢ = — 1, vy, ¥4, v5 sont
négatifs, et par suite la forme —@ positive.

Si l'on fait abstraction de 'indication d’une valeur de la forme
pour x, = Xy = a3 =1, il résulte presque immédiatement, de la
méthode développée plus haut, que la forme

fizi+fiz+ fixg
a le déterminant maximum; car, si 'on concoit qu’a cette forme
on ajoute un groupe
WXy Xy = Wy X3, -+ W3 X\ Xy
et qu’on transforme alors simultanément les deux formes ternaires
en sommes de carrés, savoir, dans les expressions

Yitrityi pyitpyitpys
respectivement, ou l'on a
pi+p+ps=0, 1+p >0, 1+p,>0, 1-+p; >0,
le déterminant, savoir, le produit
(14 po) (14 pa) (1 +ps),

ne sera évidemment un maximum que si 'on a p; = p, = p; = o,
et partant aussi w; = wy = w; = 0.
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Absolument comme par 'omission d’une valeur de la forme, le
probléme se simplifie aussi lorsqu’on donne en plus une cinquiéme
valeur de la forme, c’est-a-dire lorsqu’il s’agit, dans un groupe de
formes ’

(1—=2)9 (@1, 2y x3) + 1Y (21, X1 2),

de déterminer la forme positive dont le déterminant est maximum.
La valeur correspondante de A est, en effet, une des deux valeurs
réelles pour lesquelles s’évanouit la dérivée du déterminant de
¢ + A(y — @), prise par rapport aA. Que toutes les conditions du
probléme sont ainsi remplies, c’est ce qu'on peut établir comme il
suit. Imaginons que chaque forme du groupe soit représentée par
une somme de trois carrés; ceux-ci ont leurs trois signes détermi-
nés, et ainsi a chaque forme appartient une certaine combinaison
de signes. Or la série totale des valeurs depuis A == — o jusqu’a
A = + o est partagée, par les valeurs qui annulent le déterminant,
en quatre intervalles, auxquels correspondent autant de sections du
groupe. A toutes les formes d’'une méme section appartient une méme
combinaison de signes, tandis que d’'une section a I'autre un des
trois signes change. Les sections correspondant aux deux inter-
valles extrémes ne contiennent que des formes indéfinies, puisque,
par hypothése, il y a des valeurs réelles des-variables x pour les-
quelles ¢ = ¢, et qui par suite annulent la forme ¢ — ¢. Les va-
leurs A = o0 et A =1 doivent donc appartenir 4 'un des deux in-
tervalles moyens, puisque les formes correspondantes ¢ ‘et ¢ sont
positives et définies, et ¢’est dans ce méme intervalle que doit étre
comprise la valeur de A correspondant a leur maximum, puisque
c’est un intervalle moyen, et que le déterminant y est positif.

§ 1L

Pour T'application géométrique dont il a été question ci-dessus,

soient 1, 2, 3, 4 les quatre sommets, et fi, f;, f3, fi les valeurs
des aires des quatre faces opposées d’un tétraedre. Désignons res-

pectivement les quatre plans par l,-II, III, IV, et les cosinus des
angles de leurs normales par

Cghy (g, /l:I;2a 3, 4)'

Pour le tétraédre maximum ayant des faces d’aires données f;, f,
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Js, fu (ou pour un tétraédre semblable 4 celui-la), les quantités c,,,
Csy C3q devront étre déterminées de telle sorte, que la forme (f) du
§ I*" soit positive, que son déterminant soit un maximum, et qu’en
méme temps, pour xy = &, = &y = I, elle prenne la valeur £, la
condition

(A) fl2 +f22 +f.x2 + 20’3.]‘;]; -+ 203‘f3f‘ -+ 20‘2f'f7 :f‘z

devant étre satisfaite. Les trois autres cosinus c¢y,, Cs4, Cg, SODE
ensuite déterminés par la condition

(A") ﬁ -+ CIZ'f! -+ Cnaf;s =+ cuﬁ =0,

et par les conditions analogues.

Comme la somme des quatre quantités vy, vs, v4, v4, définies
ci-dessus algébriquement, est égale a 'unité, ces quantités peuvent
étre considérées comme les coordonnées homogénes d’un point 5,

7 By 2z \ ’ \ . ye
rapportées i un tétraédre quelconque 1, 2, 3, 4, c’est-a-dire qu’il
existe un point pour lequel les volumes des tétraédres

(1234) : (5234) : (1534) : (1254) : (1235)

sont entre eux comme

) S PR U 2N N

¥

les volumes étant pris avec des signes convenables, de telle facon,
par exemple, que (1234) et (5234) soient de méme signe ou de
signe contraire, suivant que les points 1 et 5 sont ou non d'un

méme c6té du plan des points 2, 3, 4. Si I'on désigne par I, I, I,
IV les quatre plans paralléles respectivement I, II, IIT, IV, et pas-
sant par les points 1, 2, 3, 4, le point 5, d’aprés le § I (F*), ala
propriété, caractéristique pour sa détermination, que

(B) (51)(5I)=(51L)(51I) = (5111) (5TI1) = (51V) (51V),

les expressions entre parenthéses désignant les distances, comme
dans tout ce qui va suivre. Pour ce point 5, comme on I’a montré
plus haut, les rapports

(1234) : (5234): (1534) : (1254) : (1235)
dépendent uniquement des rapports des aires de triangles

(234) : (134) : (124) : (123),
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firfiifsi fos
ils sont donc constants pour tous les tétraédres dans lesquels les
derniers rapports ont des valeurs données. Désignons tous ces té-
traédres par [1, 2, 3, 4], et tous les tétraédres semblables entre eux,
qui (relativement & leur surface) comprennent un volume maxi-
mum, par [1°, 2°, 3°, 4°].

La détermination du point 5, pour un quelconque des tétraédres
[1, 2,3, 4], doit étre considérée comme l'interprétation géomé-
trique de la résolution de I'équation, établie au § I°*, qui détermine
Viy Vay Vs, ¥4, au moyen des valeurs des rapports

Sufifi s

Le point 5 étant trouvé pour un tétraédre quelconque [1, 2, 3, 4],
on en déduit d’une maniére trés-simple les différents éléments de
la détermination du tétraédre particulier [1°, 2°, 3°, 4°]. De la
forme quadratique @ du § I*" résultent, en effet, immédiatement les
valeurs de ¢;s, Cy3, €313 puis, de I’équation de projection (A’), les
trois autres cosinus ¢y, Cs4, Cs4. De plus, de la forme adjointe ¢’ du
§ I, on tire les valeurs des arétes et des cosinus des angles qu’elles
font entre elles, en remarquant simplement que

1 s I
;CD est la forme adjointe de ;(I)’,
TN
’ . A . , - s,/ o\
s étant pris avec le méme signe que r, et défini par I’équation

r=—=:s%0; 0,05,

En introduisant encore, au lieu des quantités ¢, leurs valeurs
réciproques ¢/, on obtient, de la maniére indiquée, les détermina-
tions suivantes pour un tétraédre [1°, 2°, 3°, 4°] :

.

2 [ Vi 1 1
Cip = == 7 ?
1— 0, 1 —v V. —1 Vp—1

2 Vi v} v
cos?[(hi), (k)] =— = — - .
Vh—+ Vo Vi + Vi Vp =+ Vo 0p + Vi
4s (B kY =vi—1, s.(ik)=V,+ 0k
8§ fi} =V V= b ¢, + V0, o
3652 (1°203°4° P =, v, ¢, V.
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Les indices g, A, i, k correspondent ici aux sommets 1°, 2°, 3°,
4°, et c;; doit étre pris avec le signe de — ey, v;, puisque 'on a

rfifrea = — v,

enfin (ik),... représentent les distances des points entre paren-
théses. La valeur de s distingue seule les uns des autres les tétra-
édres semblables, et, multipliée par 4, elle est la valeur réciproque
du produit (5T) (5 i), constant pour les quatre faces des tétraédres.
Les déterminations ci-dessus font voir que les arétes opposées sont
perpendiculaires deux a deux, et que, par conséquent, les quatre
hauteurs du tétra¢dre se coupent en un méme point, lequel est le
point 5°, puisque celui-ci satisfait & la condition (B), et partant a
la suivante :

(B) (1°8°)(I'5°) = (20 5°) (II°5°) = (3°5°) (ITI*5°) = (4° 5°) (IV° &)

Les valeurs absolues de ¢; sont, d’aprés cela, les cosinus des
angles que font entre elles les lignes (507) et (5°k), ces angles étant
comptés de telle maniére que les lignes allant de 5° 4 i et & k fassent
entre elles un angle obtus ou aigu, suivant que I'on aura

e—=-+1 Oou ¢e==—I.

Donc, dans le tétraédre [1°2°3° 4°], les produits deux a deux des
trois arétes qui partent d’un méme sommet, multipliés par le cosi-
nus de I’angle que ces arétes font entre elles, sont constants, aussi
bien que les six produits deux & deux des lignes menées du point 5°
aux sommets, multipliés par le cosinus de I'angle qu’elles compren-
nent. Cette derniére propriété, c’est-a-dire l'existence d’un tel
point 5°, suffit déja, étant données les aires des faces, pour déter-
miner complétement soit le tétracdre de volume maximum, soit
celui dont les hauteurs concourent en un méme point, et cela de
telle maniére qu’il en ressort 'identité de ces deux tétraédres; car,
si l’on prend le point 5° pour origine d’'un systéme de coordonnées
orthogonales, il faut, par supposition, que la relation

ZhXi—+ YrYi+ 203 = Zh Xk —+ Yo )Yk 2h 2k

ait lieu pour les trois indices 4, i, k =1, 2, 3, 4, c’est-a-dire pour
les sommets du tétraédre pris trois a trois. Or cette relation prouve



266 BULLETIN DES SCIENCES

aussi que la ligne (5°%) est dirigée perpendiculairement & I’aréte
(zh), et le point 3° doit, en conséquence, se trouver sur chacune des
quatre hauteurs. Les équations (B°) ayant lieu pour un point 5° de
concours des hauteurs, on en conclut, pour les coordonnées homo-
génes vy, vy, vy, v, de ce point, les déterminations
oy— il — it —viive—vui=f2 fr R L,

qui justifient I'exactitude de notre assertion. Un tétraédre dont les
hauteurs concourent en un méme point comprend donc un volume
plus grand que tout autre, dont les faces ont les mémes aires; et,
réciproquement, le tétraédre maximum est complétement défini par
Pexistence d'un point de concours des hauteurs 5°. Enfin, de la pro-
Ppriété caractéristique d’un point de concours des hauteurs 5°, éta-
blie ci-dessus, résulte une construction simple et intuitive du té-
traédre maximum. Puisqu’on a, en eflet,

(581) =(51) (v, —1), (BII)=(5II)(V,—1),...,
fs(Br =1, —1), 4s(52°P=1,—1,...,

on n’a qu’a déterminer le point 5 dans un tétraédre quelconque,
dont les aires des faces sont données, puis & prendre, a partir d'un
point quelconque 5°, dans quatre directions différentes, quatre lon-
gueurs

(50 I"), (50 90), (50 3o>, (50 40),

RN
AN

dont les carrés soient proportionnels aux quotients

(5T) (s1) (s51) (51V)
(5I)" (5II)" (5HO0)’ (5IV)’

de telle maniére que les produits de ces longueurs deux i deux,
multipliés par le cosinus de 'angle qu’elles font entre elles, aient
tous la méme valeur. On obtient ainsi les quatre sommets 1°, 2°,
3%, 4° d’un téiraédre dont les aires des faces sont proportionnelles
a celles des faces du tétraédre [1234], et qui, relativement a sa sur-
face, renferme un volume maximum (*).

(') Pour comparer nos notations a celles de Borchardt, et, en particulier, avec
celles que ce geométre a employees dans son exposition inseree dans le’ Traité des
Déterminants de Baltzer (3¢ edition, p. 233 et suiv.), je remarque que les quantites ¢’
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SiTon cherche une interprétation géométrique analogue des deux
‘autres résultats algébriques, concernant les formes de déterminant
maximum pour lesquelles on donne trois ou bien cinq valeurs de la
forme, on voit que I’on n’obtient, dans le premier cas, que I'angle
triédre trirectangle, comme celui dont le sinus a une valeur maxi-
mum. Dans le second cas, au contraire, on obtient la détermination
des cosinus ¢y, g3, C3; des trois angles que font deux a deux des di-
rections pour lesquelles on a

JE+ [P+l v2ea fifim2enfifit2en i fi=S0

T 20,5 F 20K F + 20, F F =52,

en méme temps que le déterminant

Ci3 C3 I

est un maximum. On obtient par 14 deux tétraédres, [1, 2, 3, 4] et
[1', 2/, 3, 4], dont les sommets 4 et 4 coincident ensemble, et dont
les aires des faces sont respectivement fi, fa, f3, fi, €L 1, Fa, 55, 5.
Sil'on juxtapose les deux tétraédres de sommets 4 et 4', de maniére
que laréte (14) se prolonge en marchant dans la méme direction
suivant l'aréte (41'), etc., il enrésulte un polyédre limité par 5 plans,
9 droites et 7 sommets, dont la surface sera formée par 8 triangles
ayant pour aires f, f3, fi, fiy F1, Fay Fa, 4, €t qui, ces aires étant
supposées données, aura un volume maximum. La détermination
d’un tel polyédre s’efiectue, comme il a été établi, au moyen d'une
équation quadratique; il est donc géométriquement constructible,
dans le sens restreint du mot.

§ 1IL.

Passons a la seconde application géométrique indiquée dans I'In-
troduction. Soient 1, 2, 3, 4 les sommets du tétraédre donné, et soit

ci-dessus sont proportionnelles 4 celles que M. Borchardt désigne par ¢. Ces derniéres
acquiérent ainsi une signification geometrique trés-simple; chacune d’elles, en effet,
devient egale a huit fois la hauteur de I'un des tétraédres, multipliee par la partie com-
prise entre le sommet et le point de concours des hauteurs, c’est-a-dire que, par
exemple, la quantite ¢, de Borchardt devient égale a 8 (11) (15), la quantité ¢, 2 8
(2lIl)(25), ete.
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le point o le centre de Iellipsoide qu’il s’agit d’inscrire au tétraédre.
Désignons toujours par I, II, III, IV les plans des faces du tétraédre,

et par I, II, IIT, IV les plans menés parallélement 4 ces faces par les
sommets opposés. Supposons que I'on ait choisi le point 4 de telle
sorte que la valeur absolue du volume du tétraédre (0123) ne soit
inférieure en grandeur & aucune des trois autres (0234), (0134),
(o124). SiVon prend maintenant le point o pour origine des coor-
données, les axes étant dirigés suivant les lignes (o1), (02), (03),
et les longueurs de ces lignes elles-mémes étant prises pour unités,
les trois coordonnées d’un point variable quelconque p seront
__(op23)

3 =z 2

(0123)

(o1p3) __(o12p)
(0123)’ 5= (0123)’

les volumes des tétraédres étant pris avec les signes convenables.
Les coordonnées du point 4, d’aprés le choix que l'on a fait tout a
I’heure, sont donc toutes inférieures ou égales, en valeur absolue,
a I'unité. L’équation d’un ellipsoide de centre o, passant par les
points 1, 2, 3, sera

2} + 22+ 3] + 2C28 Byt 20 B2 33 + 265, 535, =1,

et 'ellipsorde, d’aprés les développements algébriques qui précédent
(voy.p.261), a un volume minimum, lorsque les trois coeflicients ¢
sont nuls, c¢’est-a-dire lorsque les points 1, 2, 3 sont situés sur un
systéme de diamétres conjugués. Pour que la surface de Tellipsmde
contienne encore le point 4, il faut, en outre, que I’équation

4+ +20:088+26:88+2c,80=1

soit vérifiée lorsque ¢, &,, ¢; représentent les coordonnées du
point 4.
Si Ton pose

Zk :ﬁxh Z.k,fi:ﬁ’ (lf:l, 2, 3)7
on a, d’aprés les considérations algébriques précédentes,
(E) VX4 0,22 4+ 0,2 — (02 + BT+ Va2, )=,

pour I’équation de1’ellipsoide de volume minimum, ayant un centre
donné et passant par quatre points donnés. On obtient de méme
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lellipsoide minimum passant par cing points donnés, et cela de
telle maniére que 'on peut encore construire un sixiéme point quel-
conque géométriquement (dans le sens restreint du mot). La posi-
tion du point o doit toujours étre telle que la somme des valeurs
absolues des trois coordonnées ¢ soit moindre que 'unité; s’il en
était autrement, on ne pourrait circonscrire aucun ellipsoide au té-
traédre donné.

Etudions encore de plus prés le cas oi 'on donne quatre points
de la surface. Soient u,, u,, us, u, les coordonnées homogénes
d’un point variable p, le tétraédre [1, 2, 3, 4] étant pris pour té-
traédre fondamental ; les rapports

LU U Us D Uy
doivent étre égaux aux rapports

(1234) 1 (p234) : (1p34) : (12p4) : (x23p).

Supposons que les quatre quantités vy, vy, v5, v, soient les coor-
données d’un point 5, déterminé, en vertu de la relation (F*).du
§ I°*, par les proportions

2 . 2 . 2 . 2 2 . 2 . 2 . 2
Vi— 0 L — 0ty — Ly 0l =uh, s ud, U, s ud,,

les grandeurs désignées en cet endroit par fi, f,, fi, fi étant
supposées proportionnelles aux coordonnées uyo, uge, Uso, Ui du
point o.

Le point 5 est, d’aprés cela, caractérisé par les conditions

(51)(51) _ (511) (511)  (5MI)(5TIL) _ (1V)(51V)
(ol  —  (ollp —  (olll) ~ " (oIVy

Cela posé, si 'on prend

i Uio = Uy Uyp— U; Uyo, (L =1, 2,3),

l'équation précédente (E) de lellipsoide pourra s’exprimer simple-
ment, au moyen des coordonnées homogénes u. En ellet, une équa-
tion quelconque

Ezazkxzxk:l, (i;k="29 3)9
14 A

\
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si 'on détermine les quantités u,, d’aprés les conditions
asui, = ul, (i=1,2,3),

se change dans la suivante,

Ugs Uy,
E') u? £ L — ug U h=1,2,3,4; g>h
( ‘0 gt Ugo Uno gl (8 » 2,3, 43 gzh),
8

h

les coeﬁicientsa d’indice 4 étant définis par les quatre équations
p q q

zag,,:o, (g h=1, 2, 3, 4).

8

L’équation (E’) représente évidemment une surface du second
degré, circonscrite au tétraédre fondamental, dont le centre a pour
coordonnées uyo, lisg, Usoy Uso, puisque les quatre dérivées de la
différence des deux membres de ’équation (E’) prennent, pour
Uy = Uyg, Us = Usgys .+, la méme valeur commune ==1. Il vient,
d’apreés cela, pour Iellipsoide minimum,

tg W :
EEVg —& = rEEugu/,:o, (g h=1,2,3,4; gzh),
Ugo Uny 4
8

r désignant la valeur, constante pour les quatreindices 2 =1, 2, 3, 4,

du rapport

en posant, de plus,

(Pl) __(ol) _ (5L
“ERID T aIry YT Ay

(pIl) _ (oII) (511)
L=y T en) T eIy

et p étant un point de la surface de Iellipsoide. Si I'on fiit, enfin,

(51):0&?, (5i):: 2,

o Uy (51) (PI)’_ 2
(Ol)x&)l, ou m—l—)z-—-m,,...,
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on arrive & lareprésentation la plus simple de lellipsoide minimum
en coordonnées homogénes,

Zz(agah—{—@gﬁ;.)mgwh:o, (g h=1,2,3,4; g2h)
g h

c’est-a-dire & I’équation de D’ellipsoide de moindre volume parmi
tous ceux qui ont le point o pour centre, et dont la surface contient
les points 1, 2, 3, 4.



