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MÉLANGES.

MÉMOIRE SDR 1E PRINCIPE DE LA MOINDRE ACTION ( ' ) ;

PAR M. J.-A. SERRET.

La première idée de Ja propriété qui constitue le pr incipe dit de la
moindre action est due à Eule r ; ce grand géomètre démontra effecti-
vement, dès 17445 à Ja fin de son Traité des isopérimètres, que , dans
les trajectoires décrites pa r les forces centrales, l ' intégrale de la
vitesse mult ipl iée par l 'é lément de la courbe est toujours u n maxi-
mum ou u n minimum. Lagrange mon t ra ensui te , en 1760 ( 2 ) , que la
même proprié té peu t être é tendue au mouvement d 'un système quel-
conque de corps, pourvu que le principe des forces vives ait l ieu, et i l
en développa Fappli€ation à la solution d 'un assez grand nombre de
problèmes. Aussi l ' i l lustre auteur de la Mécanique analytique jugea- t -
il plus tard que la propriété dont il s'agit méri ta i t , à raison de son
importance, de faire l 'objet d ' un nouveau pr incipe général de dyna-
mique, qu ' i l appela de la moindre action, sans se dissimuler la défec-
tuosité de cette dénominat ion, renouvelée de xMaupertuis (3 \

Pour faire usage du principe de la moindre action dans la solution
des problèmes de Mécanique, il suffit d'égaler à zéro la variation de
l'intégrale dont la valeur est u n maximum ou u n minimum, et le r é -
sultat qu 'on obtient ainsi n e diffère pas , au fond, de la formule géné-
rale de la dynamique . I l est donc peu impor tan t , à ce point de vue ,
de savoir si le m a x i m u m ou le m i n i m u m a lieu effectivement : ce qu ' i l
faut, c'est, j e le répète , que la variation de l ' intégrale soit nu l le , et
la démonstrat ion que Lagrange a donnée de son pr incipe n 'é tabl i t pas
autre chose.

Mais il n 'en est pas moins d 'un hau t intérêt pour l 'Analyse et pour
la Mécanique générale qu 'une propriété aussi remarquable du m o u -
vement soit connue exactement. Je suis parvenu heureusement à
combler la lacune qui existait à cet égard, en calculant la variation

(*) Lu à l'Académie des Sciences, le 12 juin 1871.
(2) Miscellanea Taurinensia, t. II, ou Œuvres de Lagrange, t. I, p. 365.
(8) Mécanique analytique•> 3e édition, t. I, p. 229 et 281.

Sali, des Sciences mathêm. et aslroi/., t. II. (Avril 1S71.)
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du deuxième ordre de l'intégrale dont la variation du premier ordre
est nulle. Cette variation du deuxième ordre est toujours positive,
au moins, tant que l'intervalle de temps auquel se rapporte l'inté-
grale reste inférieur à une certaine limite, et l'on peut affirmer, dès
lors, que le minimum a lieu effectivement, en général. Mais lorsque la
limite dont je viens de parler existe et qu'elle est atteinte ou dépas-
sée, il peut arriver, et il arrive en effet généralement, que le minimum
n'a plus lieu.

L'analyse que je développe dans ce Mémoire est, je crois, la pre-
mière application importante qui ait été faite du Calcul des varia-
lions à la distinction du maximum et du minimum ?- aussi mérite-t-
elle peut-être, à ce point de vue, d'arrêter un instant l'attention de
l'Académie.

§ i.

Démonstration générale du principe de la moindre action.

1. Le principe de la moindre action dont je me propose de pré-
senter ici une démonstration complète peut être énoncé de la manière
suivante :

Lorsque le principe des forces vives est applicable à un système de
points matériels libres ou liés entre eux et sollicités par des forces données,
le mouvement du système est tel, que la somme des quantités de mouvement
des divers corps multipliées par les éléments des trajectoires respectives a,
entre deux positions quelconques du système, une intégrale minimum;
c est-à-dire que Vintégrale dont il s'agit est moindre dans le mouvement
réel que dans le mouvement nouveau qui aurait lieu si, rendant le pre-
mier mouvement impossible par Vintroduction de liaisons nouvelles, on
obligeait les corps à suivre, sous l'action des mêmes forces, des trajec-
toires infiniment voisines des premières, pour passer de la première posi-
tion à la seconde, tout en laissant subsister l'équation des forces vives et
en conservant la valeur de la constante qui exprime la différence entre la
demi-somme des forces vives et la fonction des forces. Il peut arriver
cependant que le minimum cesse d'avoir lieu dès que l'intervalle de temps
auquel se rapporte l'intégrale atteint ou dépasse une certaine limite.

Comme la quantité de mouvement est le produit de la masse par la
vitesse, et que l'élément de la trajectoire est le produit de la vitesse
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par l'élément du temps, si Ton désigne par 2T la somme des forces
vives des divers corps et par t le temps, l'intégrale V que nous avons
à considérer aura pour valeur

(1) V =

t0 et ti étant les valeurs du temps t qui répondent à deux positions
successives du système ; et pour établir le principe dont nous nous
occupons,, il suffit de prouver que l'on a

ÔV=o,

d étant la caractéristique des variations.

2. Si Ton rapporte la position des corps à trois axes de coordon-
nées rectangulaires, et que l'on désigne par x, y, z les coordonnées
de la masse m, au bout du temps £, on aura

(2) TdP = ~ V m(dx* -t- dy1 -4- dz%

le signe \ s'étendant à tous les corps du système. Prenons les varia-

tions des deux membres, on aura

- dzdôz);

le premier membre de cette formule est égal à

et le second membre peut être mis sous la forme

en posant

(3, r

,4, T

on a donc

(5)
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et, en différentiant de nouveau avec la caractéristique cî1,

Mais la formule (i) donne, par les principes du calcul des variations,

dt;
dt

si donc on désigne par Fo, I \ les valeurs de T qui répondent à
/ = #n« t = ti, on aura

(7) â v = ( r , - r.)

(8) 3»v

Ces formules (7) et (8) sont générales, et elles subsistent, quelles
que soient les forces qui agissent sur les corps et les liaisons du
système. Mais si, comme nous le supposons essentiellement, le prin-
cipe des forces vives a lieu, on a

(9) T - U = C,

en désignant par TJ la fonction des forces et par C une constante arbi-
traire. Nous supposons encore que la constante C ne varie pas dans
la diiFéreiitiation avec la caractéristique (?, en sorte que l'on a aussi

En outre, pour tous les déplacements virtuels compatibles avec les
liaisons du système, on a, par la formule générale de la dynamique,

(11) Y —ÔU = o;

et enfin, comme les coordonnées aux limites de l'intégration sont,
par hypothèse, constantes, leurs variations de tous les ordres sont
nulles, ce qui donne

Il suit de là que la formule (7) se réduit à
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résultat connu, et que la formule (8) devient

( 1 2 )

3. Pour calculer la variation du deuxième ordre §2 V, je ferai usage
des formules de la dynamique mises sous la forme générale que
Lagrange leur a donnée. Ainsi les coordonnées ayant été exprimées
en fonction d'un nombre quelconque n de variables

si l'on fait généralement
dqt = q[ dt,

la force vive 2T deviendra une fonction des variables q et q\ laquelle
sera homogène et du deuxième degré par rapport aux q\ et Ton aura

d'où

le signe \ s'étendant aux valeurs 1, 2,..., n de l'indice i.

Si, en faisant usage des liaisons entre les coordonnées *ectangu-
laires, on a réduit les variables q au plus petit nombre possible, les
variations §q seront toutes arbitraires, et la formule (11) donnera
les n équations du mouvement

(.5) rt
7>q,

lesquelles subsisteront tant qu'on n'introduira pas de liaisons nou-
velles. Je supposerai que l'on ait procédé de cette manière. Quant à
l'équation (9) des forces vives, elle persiste, ainsi que sa différen-
tielle d T = d U , malgré l'introduction de liaisons nouvelles indé-
pendantes du temps. Cette différentielle peut se déduire de l'équa-
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tion ( n ) , en remplaçant la caractéristique 8 par d, et Ton a, en

conséquence,

Différentiant avec la caractéristique § les équations (i4) et (16), iï
viendra, après la suppression des termes nuls en vertu des for-'
mules (i5),

II faut remarquer que nous pourrions éliminer de nos formules
l'élément dt du temps, en faisant usage de l'équation des forces vives m

7

mais il est préférable ici de conserver le temps comme variable indé--
pendante et d'exécuter seulement l'élimination de la variation 8dt$
c'est en vue de cette élimination que nous avons formé l'équa-*
tion(i8).

Je poserai

le signe \ s'étendant aux valeurs i, 2,..., n de l'indice &, et je ferai

aussi, quel que soit l'indice k.

alors, si l'on retranche, de l'équation (17), l'équation (18) multi-
pliée par w, on aura

)

4. Les n quantités ce que nous substituerons aux iïq ne sont .pas,
comme celles-ci, toutes arbitraires; il existe entre elles une relation
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linéaire. Effectivement, la formule (20) donne

(22) àqk:=œk-

et, en portant cette valeur de dqk dans la formule (19), on obtient

l
à cause de l'équation

qui résulte du théorème des fonctions homogènes.
La différendation de l'équation (19) donne '

dt -~ iTlt ZdWk

d

Mais on a

le deuxième et le troisième terme du second membre de la formule
précédente ont donc pour somme

ou encore, à cause de la formule (22),

mais, par les formules (19) et (24), le premier et le dernier terme de

l'expression de -77 se réduisent respectivement à — ~ -7- = — ^ -7-
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, ddt r . , , , .,, .
et a -jrr\ taisant donc, pour abréger 1 écriture.

(a5)

on aura

(26) ôdt
"3F *

Si l'on pose généralement

la différentiation de l'équation (22) donnera ensuite

(27)

Cela posé, on a

et, à cause des formules (22), (27), en remarquant que —r est une

fonction linéaire et homogène des quantités q\

( 2 8 )

Différentions cette équation (28) et divisons ensuite par àt\ on
aura après la suppression des termes en âdt, qui se détruisent,

J£.±
dt ~ dt

dt 7

Enfin on a aussi, par les formules (22) et (27), en faisant usage
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du théorème des fonctions homogènes,

(3o) d—-=
<>?«• *-w W ^ 9 * dt

• (x) — — - •

dt

Portons dans F équation (21) les valeurs fournies par les for-
mules (29), (3o), (3i). Les termes multipliés par w disparaissent en

vertu des équations (i5), et le terme en -j- s'évanouit aussi, en vertu

de l'équation (23). Quant aux termes multipliés par 0, ils se ré-

duisent à 2$\ —a; , à cause des formules (i5), c'est-à-dire à

D'après cela, si l'on fait, pour abréger,

d

1 ; a " " a dt Dqjqt iqiïq* TiqiDqt'

on aura, après une transformation facile, et parce qu'il est permis

d'intervertir les indices i et k sous le double signe \ »

wq\ ~dt ) LL^q'k dt dt

W / ^
Z ^ ^ \ dt dt

(33)

Cette expression de $"*¥ — J2Une renferme, comme on voit, que les
variations §q et leurs différentielles -, elle est indépendante de la
variation §dt de l'élément du temps.

S. D'après la formule (23), parmi les n quantités a, n — 1 seule-
ment sont arbitraires, et l'on peut exprimer ces n quantités en fonc-
tion de n— 1 indéterminées nouvelles. Je poserai, en conséquence,
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quel que soit i,

ou, pour abréger,

(34) 0Li'=/j X,-,xcrx;

l'indice i doit recevoir les n — i valeurs i, 2,..., (n — 1) $ les ra — 1
fonctions G? demeurent arbitraires, tandis que je me réserve la faculté
de choisir à volonté les n(n — 1) fonctions X^. J'établis dès à pré-
sent entre ces fonctions les n — 1 relations comprises dans la formule

(35)

et en vertu desquelles les équations (23) se trouvent vérifiées.
Je ferai aussi

(36)

et

en sorte que l'on aura

(38) I
Alors si l'on pose

(39) a A = S

(40) »B

puis

1 k
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(4a

N =

Vd~^~
4-\ \ I Liin - _

i k l

la formule (33) deviendra

(43) V9 - Ô2U = ^ - 2B H- M •+• N.

6. On a, par les formules (34)? (36) et

(44)

x

dt

OCiOtk '==Z / /

\ X ix

II s'ensuit que M est une fonction linéaire et homogène des
(n—-i)(jfc— 2) . rf^ ^ x Tvr + /»
—— quant i t és m\ —r1- — sJu —7— ? et q u e L\ est u n e i o n c -

tion homogène du deuxième degré des w — 1 quantités GT, laquelle

renferme, en conséquence, — termes. Je me propose de dispo-

ser des fonctions indéterminées X,-̂  de manière que Ton ait identi-

quement

(45) M = o, N = o,

et l'on voit, par ce qui précède, qu'il suffit, pour remplir cet objet,
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d'établir entre les n{n — i) fonctions X,-,*, un nombre de relations
égal à

Ces (n— i)2 équations, jointes aux n — 1 qui sont comprises dans la
formule (35) constituent un système de n (n — 1) équations simul-
tanées qui déterminent, comme je vais le démontrer, les valeurs des
n(n — 1) fonctions X ^ dont nous avons besoin.

7. Les (il 2 ) relations au il faut établir entre les lonc-
2 n

tions X x̂ pour que M soit nulle sont comprises dans la formule sui-
vante :

(46)

3g*

formule que l'on peut employer, même dans le cas de X = t̂, parce
qu'alors elle se réduit à une identité.

Quant aux équations nécessaires pour que N s'évanouisse,

elles sont comprises dans la formule

(47)

A , - r - ^ l * rf^a

2\ \ Hî X^ = o,

où l'on fait, pour abréger,

>~7T r

(48)

Ainsi le système simultané qui détermine les fonctions X,-̂  e s t

composé des équations comprises dans les formules (35), (46) et
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( 47 ) 5 o u ^es indices X, fi doivent recevoir les valeurs 1, 2 , . . . , (n — 1 ).
Mais la formule (47) peut être simplifiée 5 si, en effet, on en re-
tranche l'équation (46) différentiée, on obtient la formule nouvelle

(49)

où l'on a fait

(5o) U
dt

r + 2 Z L*"x*-X^ - °>

yü aHJHJ
ùqiùqk T D</,- à</*

D'un autre côté, en différentiant deux fois l'équation (35), on a

ÔT K
dt

i.% = o,

Considérons A comme constant et donnons à p. les valeurs î , 25 . . . ,
(n — i)*, les n — î équations (49) e^ l'équation (52) pourront être

résolues par rapport aux dérivées du second ordre ? 2'
x« D'après un

théorème connu, le déterminant formé avec les coefficients de ces

dérivées est égal au produit de deux autres déterminants dont le pre-

mier formé avec les v? dérivées du deuxième ordre , , n'est autre

chose que Vinvariant A de la force vive considérée comme fonction
des seules variables #', et dont le second X a pour valeur

Xi f , x 2 > 1 x.,t

(53)
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On aura donc des équations résultantes de la forme

Zt>x étant une fonction entière relativement aux X*^ et linéaire par

rapport aux dérivées du premier ordre *>[*» Quant aux coeffi-

cients, ils sont des fonctions déterminées de £, ainsi que l'inva-

riant A, lequel ne peut jamais se réduire à zéro.
Si l'on donne à i les valeurs i, 2,..., w, el à X les valeurs 1, 2,...,

(n — 1), la formule (54) représentera un système de n(n — 1) équa-
tions diiïérentielles auxquelles répondra certainement un système
intégral renfermant 2n(n— 1) constantes arbitraires. Ces arbitraires
seront, si l'on veut, les valeurs que prennent les fonctions X^x et
leurs premières dérivées pour t = t0 -, mais, comme ces valeurs ini-
tiales doivent satisfaire aux équations (35), (5i) et (46) après qu'on
y a fait t = <0, et que le nombre de ces équations est

, N (n — i)(n— 2.)
i{n •— 1) -+- v~ }- S

il s'ensuit que les expressions cherchées de nos fonctions X,-̂  renfer-
-, (n — 1) (3n — 2) ., .

nieront seulement ~ constantes arbitraires.
2

On peut établir au surplus ce dernier point avec une entière ri-
gueur. A cet effet, posons
(55)

MMk dt

i k 1 k

ce qui réduit l'équation (46) à

(56) YM=YXf|w

et écrivons la formule (5i) sous la forme suivante :

Si Ton suppose X constant, et que l'on donne à p les valeurs 1,
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2 , . . . , (fi —1)5 la formule (55) comprendra n— 1 équations, qui,
jointes à la formule (5y) constitueront un système de n équations,

dans lequel les coefficients des n dérivées —p- auront évidemment

pour déterminant le produit AX, en sorte qu'on aura des résultats
de la forme

P,,x désignant une fonction entière des quantités Y ^ et X ^ ,
Cela posé, parmi les valeurs initiales des n (n — 1) fonctions X^,

il y enaw — 1 qui sont déterminées par les équations (35) en fonc-
tion des (w — i)2 autres, et celles-ci demeurent arbitraires. En outre,
à cause de la formule (56), les quantités Y ^ sont au nombre de

— "> et leurs valeurs initiales peuvent être regardées comme

arbitraires 5 la formule (58) détermine alors les valeurs initiales des

dérivées , '*- en fonction des arbitraires choisies, lesquelles sont au

nombre de
fn T , 2 , n{n — i ) _ _ {n — i)(3n — 2 )
v ' 2 2

Les intégrales générales du système (54) ne peu\ent pas vérifier
l'équation X = o, et il est évident que l'on peut même, si l'on veut,
choisir pour Tune des arbitraires la valeur de X qui répond à t=. tQ.
Il s'ensuit que les seconds membres des équations (58) auront, pour
t = £0, des valeurs finies et déterminées.

8. Il est nécessaire pour notre objet que les n[n—1) fonctions
X,^, déterminées comme on vient de le dire, conservent des valeurs
finies pour toutes les valeurs de t comprises entre t0 et tim II faut, en
outre, que ces fonctions soient telles, qu'ayant fixé à volonté les va-
riations dq, on puisse tirer des équations (34) des valeurs finies et
déterminées pour les ^ — 1 fonctions ÜJ^ car, s'il en était autrement,
le système des arbitraires cy, que nous avons substitué au système
des a, n'aurait pas la même généralité que celui-ci. Je dis que la
condition dont je parle sera toujours remplie, tant que le détermi-
nant X ne se réduira pas à zéro.

En effet, à cause des formules (23) et (35), les n équations con-
tenues dans la formule (34) se réduisent a n — 1 distinctes. Mais,
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pour en déduire les valeurs des n — i quantités çy, on peut les em-
ployer toutes, en remplaçant les a par leurs valeurs tirées des for-
mules (20), et laissant o>) indéterminée ; la valeur qu'on obtiendra de
cette manière pour OÙ devra coïncider avec celle que donne la for-
mule (19). En procédant ainsi, la formule (34) devient

(5g ) à qt = \ X,,x 5J> + q\ w,

et le déterminant formé avec les coefficients des variables Z3\ et co
dans les n équations que cette formule comprend est précisément X.
La valeur de ux restera donc finie tant que l'on n'aura pas X = o.
Soit X w le déterminant obtenu en supprimant dans X la dernière
ligne horizontale et la kleme colonne verticale, la valeur de o> tirée des
équations (5 g) sera

et, en la comparant avec celle que donne l'équation (19), on obtien-
dra la formule

(60) *« = j£;r
laquelle est effectivement identique.

9. Nous sommes actuellement en mesure de procéder à la démons-
tration générale du principe que nous avons en vue.

Les fonctions X,^ ayant été déterminées de manière que les équa-
tions (45) soient satisfaites, la formule (43) se réduit à

(61) d Y - d ' ü n ^ — aB.

Si donc les fonctions X,,x conservent des valeurs finies, et que le dé-
terminant X ne se réduise pas à zéro, quand t varie de t0 à ^ , la for-
mule (12) pourra se mettre sous la forme

(62) è*Vz=: f 'iBdt;

car A est une fonction homogène et linéaire des variations Ôq^ les-
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quelles s'évanouissent, par hypothèse, pour t=ztQ et "pour t=>tiy

avec les variations des coordonnées rectangulaires•
Or, par la propriété des fonctions homogènes dont nous avons

déjà fait usage, on a

donc la quantité 2B est précisément ce que devient la force vive 2T
quand on remplace q\, ç'2,..., qn par /31? | 3 2 , . . . , |6n-, il s'ensuit que
2B est essentiellement positive et que Ton a, en conséquence,

(63) * V > o ,

comme nous l'avions annoncé.
A la vérité, la quantité 2B s'évanouirait si les quantités j3 étaient

identiquement nulles -, mais le déterminant X étant différent de zéro,
cela ne peut arriver, d'après la première des formules (37), que si

les dérivées --^ sont toutes nulles, auquel cas les quantités ta* se-
raient constantes, et par conséquent nulles, puisqu'elles se réduisent
à zéro pour t = t0 et pour t-=.t^ les arbitraires a se réduiraient donc
elles-mêmes à zéro, et les déplacements qui répondent à la caracté-
ristique $ auraient lieu suivant les trajectoires mêmes des corps, hy-
pothèse qui doit évidemment être écartée.

Le déterminant X est une fonction déterminée du temps <, ou,
plus généralement, de la variable indépendante qu'on voudra choisir,
et l'on a vu que cette fonction renferme dans son expression, comme

les fonctions X,^, — constantes arbitraires. Au moyen

de ces arbitraires, on peut faire en sorte, comme nous l'avons déjà
dit, que X ait une valeur quelconque donnée pour t = #0, limite in-
férieure de l'intégrale considérée V. Mais, quelles que soient les va-
leurs que l'on suppose aux arbitraires, le temps croissant à partir
de tf0, il arrivera généralement que l'on aura X = o pour une certaine
valeur de tf, et il pourra se faire aussi que, pour une certaine va-
leur de #, quelqu'une des fonctions X/A cesse d'être finie. La plus
petite valeur de t pour laquelle l'une ou l'autre de ces circonstances
se présentera sera plus ou moins grande selon les valeurs attribuées
aux arbitraires, mais elle pourra avoir une limite supérieure t0 -+- t .

îiulL des Sciences mathêm. et astron.y t. Iï. (Avril 1871.) 8
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C'est donc alors seulement, pour les valeurs de t comprises entre t0

et t0 -+-1, qu'on peut assigner aux fonctions X/^ des valeurs finies
qui ne réduisent pas à zéro le déterminant X; et, en conséquence,
pour être en droit d'affirmer que l'inégalité (63) subsiste, il faut sup-
poser

<

L'existence du minimum est assurée tant que tt est inférieur à
t0 -+- r#, mais il peut arriver que, pour t± = to-h T, il n'y ait plus de
minimum. On sait que diverses questions de maximum et de mini-
mum conduisent à des conclusions analogues.

Examen du cas particulier des systèmes à liaisons complètes.

10. Le principe de la moindre action ne concerne que les systèmes
dans lesquels le nombre des liaisons est inférieur de deux unités au
moins au nombre des coordonnées des corps. Le cas de n = 2, que
je me propose d'examiner ici, peut donc être regardé comme celui
des systèmes à liaisons complètes, au point de vue des propriétés rela-
tives à la moindre action.

Dans ce cas, le nombre des fonctions X,-̂  se réduit à deux, et,
comme ^ est toujours égal à 1, je supprimerai ce deuxième indice.
Ainsi, en conservant toutes les notations dont j'ai fait usage, on aura

( I ) «i = X , ET, « 2 = X 2 GJ,

et les fonctions Xi, X2 seront liées entre elles par l'équation

Le déterminant X a pour valeur

(3) X = tf1X,-ç'1X,,

et, à cause de la formule (2), on trouve, en faisant usage de la pro-
priété des fonctions homogènes,

, ___ 1 yr x __ 1 yr
4 ) X l - Ï T ^ X ' A2-"~^T^X"
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Quant à l'invariant A de la force vive, il a pour expression

et, si Ton pose

(6) 0

la quantité que j'ai désignée par 2B aura pour valeur

en sorte que l'expression de la variation du deuxième ordre de l'in-
tégrale V est, dans le cas qui nous occupe,

L'équation différentielle qu'il faut joindre à l'équation (2) pour
déterminer les fonctions Xi9 X2 est fournie par la formule (47) ou
par la formule (49) du § I; cette équation est la suivante :

(8)

a T - , . 9T Y W X , / J'T

1-f-

mais on a, par les formules (4) et (6),

et, en transportant ces valeurs de Xi9 X2 dans l'équation (8), on ob-
tient, après la suppression du facteur 0 commun à tous les termes,
l'équation différentielle du deuxième ordre en ©

(10) ^

Cette équation détermine 0 en fonction du temps et de deux con-
stantes arbitraires5 on en conclut immédiatement ensuite, parles

8.*



ii6 BULLETIN DES SCIENCES

équations (6) et (9), le déterminant X et les fonctions XM X2. Quant
au coefficient K, en faisant usage des équations différentielles du
mouvement, il est facile de lui donner la forme suivante :

/A dr ,s/A dr 2ÏA dt

où Ton a fait, pour abréger l'écriture,

r\2 D3T DT DT D'T

(12)

D21 H 31 v2 L . o L o L

D2T DT DT D'T DT DT
1 r———— , _ _ 1 r> _ _ _ _ _ _ _ _____ ——

't'dq, ùq'2 3^, iq'^q^itq', Dg,

V 32T ^L '11 !
J +

_ D2T DT t D*T DT D2T DT D2T DT

— __L ^ 1 . __ d2 T DT D2T DT̂  _ D2T DT

D̂ f\2 D^J ^q\^q2 ^?» ^ Î ' I ^ Î I ^?2 ^?'i^?2 ^î't

d 1 X^d^U o 1 c l o2 U / Dl V D U

s ni.

Application de la théorie précédente au mouvement elliptique
des corps célestes.

11. Pour éclaircir la théorie que je viens de présenter, j'en ferai
l'application au cas très-simple du mouvement elliptique des pla-
nètes, qui a été déjà l'objet des recherches de quelques géomètres.

Si l'on désigne par qy et qt deux coordonnées rectangulaires d'une
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planète, situées dans le plan même de l'orbite, on pourra poser

et l'on aura

puis

et

La formule (i i) du § II donne en conséquence la valeur suivante
du coefficient K :

Soient r le rayon vecteur de la planète, e l'excentricité de Forbite
elliptique, a le demi-grand axe, et n le moyen mouvement; on aura

(3) U ^

puis

(4) qi<t,-q*4i = M*vi-#, ? ; + ? ; = — L T -•

Au moyen de ces formules, l'expression (2) de K se réduit â

12. L'objet que nous avons ici en vue est l'intégration de l'équa-
tion (10) du § II, savoir :

mais, pour exécuter cette intégration, il est nécessaire de transformer
l'équation. Soient v Y anomalie maie de la planète, et <p l'anomalie
vraie du point de l'ellipse diamétralement opposé au lieu de la pla-
nète ; c'est l'angle <{/ qu'il convient de choisir pour variable indépen-
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dante. On a, par la théorie du mouvement elliptique ou par les for*
mules (4),

(6) rf/=-
n

on a aussi

(7) i -t- e cos <p
et

(8) tang 7v tang - i|/=r —)

d'où l'on conclut

Cela posé, je ferai

( i o ) 0 = s^iar— r2ii,

d'où il résulte
r"

d*.
2<ir-r>

, ' 1
jiar— r7 I.

on trouve d'ailleurs, par les formules précédentes,

9

et en portant les valeurs que nous venons de trouver dans l'équation
en 0 , celle-ci devient

„3, ^ + 2 = 0.

Soit cpo la valeur de l'anomalie <p à l'époque t = 0̂, limite inférieure
de l'intégrale que nous voulons considérer 5 l'intégrale générale de
l'équation (i3) sera

û0 et gi étant les deux constantes arbitraires introduites par l'intégra-
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tion; la première de ces arbitraires est évidemment la valeur de à
l'époque *<>• Comme on a

si Ton veut revenir au déterminant X, et que l'on désigne par Xo,
r0 les valeurs de X, r pour t = t0,on aura, au lieu de la formule ( 14),

(16) X = -r-1 sin(<|/ — $•+£)•

II est évident qu'on peut toujours ramener l'angle arbitraire g entre

les limites et H—> 7T désignant la demi-circonférence dont le
2 1 ö

rayon est 1. D'après cela, si g est négatif et égal à — y, le temps
croissant à partir de t0, le déterminant X s'annulera pour <J> = <{<0 4-y,

y étant < -• Mais si l'on donne à g une valeur positive, X ne s'éva-

nouira qu'à l'instant où l'on aura
^ = ^0 H- 7T — g .

Et, puisque j est arbitraire, on peut lui supposer une valeur aussi
petite que l'on voudra, pourvu cependant que cette valeur ne soit
pas zéro. Si donc on désigne par #0+ f la valeur du temps t lorsque
l'anomalie ^ devient égale à ^0 -+- TT, on pourra assigner aux fonc-
tions Xj, X2 des valeurs finies qui n'annulent le déterminant Xpour
aucune valeur de t comprise entre tQ et tx, pourvu que l'on ait
h<^h~li~ z-) et? e n conséquence, l'intégrale V sera un minimum.
Cette conclusion s'accorde avec les considérations générales que j'ai
présentées à la fin du § I.

L'intervalle de temps T, pendant lequel le principe de la moindre
action subsiste certainement d'après mon analyse, répond à un arc
d'ellipse qui peut être inférieur, égal ou supérieur à la moitié de
l'orbite. L'origine a de cet arc ayant été choisie à volonté, pour avoir
son extrémité a il suffit de mener la corde a oc par le deuxième foyer
de l'ellipse, car il est évident que relativement à ce deuxième foyer,
pris pour origine, les coordonnées de la planète analogues à r et 9
sont 2 a — r et ^ — 7r.

13. Si l'on a
,̂ = fo4-r, ou O^oH-r ,
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le minimum n'a plus lieu* En toute rigueur, cette proposition ne ré-
sulte pas de l'impossibilité de déterminer des fonctions X t, X* répon-
dant à un déterminant X qui ne s'annule pas quand t varie de t0 à tt -,
mais on peut l'établir très-simplement par le moyen de nos formules.

Dans le cas qui nous occupe, la formule (61) du § I donne

(17)

et l'on a

On a aussi

dt

r dxn , dus
kï3T

et, par suite,

Si donc on fait

(18)

il viendra

(19)

na na

-liü,
na na

puis, en remplaçant dt par sa valeur tirée de la seconde des for-
mules (9),

(2O)

et, à cause de la seconde des formules (4),

On conclut de là, en faisant usage des mêmes formules,

dt i —e '
__ fidQ rflogQ fî2rf

2logiî
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on a d'ailleurs, par la formule (i3),

dHogQ,

en sorte que la formule (17), multipliée par dt, devient

(21) (SW~

Cette formule ne renferme plus la fonction Q, et elle coïncide avec
celle qu'aurait donnée la formule générale (33) du § I.

Comme on a

{q\<Xi-~ ^la2)dt^=zdq^qi^ dqt§q2;

les formules (19) et (6) donnent

v r2(za — r)dv '
mais, à cause de

qt rrrrcose, ^2=rsinc,
on a

dq7àqx— dql§q2^=^ r(§rdv — drdv);
donc

ou, a cause de -7- = -TT->7 a^ a^

v y r (2« — r)

La quantité 9 s'annulant aux limites, c'est-à-dire pour <f/ = /̂0 et
pour <p = (pj, la formule (12) du § I et notre formule (21) donneront

Cette expression de la variation <J2V subsiste, quelles que soient
les limites <|/0, ^ 5 elle nous permettra de justifier l'assertion que nous
avons émise. Si l'on a ̂  < ^0 -f- TT, on pourra poser 0 = û cy, ù ayant
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la valeur donnée par la formule ( i4) , et l'on ramènera ainsi la for-
mule (24) à la forme suivante :

que nous avions d'abord obtenue.

14. Le résultat auquel nous venons de parvenir peut se traduire
en un théorème d'analyse qui mérite d'être remarqué, savoir :

Si 6 désigne une fonction qui reste continue quand la variable $ croît
de <f/0 à <J/,, et qui s'annule pour ty = ^0 ainsi que pour <p = t|/M Vinté-
grale

ne peut jamais être nulle ni négative lorsqu'on a

à moins que la fonction 0 ne se réduise identiquement à zéro.

J'ajoute que :

i° Si Von a

la même intégrale peut être nulle, mais non négative;
20 Si Von a

l 'intégrale peut être positive, nulle ou négative.

Considérons d'abord le cas de ̂  = <p0 -J- TT, et désignons par e une
quantité infiniment petite. L'intégrale (25) pourra se décomposer en
deux parties, savoir :

n {p —

(a6) /

Comme 0 s'annule pour tp — ̂  et qu'elle est fonction continue de
t};, elle prendra une valeur infiniment petite pour ^ = ^ — : e 5 je re-
présenterai cette valeur par YÎ(4»I — <f>o— s) ou n(it — s), et je trans-
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formerai la première de nos deux intégrales en posant

* •* / • i x J, ^ dB dl
0 = X-f-yj(^ —1|;0), dou -^ = -^ + 1.

Alors l'intégrale (25) ou la somme (26) se trouvera décomposée
comme il suit :

(27)
Jtbn

-1-

La variable nouvelle X s'annule pour <p = <p0 et pour $ = <f>4 — e#,
d'ailleurs ^ — e < <J>0 -f- n ? donc la première partie de la somme ( 27 )
ne peut être ni nulle ni négative, mais elle peut être infiniment pe-
tite. La deuxième partie est nulle, puisque X s'évanouit aux limites,
et la troisième partie, qui peut avoir un signe quelconque, est infini-
ment petite, à cause du facteur m qui multiplie tous ses termes. Quant
à la dernière partie de la somme (27), elle ne peut être négative que
si elle est infiniment petite, puisque 9 est infiniment petit entre les
limites <pt — e et ^ . Il résulte de là que la somme ( 27 ) ou l'inté-
grale (25) peut être nulle, mais qu'elle ne saurait être négative.

En particulier l'intégrale (25) sera nulle si l'on prend

c étant une constante arbitraire.

15. Si l'on a ̂ i ̂ >(|/0 -f- 7T, l'intégrale (25) peut être positive, nulle
ou négative; c'est ce qu'il est facile d'établir par un exemple. Soît

B = c sinm

c étant une constante; l'intégrale (25) aura pour valeur

— c' f
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Si Ton fait, pour abréger,

on trouvera aisément, en supposant m ̂ > ->
2

cos'f. \ +•—<W V +.—<W/ T am — i

et il s'ensuit que l'on a

en posant

m' =

mf/—— I ' L_ 1 ; « t_ 4 / I _!_ L_ 1 ,. ,- t •1 j T^ m / l I ^ ^ * }

il est facile de s'assurer que m'est > - • La formule ( 28 ) montre que

l'intégrale

est positive si l'on prend m <^ m! ou m ̂ >mr;; elle est nulle si l'on
fait m = m! ou m = m"; enfin elle est négative si Ton donne à m une
valeur comprise entre m' et m';.

Si l'on suppose ^ = t|>0 4- ^̂  on a m '= mn = 1 ^ alors l'intégrale
s'annule pour m = 1, et elle est positive pour toute autre valeur de m.
Enfin, lorsque t}̂  <^ $0 4- ^? les quantités m', mA/ sont des imaginaires
conjuguées, et l'intégrale est constamment positive, ce qui s'accorde
avec la proposition du n° 14.

On peut conclure de ces développements que, dans le cas du mou-
vement elliptique des planètes^ le principe de la moindre action ne
s'applique pas au delà de la limite que nous avons assignée.


