BULLETIN DES SCIENCES

MATHEMATIQUES ET ASTRONOMIQUES

J.-A.SERRET
Mémoire sur le principe de la moindre action

Bulletin des sciences mathématiques et astronomiques, tome 2
(1871), p. 97-124

<http://www.numdam.org/item?id=BSMA_1871__ 2 97 0>

© Gauthier-Villars, 1871, tous droits réservés.

L’acces aux archives de la revue « Bulletin des sciences mathéma-
tiques et astronomiques » implique 1’accord avec les conditions gé-
nérales d’utilisation (http://www.numdam.org/conditions). Toute uti-
lisation commerciale ou impression systématique est constitutive
d’une infraction pénale. Toute copie ou impression de ce fichier
doit contenir la présente mention de copyright.

‘NuMbDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=BSMA_1871__2__97_0
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

MATHEMATIQUES ET ASTRONOMIQUES. 97

MELANGES.

MEMOIRE SUR LE PRINCIPE DE LA MOINDRE ACTION (*);

Par M. J.-A. SERRET.

La premiére idée de la propriété qui constitue le principe dit de la
moindre action est due & Euler; ce grand géométre démontra effecti-
vement, dés 1744, a la fin de son Traité des isopérimétres, que, dans
les trajectoires décrites par les forces centrales, I'intégrale de la
vitesse multipliée par I'élément de la courbe est toujours un mazi-
mum ou un mintmum. Lagrange montra ensuile, en 1760 (*), que la
méme propriété peut étre étendue au mouvement d'un systéme quel-
conque de corps, pourvu que le principe des forces vives ait licu, et il
en développa l'application & la solution d’un assez grand nombre de
problémes. Aussilillustre auteur de la Mécanique analytique jugea-t-
il plus tard que la propriété dont il s’agit méritait, a raison de son
importance, de faire I'objet d'un nouveau principe général de dyna-
mique, qu’il appela de la moindre action, sans sc dissimuler la défec-
tuosité de cette dénomination, renouvelée de Maupertuis (3.

Pour faire usage du principe de la moindre action dans la solution
des problémes de Mécanique, il suflit d’égaler a zéro la variation de
Vintégrale dont la valcur est un maximum ou un minimum, et le ré-
sultat qu'on obtient ainsine différe pas, au fond, de la formule géné-
rale de la dynamique. Il est donc peu important, & ce point de vue,
de savoir si le maximum ou le minimum a liew effectivement : ce qu’il
faut, c’est, je le répete, que la variation de I'intégrale soit nulle, et
la démonstration que Lagrange a donnde de son principe n’établit pas
autre chosc.

Mais il n’en est pas moins d’'un haut intérét pour I’Analyse et pour
la Mécanique générale qu'une propriété aussi remarquable du mou-
vement soit connue exactement. Je suis parvenu heurcusement i
combler la lacune qui existait & cet égard, en calculant la variation

(*) Lu & ’Académie des Sciences, le 12 juin 1871.
(*) Miscellanea Taurinensia, . 11, ou OEusres de Lagrange, t. |, p- 365.
(*) Mécanique analytique, 3¢ édition, t. I, p. 229 et 281.
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du deuxiéme ordre de I'intégrale dont la variation du premier ordre
est nulle. Cette variation du deuxiéme ordre est toujours positive,
au moins, tant que P'intervalle de temps auquel se rapporte I'inté-
grale reste inférieur & une certaine limite, ct 'on peut affirmer, dés
lors, que le minimum a liew effectivement, en général. Mais lorsque la
limite dont je viens de parler existe et qu'elle est atteinte ou dépas-
sée, il peut arriver, et il arrive en effet généralement, que le minimum
n’a plus liew.

L’analyse que je développe dans ce Mémoire est, je crois, la pre-
miére application importante qui ait été faite du Calcul des varia-
tions a la distinction du maximum et du minimum ; aussi mérite-t-
elle peut-étre, a ce point de vue, d’arréter un instant I’attention de
I’Académie.

s I

Démonstration générale du principe de la moindre action.

1. Le principe de la moindre action dont je me propose de pré-
senter ici une démonstration compléte peut étre énoncé de la maniére

suivante :

Lorsque le principe des forces vives est applicable a un systéme de
points matériels libres ou liés entre eux et sollicités par des forces données,
le mouvement du systéme est tel, que la somme des quantités de mouvement
des divers corps multipliées par les éléments des trajectoires respectives a,
entre deux positions quelconques dw sysiéme, une intégrale minimum ;
c’est-d-dire que Uintégrale dont il s’ agit est moindre dans le mowvement
réel que dans le mouvement nouveaw qui aurait liew si, rendant le pre-
mier mowvement impossible par Uintroduction de liaisons nouvelles, on
obligeait les corps @ suivre, sous ’action des mémes forces, des trajec-
totres infiniment voisines des premiéres, pour passer de la premiére posi-
tion d la seconde, tout en laissant subsister I’ équation des forces vives et
en conservant la valeur de la constante qui exprime la différence entre la
demi-somme des forces vives et la fonction des forces. Il peut arriver
cependant que le minimum cesse &’ avorr liew dés que Iintervalle de temps
auquel se rapporte Uintégrale atteint ou dépasse une certaine limite.

Comme la quantité de mouvement est le produit de la masse par la
vitesse, et que I’élément de la trajectoire est le produit de la vitesse
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par I'élément du temps, si I'on désigne par 2T la somme des forces
vives des divers corps et par ¢ le temps, l'intégrale V que nous avons
a considérer aura pour valeur

ll
(1) V:f 2Tdt,
t

0

{, et ¢, étant les valeurs du temps ¢ qui répondent a deux positions
successives du systéme; et pour établir le principe dont nous nous
occupons, il suffit de prouver que I'on a

o0V=o0, 0V >o,
d étant la caractéristique des variations.

2. Si l'on rapporte la position des corps a trois axes de coordon-
nées rectangulaires, et que I'on désigne par z, y, z les coordonnées
de la masse m, au bout du terps #, on aura

(2) Tdtzz—;—gm(dxz+dy"+dz2),

le signeE s’étendant a tous les corps du systéme. Prenons les varia-

tions des deux membres, on aura
ST de + 2Tde5dt =Z m(dzdsz + dydsy + dzddz);

le premier membre de cette formule est égal a
dtd(2Tdt) — oTde,

et le second membre peut étre mis sous la forme

d(Tdt)— Ydr,

en posant
dx dy dz
(3) r:2m<-ﬂax+£6y+%az>,
dx d*y d'z .
on a donc
() 8(2Tdt)=dT + (3T — ¥)dt,
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et, en différentiant de nouveau avec la caractéristique 0,

(6) 02(2Tdt) =doT + (6T — W)ddi + (0:T — oW )de.

Mais la formule (1) donne, par les principes du calcul des variations,

w _ [“o(2Tdt) . *h 5:(2Tdt)
O\ -—‘/t“ Tdt, OV-—-J[D Tdt’

si donc on désigne par I'y, I'; les valeurs de T' qui répondent a
t=t, t=1, on aura

(7) V= (L —T,) —+—fti(6T——‘Y)dt,
t

0

, . ‘
(8) azvz<ar.—aro)+f md——ﬁ‘i’dw]‘ (T — o¥)dt.
to to

Ces formules (7) et (8) sont générales, et elles subsistent, quelles
que soient les forces qui agissent sur les corps et les liaisons du
systéme. Mais si, comme nous le supposons essentiellement, le prin-
cipe des forces vives a lieu, on a

(9) T—U=Q(,

en désignant par U la fonction des forces et par C une constante arbi-
traire. Nous supposons encore que la constante C ne varie pas dans
la différentiation avec la caractéristique d, en sorte que ’on a aussi

(10) oT =90, o*T=2¢U.

En outre, pour tous les déplacements virtuels compatibles avec les
liaisons du systéme, on a, par la formule générale de la dynamique,

(11) ¥ — 6U = o;

ct enfin, comme les coordonnées aux limites de I'intégration sont,

par hypothése, constantes, leurs variations de tous les ordres sont
nulles, ce qui donne

I = o, TIZO, aro-—_—-o’ arlzon
I1 suit de 1a que Ta formule (7) se réduit &

oV=o,
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résultat connu, et que la formule (8) devient
t‘l
(12) 6’V:/ (8°U — 3W)dt.
tO

3. Pour calculer la variation du deuxi¢me ordre 92 V, je ferai usage
des formules de la dynamique miscs sous la forme générale que
Lagrange leur a donnée. Ainsi les coordonnées ayant été cxprimées
en fonction d'un nombre quelconque # de variables

qt’ (I2,- e Qm
si 'on fait généralement

dq, = q, dt,

la force vive 2T deviendra une fonction des variables ¢ et ¢’, laquelle
sera homogéne et du deuxiéme degré par rapport aux ¢’, et ’on aura

_ 3, aT> U
(13) Y = T—ﬁ 6q,, oU = D——qlaq,,
d’ou
T m>
(14) \if—aU :2 —gt——_b_ql'-'b_q“ aqt,

‘ . . .
le signe }‘ s’étendant aux valeurs 1, 2,..., 7 de indice .

Si, en faisant usage des liaisons entre les coordonnées rectangu-
laires, on a réduit les variables ¢ au plus petit nombre possible, les
variations 0g seront toutes arbitraires, ct la formulc (11) donnera
les » équations du mouvement

_b_'l_‘
d, T M
(15) —dt———sa 571‘:-—0’

lesquelles subsisteront tant qu’on n’introduira pas de liaisons nou-
q p
velles. Je supposerai que P'on ait procédé de cette maniére. Quant a
Péquation des forces vives, elle persiste, ainsi que sa différen-
) P ) q
tielle dT = dU, malgré l'introduction de liaisons nouvelles indé-
pendantes du temps. Cetie différentielle peut se déduire de I'équa-
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tion (11), en remplacant la caractéristique ¢ par d, et I'on a, en
conséquence,

_ dq; XT HdU |}
(16) o 2<dt -—a—q-;“—b——q,)q“

Différentiant avec la caractéristique 9 les équations (14) et (16), il
viendra, aprés la suppression des termes nuls en vertu des for-
mules (15),

oT
(17) Y — &u _E< —%~63—T—aw>aq.,
bq;
Dq, DT U
(18) 0—2< = 5~ bq>ql

Il faut remarquer que nous pourrions éliminer de nos formules
Pélément df du temps, en faisant usage de I’équation des forces vives;
mais il est préférable ici de conserver le temps comme variable indé-
pendante et d’exécuter seulement I’élimination de la variation ddt;
c’est en vue de cette élimination que nous avons formé I'équa-
tion (18).

Je poserai

1 T

(x9) RREY WPTA Sqr,

le signe 2 s’étendant aux valeurs 1, 2,..., n de U'indice k, et je ferai
aussi, quel que soit I'indice &,

(20) ok = Ogk — Oy ;

alors, si I’on retranche, de Véquation (17), I’équation (18) multi-
pliée par », on aura

N\,

bq, T W0
(21) aw—afu—za,< _6SE—65<7;)'

4. Les m quantités « que nous substituerons aux dg ne sont pas,
comme celles-ci, toutes arbitraires; il existe entre elles une relation
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lindaire. Effectivement, la formule (20) donne
(2) O = o+ 04

et, en portant cetle valcur de dg; dans la formule (19), on obtient

)T
23 E——,—a;,:o,
(23) > 57

a cause de I'équation

T
(24) 2T=) — ¢
=i Ok

qui résulte du théoréme des fonctions homogeénes.
La différentiation de I’équation (19) donne -

do 1 AT T,
T T AT d sz;q*

qk 1 oT ¢, 1 ode 0T,
Z @ U en ag, Mt st ar g, I
k

Mais on a

2T oT
LA WA ~E_ ;
37, 9% T 4 aq’raqk

le deuxiéme et le troisiéme terme du second membre de la formule
précédente ont donc pour somme

= 8T+Z< = rﬁ)sqk SFOT+¥) =%,

ou encore, a cause de la formule (22),

T “RIZ YT

mais, par les formules (19) et (24), le premier et le dernier terme de
o dT o dU

Pexpression de do se réduisent respective 3
- ment 4 — ;2 —— =— — ~ —
P dt P T dr T dt
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. t . , . .
et a—r; faisant donc, pour abréger I'écriture,

1 U
(25) 6= T 23 ot
*
on aura
dw odt
(26) F A

Sil’on pose généralement
dl]z - ql dt
la différentiation de I'équation (22) donnera ensuite

da ”
(27) 6‘]1\~*—£+9(1k+mq/&-

Cela posé, on a
T 2T , hEN
o, au \dg, " T S )

\ T
et, a cause des formules (22), (27), en remarquant que 57 est une

13

fonction linéaire et homogéne des quantités ¢’,

d—=
T 12T da,, 22T T 39,
P 0 St LY
(28) ¢, E (aqlqu dt bqi bqk“") e

i

Différentions cette équation (28) et divisons ensuite par d¢; on
aura aprés la suppression des termes en ddt, qui se détruisent,

T

6da—(—17l'—_d2/ azT (L‘“+ aaT “)

dt — di . Qaq; 3, dt T3 ™
PRL T d’

do T Dq, qu

dtbq’+ 20 —— 4+ 0 ——— —

{29)

Enfin on a aussi, par les formules (22) et (27), en faisant usage
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du théoréme des fonctions homogénes,

4
M 0T du  ¥T o 3q:
At s R TR

U

a2Y

W O 20 2q.

(31) 8a-qi__ inbqk“k+w 7

k

Portons dans l'équation (21) les valeurs fournies par les-for-
mules (29), (30), (31). Les termes multipliés par o disparaissent en
Lo do ,, . .
vertu des équations (15), et le terme en 77 s’évanouit aussi, en vertu
de Iéquation (23 Quant aux termes multipliés par 0, ils se ré-

duisent a 092 - &;, & cause des formules (15), c’est-a-dire a
E ou bU
T L bql Dq,, he
D’aprés cela, sil’on fait, pour abréger,

d( *T + 2T )
(32) H, 1 3¢:3¢x  9¢30q: 2T U L2 U U
) Hip= 2 dt 3g:0gr  3qidqi | T 3q:i dqk

on aura, aprés une transformation facile, et parce quil est permis

d’intervertir les indices 4 et k sous le double signe E,
— 22T doy 1T do; doy
W=7 (EED(] Y dt) 22 3¢, 0q, dt dit
2T doq da,
ngq,bq&< dar dt) +22Hi’k“ia"'
I3 k

Cette expression de 0¥ — 92U ne renferme, comme on voit, que les
variations dq et leurs différentielles; elle est indépendante de la
variation 0d¢ de 'élément du temps.

(33)

3. D’aprés la formule (23), parmi les # quantités o, n —1 seule-
ment sont arbitraires, et 'on peut exprimer ces n quantités en fonc-
tion de # — 1 indéterminédes nouvelles. Je poserai, en conséquence,
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quel que soit 1,

o= X,‘,(Kﬂ -+ X[,zmz e e o Xi,n_ﬂi,n—u

ou, pour abréger,
(34) o; :Z Xiam;
A

I'indice A doit recevoir les n — 1 valeurs 1, 2,..., (n —1); les n — 1
fonctions & demeurent arbitraires, tandis que je me réserve la faculté
de choisir a volonté les n(n — 1) fonctions X, ,. J’établis dés a pré-
sent entre ces fonctions les n — 1 relations comprises dans la formule

T

(35) ' a_q/l‘ Xi,)‘z o,

et en vertu desquelles les équations (23) se trouvent vérifiées.
Je ferai aussi

2 d i, " dei
(36) oa; = ?t 7‘ID)‘, o = —Jt,—’)‘ Why
A
et
dlm dxl A dml
(37) @.—EXM "ELTar 4
en sorte que ’on aura
da; o dali o
(38) W._a,—i—ﬁz, - =%+ Y
Alors si I’'on pose
(39) zA—zEﬂ—w-@wwm
ldld 040G e
(4o) 2B -22 s BB

puis

(41) _223 (ctayr — o Bi) +2237 T ) o}kﬁi),
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2
N= 2233 T, oty

22T
bq bq,r 2T 1T ] '
2 ¢ J— i
(42) +EE[ di T agag g d
+22 H:raicu,
1 Kk

la formule (33 ) deviendra

\

(43) ¥ —3U=92 2B M.

6. On a, par les formules (34), (36) et (37),

o= T3 R ()
%ifr— i EE Xin Xi (‘”*dd; mgf%) ,
(44) ucty “EE X S m,

oty __22 X, 1 £ ®wy,

- 222 X1 Xio @0

Il sensuit que M est une fonction linéaire et homogéne des
(n—1)(n—2)
2

@y de,
quantités @, — — @, —=» et que N est une fonc-
dt dt
tion homogéne du deuxiéme degré des n —1 quantités @, laquelle
n(n—r)
2

renferme, en conséquence, termes. Je me propose de dispo-

ser des fonctions indéterminées X, de maniére que 'on ait identi-
quement

(45) M=o, N=o,

et lon voit, par ce qui précede, qu’il suffit, pour remplir cet objet,
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d’établir entre les n(n —1) fonctions X;,, un nombre de relations
égal &
(n—1)(n—2) 4+ n(nz—l)

=(n—1)

Ces (n — 1)* équations, jointes aux n — 1 qui sont comprises dans la
formule (35) constituent un systéme de n (n — 1) équations simul-
tanées qui déterminent, comme je vais le démontrer, les valeurs des
n(n — 1) fonctions X, , dont nous avons besoin.

7. Les (——l);-———————(n__z) relations qu’il faut élablir entre les fonc-

tions X, pour que M soit nulle sont comprises dans la formule sui-

vante :
»T dXy, dXi,
2 sqag; (%o T = %05

2T 3T
+2k2 <bq'; 31]1. - m) Xi’lxkzl’- =0,

formule que I'on peut employer, méme dans le cas de A =, parce
qu’alors elle se réduit a une identité.

n(n—1i)

Quant aux — équations nécessaires pour que N s’évanouisse,

(46)

elles sont comprises dans la formule

sz dZXk,(,, d’Xl")‘
ZE 4. 3¢, ( W gp X dr >
dX dX,,
(47) ‘*‘22 (Gi.ka d:’" + G X — )>
i k

-+ 222 H: i Xin X4 =o,
Tk

ou l'on fait, pour abréger,

»T
;3¢ T T

(48) Gk=—gr *5oq g

Ainsi le systéme simultané qui détermine les fonctions X, est
composé des équations comprises dans les formules (35), (46) et
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(47), ou les indices A, p doivent recevoir les valeurs 1, 2,..., (R—1).
Mais la formule (47) peut étre simplifiée ; si, en eflet, on en re-
tranche I'équation (46) différentiée, on obtient la formule nouvelle

22 2T d¥X;a
VARYA Xiw —g7
—!—EZ Gi,i X, d—zl%l +22 L. X4, X0 = o,
t k r k

ou l'on a fait

(49)

2T
p) 'Di )2 2
(50) Ly 20 T »U 220U

At 3gagi g T 3g: gk

D’un autre coté, en différentiant deux fois 'équation (35), on a

0T dx,1 Dq, _
(51) aql Z Xx)\——oy

bT

2T d"X.;; aql dXz)\ ‘qz
(52) Ezbq,bm Ue=gr "L E i =

4

Considérons A comme constant et donnons a p les valeurs 1, 2,...,

(n—1); les m —1 équations (49) et Véquation (52) pourront étre

s, d*X
résolues par rapport aux dérivées du second ordre d —+ D’aprés un

théoréme connu, le déterminant formé avec les coeflicients de ces
dérivées est égal au produit de deux autres déterminants dont le pre-

2
mier formé avec les n? dérivées du deuxiéme ordre DW n’est autre
i 9

i

chose que Vinvariant A de la force vive considérée comme fonction
des seules variables ¢', et dont le second X a pour valeur

X Xoo ... X
X  Xoz  oor X

63 ox=| 111
Xt Xomer vv Xono
q\ 7 A
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On aura donc des équations résultantes de la forme

d'X; _Lin
(54) de AY

AX

Z,, étant une fonction entiére relativement aux X;, et linéaire par

ok - dX
rapport aux dérivées du premier ordre d:’“- Quant aux coeffi-

cients, ils sont des fonctions déterminées de ¢, ainsi que l'inva-
riant A, lequel ne peut jamais se réduire a zéro.

Sil’on donne a ¢ les valeurs 1, 2,..., n, el a A les valeurs 1, 2,...,
(n —1), laformule (54) représentera un systéme de n(n — 1) équa-
tions différentielles auxquelles répondra certainement un systéme
intégral renfermant 2n(n — 1) constantes arbitraires. Ces arbitraires
seront, si I’on veut, les valeurs que prennent les fonctions X, et
leurs premiéres dérivées pour ¢ = t,; mais, comme ces valeurs ini-
tiales doivent satisfaire aux équations (35), (51) et (46) aprés qu'on
y a fait t =¢,, et que lec nombre dc ces équations est

(n—1)(n—2)

2(n—1) + 5

il s’ensuit que les expressions cherchées de nos fonctions X, renfer-

(n—1)(3n — 2)

2

meront seulement constantes arbitraires.

On peut établir au surplus ce dernier point avec une entiére ri-
gueur. A cet eflet, posons

»T dx,, »T
(5%) EEM aqk b 223 Xir X = Yoy

ce qui réduit 'équation (46) a
(56) Yp.,l - Yl,p,

et écrivons la formule (51) sous la forme suivante :

12T dX*,\ bq, .
EID ) VE 20k SN

Si I’'on suppose 2 constant, et que I’on donne & p les valeurs 1,
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2,..., (n—1), la formule (55) comprendra n —1 équations, qui,
jointes  la formule (57) constitueront un systéme de n équations,

Xin

dans lequel les coefficients des n dérivées auront évidemment

pour déterminant le produit AX, en sorte qu’on aura des résultats
de la forme
dX,, P
(58) —t = 1%
dt AX

P, désignant une fonction entiére des quantités Y, , et X,,.

Cela posé, parmi les valeurs initiales des » (n — 1) fonctions X,
il yen a n—1 qui sont déterminées par les équations (35) en fonc-
tion des (# — 1)* autres, et celles-ci demeurent arbitraires. En outre,
a cause de la formule (56), les quantités Y,,, sont au nombre de
n(n—ri) C e N ,
————, et leurs valeurs initiales peuvent éire regardées comme
arbitraires ; la formule (58) détermine alors les valeurs initiales des

X
dt

nombre de

dérivées

en fonction des arbitraires choisies, lesquelles sont au

(n— 1) n(nz— 1) _ (n— 1)(2311 —2)

Les intégrales générales du systéme (54) ne peuvent pas vérifier
P’équation X = o, et il est évident que 'on peut méme, si I’on veut,
choisir pour 'une des arbitraires la valeur de X qui répond a t=t¢,.
Il s’ensuit que les seconds membres des équations (58) auront, pour
t =1,, des valeurs finies et déterminées.

8. 1l est nécessaire pour notre objet que les n(n— 1) fonctions
X;,», déterminées comme on vient de le dire, conservent des valeurs
finies pour toutes les valeurs de ¢ comprises entre ¢, et #,. Il faut, en
outre, que ces fonctions soient telles, qu’ayant fixé a volonté les va-
riations d¢, on puisse tirer des équations (34) des valeurs finies et
déterminées pour les n — 1 fonctions @} car, s'il en était autrement,
le systéme des arbitraires @, que nous avons substitué au systéme
des «, n’aurait pas la méme généralité que celui-ci. Je dis que la
condition dont je parle sera toujours remplie, tant que le détermi-
nant X ne se réduira pas a zéro.

En effet, & cause des formules (23) et (35), les n équations con-
tenues dans la formule (34) se réduisent a m — 1 distinctes. Mais,
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pour en déduire les valeurs des » — 1 quantités @, on peut les em-
ployer toutes, en remplacant les « par leurs valeurs tirées des for-
mules (20), et laissant o indéterminée ; la valeur qu'on obtiendra de
cette maniére pour » devra comncider avec celle que donne la for-
mule (19). En procédant ainsi, la formule (34) devient

(59) 5(1::2 X + ¢ o,
2

et le déterminant formé avec les coefficients des variables @, et »
dans les n équations que cette formule comprend est précisément X.
La valeur de &, restera donc finie tant que I'on n’aura pas X = o.
Soit X le déterminant obtenu en supprimant dans X la derniére

ligne horizontale et la k™ colonne verticale, la valeur de e tirée des
équations (59) sera

(43 et ;—( E X(")éq;,;
k

et, en la comparant avec celle que donne I’équation (19), on obtien-
dra la formule

T X
() — .
(60) X(H — 3, T

k

9

laquelle est effectivement identique.

9. Nous sommes actuellement en mesure de procéder a la démons-
tration générale du principe que nous avons en vue.

Les fonctions X, , ayant été déterminées de maniére que les équa-
tions (45) soient satisfaites, la formule (43) se réduit a

i GA
(6[) 8‘{1-—6[]—-——;[—!——"2]3.

Si donc les fonctions X, conservent des valeurs finies, et que le dé-
terminant X ne se réduise pas a zéro, quand ¢ varie de ¢, a ¢,, la for-
mule (12) pourra se mettre sous la forme

4
(62) 6‘V::f 2Bdt;
14

0

car A est une fonction homogéne et linéaire des variations d¢, les-
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quelles s’évanouissent, par hypothése, pour t=1, et pour t=1,,
avec les variations des coordonnées rectangulaires.
Or, par la propriété des fonctions homogénes dont nous avons

déja fait usage, on a
qu aq' Qz qk ’

donc la quantité 2B est précisément ce que devient la force vive 2T

quand on remplace ¢, ¢,,..., ¢, par 8, B, ..., B3 il s’ensuit que
2B est essentiellement positive et que 'on a, en conséquence,

(63) #V>o,

comme nous I’avions annoncé.

A la vérité, la quantité 2B s’évanouirait si les quantités 8 étaient
identiquement nulles ; mais le déterminant X étant différent de zéro,
cela ne peut arriver, d’aprés la premiére des formules (37), que si

.., de "
les dérivées —(# sont toutes nulles, auquel cas les quantités w, se-

raient constantes, et par conséquent nulles, puisqu’elles se réduisent
a zéro pour ¢ = {, et pour ¢ = ¢, ; les arbitraires « se réduiraient donc
elles-mémes & zéro, et les déplacements qui répondent & la caracté-
ristique ¢ auraient lieu suivant les trajectoires mémes des corps, hy-
pothése qui doit évidemment étre écartée.

Le déterminant X est une fonction déterminée du temps ¢, ou,
plus généralement, de la variable indépendante qu’on voudra choisir,
et I'on a vu que cette fonction renferme dans son expression, comme

(rn—1)(3n — 2)
2

les fonctions X, constantes arbitraires. Au moyen
1,09

de ces arbitraires, on peut faire en sorte, comme nous ’avons déja
dit, que X ait une valeur quelconque donnée pour ¢ = ¢,, limite in-
férieure de 'intégrale considérée V. Mais, quelles que soient les va-
leurs que I'on suppose aux arbitraires, le temps croissant a partir
de ty, il arrivera généralement que I'on aura X = o pour une certaine
valeur de ¢, et il pourra se faire aussi que, pour une certaine va-
leur de ¢, quelqu’une des fonctions X;, cesse d’étre finie. La plus
petite valeur de ¢ pour laquelle I'une ou P'autre de ces circonstances
se présentera sera plus ou moins grande selon les valeurs attribuées
aux arbitraires, mais elle pourra avoir une limite supérieure ¢, 4 7.

Bull. des Sciences mathém. et astron., t. 11. (Avril 1871.) 8*
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C’est donc alors seulement, pour les valeurs de ¢ comprises entre #,
et t,+t, quon peut assigner aux fonctions X;, des valeurs finies
qui ne réduisent pas a zéro le déterminant X; et, en conséquence,
pour étre en droit d’affirmer que l'inégalité (63 ) subsiste, il faut sup-

poser
t, < th+ .

L’existence du minimum est assurée tant que #; est inférieur a
to + 73 mais il peut arriver que, pour ¢, = t,+ 7, il n’y ait plus de
minimum. On sait que diverses questions de maximum et de mini-
mum conduisent a des conclusions analogues.

§ 1L

Examen du cas particulier des systémes & liaisons complétes.

10. Le principe de la moindre action ne concerne que les systémes
dans lesquels le nombre des liaisons est inférieur de deux unités au
moins au nombre des coordonnées des corps. Le cas de n= 2, que
je me propose d’examiner ici, peut donc étre regardé comme celui
des systémes d liaisons complétes, au point de vue des propriétés rela-
tives  la moindre action.

Dans ce cas, le nombre des fonctions X;, se réduit a deux, et,
comme A est toujours égal a 1, je supprimerai ce deuxiéme indice.
Ainsi, en conservant toutes les notations dont j’ai fait usage, on aura

(1) a=Xw a=Xmo,
et les fonctions X, X, seront liées entre elles par I'équation

(2) —b——T—XI—FbT

T _'TX =0,
3¢, 0,

Le déterminant X a pour valeur
(3) X =¢,Xi—¢\ Xy

et, a cause de la formule (2), on trouve, en faisant usage de la pro-
priété des fonctions homogénes,

1 T 1 T

4) X,—_—-‘;[.S?;X, X::—;:l—,b?:x.
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Quant a I'invariant A de la force vive, il a pour expression

T T ( 32T )’

(%) 37 3q7 T \3g3q,)’

et, si I'on pose

(6) ®=\/§x

la quantité que j’ai désignée par 2B aura pour valeur

_ dw\?
2B——-(®-(—1?) ’

en sorte que I'expression de la variation du deuxiéme ordre de 'in-
tégrale V est, dans le cas qui nous occupe,

v o de\?
(7) av_.ft' (@W)d:

L’équation différentielle qu'il faut joindre & I'équation (2) pour
déterminer les fonctions X,, X, est fournie par la formule (47) ou
par la formule (49) du § I cette équation est la suivante :

»nT 2T X, 2T 31T X,

(&I’?X' REYATA X’) dr +(0q'. 3 agE X’) dt:
(G X+ G Xa) St (61X, G X )

( A+ (L, X2 4 (Lo + Ly, ) X, Xs + L,s X3 ] = 03

(8)

mais on a, par les formules (4) et (6),

)T _r T
X. = -—__!—-:: - G'), X'z: G),
(9) V2TA ¢, V214 4,

et, en transportant ces valeurs de X,, X, dans I'équation (8), on ob-

tient, aprés la suppression du facteur @ commun a tous les termes,
I'équation différentielle du deuxiéme ordre en ©

a0

i +K® =o.

(10)
Cette équation détermine © en fonction du temps et de deux con-

stantes arbitraires; on cn conclut immédiatement ensuite, par les
8.”



116 BULLETIN DES SCIENCES

équations (6) et (9), le déterminant X et les fonctions X, X,. Quant
au coefficient K, en faisant usage des équations différentielles du
mouvement, il est facile de lui donner la forme suivante :

dT 3T
Ko L&V | 1 2y i)
(11) T YA dr 2TA de

1 U U 3 1
~5TA (”»* 2L ™ 2&@;)4- TR T 3Ta%™

ou l'on a fait, pour abréger U'écriture,

Co T (bT)*_z »T AT T »T a_T)
04199 391 9¢: ~ 347 \oq./ .

TG\ g
4o 2T T T T 3T o7
94,941 3¢5 3¢: 9¢',0¢: 0¢', 3¢:
2T 3T T 2T AT T

T340 0, 3 T 2 3¢23¢: 0¢, dq.
T (E)’_zﬁ’T T T | T (3_2),
HACYA 9¢:3¢: 3¢ 0¢, g3 \oq,

L= — T oF Tl T T »T T,

3¢',9¢, 3¢ 3¢5 s ¢3¢, Dq; 39,9, aqlu

_»TT T T , 2T T  »T T
= 3q7 3 34.0q, 3q. 3¢9 3, T3¢0 3q,
_ T U T JU

(12)

(b'l‘)’b U T 3T »U (DT )’D’U
N =

7)) ST 25 S s Syl Bewwrd
¢,/ 993 ¢, ¢, 9q.0q, g,/ 94

§ TII.

Application de la théorie précédente au mouvement elliptique
des corps célestes.

11. Pour éclaircir la théorie que je viens de présenter, j'en ferai
Papplication au cas trés-simple du mouvement clliptique des pla-
nétes, qui a été déja 'objet des recherches de quelques géométres.

Si 'on désigne par ¢, et ¢, deux coordonnées rectangulaires d’une
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planéte, situées dans le plan méme de I'orbite, on pourra poser
(1) ’ 2T =¢'+¢5;

et 'on aura

M, T, T T
53,7—-41,, 57]':—%’ 52}::0’ 971—-::0’
puls
A=1, '
et

L =o, Li=o, Lai=o0.

La formule (11) du § 1I donne en conséquence la valeur suivante
du coefficient K :

3 '?P__’.a_qz :2NU 2d. d. NU_*_':Q:_I{
19" T5q) _Tagr TP 5gng T 1 5gT

K= Z) 2 T3 72
(2) ¢+ g2y PREF

Soient r le rayon vecteur de la planéte, e I'excentricité de Porbite
elliptique, @ le demi-grand axe, et # le moyen mouvement; on aura

. -t
puis

g ! ” 2 *a(2aq —
6 0d— el =neVi=d, g qr="20200),

r
Au moyen de ces formules, I'expression (2) de K se réduit &

(5) Kem® _gp2ii—ella—r)
r ri(eza—r)?

12. L’objet que nous avons ici en vue est I'intégration de I'équa-
tion (10) du § II, savoir :
4’0
mais, pour exécuter cette intégration, il est nécessaire de transformer
Péquation. Soient ¢ anomalie vraie de la planéte, et ¢ V'anomalie
vraie du point de I'ellipse diamétralement opposé au lieu de la pla-
néte; c’est I’angle § qu’il convient de choisir pour variable indépen-



118 BULLETIN DES SCIENCES

dante. On a, par la théorie du mouvement elliptique ou par les for-
mules (4),

(6) dt:————r—zi——__a rz—u;
na*y1 — et 14 ecosv
on a aussi
__a(1—e?)
(7) 2T = T ecosy
et
1 I 1+ e
(8) tang-;vtang;ll/——— I—;—E)
d’oul'on conclut
(9) do=22"Tay, di=2""Lay,
. nay1— e
Cela posé, je ferai
(10) 0 = \2ar — rQ,
d’ou il résulte
&
(11) @0 _mal(1—e) ! d:Q -0 Vaar—r?
de 2ar—r* | Voar—r: d§? T dy

on trouve d’ailleurs, par les formules précédentes
9 b

d’-—.._.——'=__._——-
A/zar—r’ (2a—r)  3a(a—r)

(12) yaar—r dy? Ta(i—e)r rt

—I’

et en portant les valeurs que nous venons de trouver dans I’équation
en O, celle-ci devient

azQ
a4
Soit )y la valeur de I’anomalie ¢ 4 I'époque ¢ =1¢,, limite inférieure

de l'intégrale que nous voulons considérer; I'intégrale générale de
Péquation (13) sera

— 4+ Q=o0.

(13)

(14) 0= Gn(¢—dutg),

sing

Q, et g étant les deux constantes arbitraires introduites par I'intégra-
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tion; la premiére de ces arbitraires est évidemment la valeur de a
I’époque ¢. Comme on a

'

(15) X =na(2a¢ —r)Q,

si 'on veut revenir au déterminant X, et que I'on désigne par X,,
1o les valeurs de X, r pour ¢ = ¢,, on aura, au lieu de la formule (14),

X, —r .
(16) X=§@§%%$m¢—%+@.

11 est évident qu’on peut toujours ramener I’angle arbitraire g entre
.. n n (o . . p
les limites — 5 €t -+ 5> @ désignant la demi-circonférence dont le

rayon est 1. D’aprés cela, si g est négatif et égal & — 7, le temps
croissant  partir de ¢y, le déterminant X s’annulera pour ¢ = ¢y +7,

T oars - .
7 étant < ~- Mais si Pon donne & ¢ une valeur positive, X ne s’éva-

nouira qu’a 'instant ou 'on aura

$=d+r—g

Et, puisque g est arbitraire, on peut lui supposer une valeur aussi
petite que 'on voudra, pourvu cependant que cette valeur ne soit
pas zéro. Si donc on désigne par £, + 7 la valeur du temps ¢ lorsque
P’anomalie ¢ devient égale A {, + m, on pourra assigner aux fonc-
tions X, X, des valeurs finies qui n’annulent le déterminant X pour
aucune valeur de ¢ comprise entre f, et t,, pourvu que l'on ait
t,<t,+ 7, et, en conséquence, l'intégrale V sera un minimum.
Cette conclusion s’accorde avec les considérations générales que j’ai
présentées a la fin du § I.

L’intervalle de temps 7, pendant lequel le principe de la moindre
action subsiste certainement d’aprés mon analyse, répond a un arc
d’ellipse qui peut étre inférieur, égal ou supérieur a la moitié de
Porbite. L’origine @ de cet arc ayant été choisie a volonté, pour avoir
son extrémité « il suffit de mener la corde aa par le deuziéme foyer
de P’ellipse, car il est évident que relativement & ce deuxi¢me foyer,
pris pour origine, les coordonnées de la planéte analogues a r et ¢
sont 24 —r et ¢ — 7.

13. Sil'on a
l|:lo+f, ou t|>to+f,
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le minimum n’a plus lieu. En toute rigueur, cette proposition ne ré-

sulte pas de 'impossibilité de déterminer des fonctions X,, X, répon-

dant 4 un déterminant X qui ne s’annule pas quand ¢ varie de ¢, 2 ¢,

mais on peut I'établir trés-simplement par le moyen de nos formules.
Dans le cas qui nous occupe, la formule (61) du § I donne

d 1 |+ 2 (42 2 2
(7) oW —pu=Uabobab) g g
et 'on a
. de v 9B
atlew, “;—sz’ 6[ X| Ti‘t‘ ﬁz——-xl dt'
On a aussi
X r
-2—,T = IT &2,

et, par suile,

Si donc on fait
(18) Qw=20,
il viendra
e g,
(19) x'wn—ae’ Oy == na ‘R

puis, en remplacant d¢ par sa valeur tirée de la seconde des for-

mules (9),

- s aji—e d_@_edlogﬂ ,
P aga—r\d dy
db dlogQ),

(20) —
, ayi— e?
b= = S (0

et, a cause de la seconde des formules (4),

e (nd0 dlogQ
a|ﬁ|+¢g@z——-na \/l‘—e <6qu dllj )'

On conclut de 13, en faisant usage des mémes formules,

d(afitofs) . \/';:"c;[d( ZZ‘)

6 db dlogQ —p d’logﬂ]d_q;

T dr a7 T PAE
, =46 df dlogQ . (dlogQ ¢,
B+ bl e i g — 20 T SR o (TR G
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on a d’ailleurs, par la formule (13),

d’log&)+ dlogQ SR
dy? ay )7

en sorte que la formule (17), multipliée par d¢, devient

do
e ["("a@) ar ] |
(21) (0¥ —U)dt=na*V1—e* AP + 6* | dy.
Cette formule ne renferme plus la fonction Q, et elle coincide avec
celle qu’aurait donnée la formule générale (33) du §I.
Comme on a

(q; o= 9'. “2)‘“ = d‘haqe— dq'aq’;

les formules (19) et (6) donnent

b=ayi—e H:39— 499,

r’(aa —r)dv ’
mais, a cause de
q.=rcosv, g,=rsinv,

on a
dq.dq.— dq.dq.=r(drdv — draév);
donc
a/i—e dr
(22) 9~_r(—-—2a————__r)(6r-—3‘—’30),
ou, a cause de ikl dlg)
. . a\/I—e’
3) o= T (O )

La quantité § s’annulant aux limites, c’est-a-dire pour ¢ ={, et
pour ¢ = ¢y, la formule (12) du § I et notre formule (21) donneront

(24) 8*V = na’ \/;—:—e—;ﬁf‘ (%— 92) di.

Cette expression de la variation 9*V subsiste, quelles que soient
les limites ¢, ¢, ; clle nous permettra de justifier assertion que nous
avons émise. Si 'on a §, < ¢, -+ 7, on pourra poser § = Q &, Q ayant
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la valeur donnée par la formule (14), et I'on raménera ainsi la for-
mule (24) & la forme suivante :

BV = na|T— & j; f’ (sz %)26141,

que nous avions d’abord obtenue.

14. Le résultat auquel nous venons de parvenir peut se traduire
en un théoréme d’analyse qui mérite d’étre remarqué, savoir :

8t 6 désigne une fonction qui reste continue quand la variable § croit
de o A ¢y, et qui s annule pour Y = , ainsi que pour § = {¢,, U'inté-
grale

(25) ff (3‘% — er) dy

ne peut jamais étre nulle ni négative lorsqu’on a

g <o+,
a moins que la fonction 8 ne se réduise identiquement a zéro.
Jajoute que :

1° Stl'on a
b=+,
la méme intéqrale peut étre nulle, mais non négative;
2° Sil'on a

LIM> \I-’o -+,
1 "intégrale peut étre positive, nulle ou négative.
Considérons d’abord le cas de ¢, = ), + 7, et désignons par ¢ une

quantité infiniment petite. L’intégrale (25) pourra se décomposer en
deux parties, savoir :

(26) f;'_a (% — ea> dy + iz(a‘% - e1> dy.

Comme 6 s’annule pour ¢ — ¢, et qu’elle est fonction continue de
¢, elle prendra une valeur infiniment petite pour ¢ = ¢, —¢; je re-
présenterai cette valeur par n({; — o—¢) oun(w—z¢), et je trans-
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formerai la premiére de nos deux intégrales en posant
do _dr
@ agT"
Alors U'intégrale (25) ou la somme (26) se trouvera décomposée
comme il suit :

b—e [ dp “—s
ax —A=>d + f LY}
ﬁ (dklﬂ "P 27 sll dql q’

O=A+un(y—{), dou

o (]

‘l"l_e
(27) +f¢ [ — 2\ — %)+ 02( Y — G ]dY

¢ do:
+f_‘<dq‘, ) dy.

La variable nouvelle 2 s’annule pour ¢ =¢, et pour ¢ = ¢, —¢;
d’ailleurs ¢y — ¢ << + 7 ; donc la premiére partie de la somme (27)
ne peut étre ni nulle ni négative, mais elle peut étre infiniment pe-
tite. La deuxiéme partie est nulle, puisque A s’évanouit aux limites,
et la troisiéme partie, qui peut avoir un signe quelconque, est infini-
ment petite, i cause du facteur » qui multiplie tous ses termes. Quant
a la derniére partie de la somme (27), elle ne peut étre négative que
si elle est infiniment petite, puisque 6 est infiniment petit entre les
limites ¢y — e et §,. Il résulte de 1a que la somme (27) ou I'inté-
grale (25) peut étre nulle, mais qu’elle ne saurait étre négative.

En particulier I'intégrale (25) sera nulle si 'on prend

6 =csin(Y — o),

¢ étant une constante arbitraire.

15. Sil'on a{, > ¢ + 7, 'intégrale (25) peut étre positive, nulle
ou négative; c’est ce qu'il est facile d’établir par un exemple. Soit

G:csin"‘( i_i:)

¢ étant une constante; U'intégrale (25) aura pour valeur
c’m’ sin™—2 < l!J q} ) cOs? ( q" qji’)
T =) T\ =)

By g




124 ) BULLETIN DES SCIENCES -

Si l'on fait, pour abréger, ‘ ‘

j;Sb'sin‘“( i i)dq; H,,

()

. 1
on trouvera aisément, en supposant m > Y

S (s =)o (=) = s e

0

et il s’ensuit quel’on a

en Posant

! — (‘P-;‘ 4’»)’__ ‘Pl; Yo \/W)-_,,
m”:(‘%; ‘!’o)’+ 4‘1'; ‘Po\/(%: ‘Po)ﬂ_ -

- . ‘ I
il est facile de s’assurer que m' est > 5 La formule (28) montre que

(=)

est positive si I'on prend m <m/ou m >m’; elle est nulle si I'on
{ait m = m' ou m = m"; enfin elle est négative si 'on donne i m une
valeur comprise entre m' et m”.

Si V'on suppose ¢y = ¢ + 7, on a m' = m” = 1; alors I'intégrale
s’annule pour m =1, et elle est positive pour toute autre valeur de m.
Enfin, lorsque ¢, < 4&0 + 7, les quantités m’, m” sont des imaginaires
conjuguées, et 'intégrale est constamment posmve, ce qui s’accorde
avec la proposition du n° 14.

On peut conclure de ces développements que, dans le cas du mou-
vement elliptique des planétes, le principe de la moindre action ne
s’applique pas au dela de la limite que nous avons assignée.

Pintégrale



